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A.  —  LA  TRASFORMACION  DE  LAS  COORDENADAS.    LAS  FOR- 
MULAS  DE  LA  TRIGONOMETRIA  ESFÖRICA. 

1«  Xja  Astronomia  esferica  trata  de  la  determinacion  de  las 
posiciones  de  los  astros  en  la  esfera  Celeste  aparente  mediante  coor- 
denadas  esffericas  referidas  a  ciertos  circulos  maximos ,  y  de  la  in- 
yestigacion  de  las  relaciones  que  existen  entre  estas  coordenadas. 
En  lugar  de  las  coordenadas  esf^ricas  paeden  servir  tambien  las 
coordenadas  polares  para  iijar  la  posicion  de  un  astro  en  el  espacio, 
es  declr,  mediante  el  angulo  formado  con  ciertos  planos  por  la  linea 
que  une  el  astro  al  centro  de  la  esfera  Celeste  aparente ,  y  mediante 
la  distancia  a  este  mismo  centro,  la  cual,  como  radio  de  la  esfera 
Celeste  aparente,  se  snpone  siempre  igual  a  la  unidad.-  Estas  coor- 
denadas pueden  espresarse  finalmente  de  un  modo  f&cil  por  coordena- 
das rectangulares.  Toda  la  astronomia  esferica  se  reduce  asi  a  la 
trasformacion  de  las  coordenadas  rectangulares,  para  la  cual  dare- 
mos  primero  las  espresiones  jenerales. 

Imajinandose  en  un  piano  dos  ejes  rectangulares ,  y  designän- 

dose  las  coordenadas  de  un  punto  cualquiera  por  x  ^  y;  por  r  la 

distancia  del  punto  al  orijen  de  las  coordenadas ,  y  por  v  el  angulo 

comprendido  entre  esta  linea  y  la  parte  positiva  del  eje  de  las  ic,  se 

tendra : 

x  =  rcoaVj    y  =  r  sen  v. 

Imajinandose  en  seguida  otro  sistema  de  ejes  rectangulares 
que  tenga  el  mismo  orijen,  y  designando  a  las  coordenadas  y  los  &n- 
gulos ,  correspondientes  al  mismo  punto  y  referidos  k  este  segundo 
sistema ,  con  x,  y  y  v\  se  tendra : 


Llamando  tv  al  &ngulo  que  forma  el  lado  positivo  del  eje  de 
las  X  con  el  lado  positivo  de  las  x\  y  contando  todos  los  angulos  eu 
el  mismo  sentido  de  0®  &  360®,  se  tendra  v=v-^W]  luego: 

0?  =  r  cosr' cos  w  —  r  sent?' senu; 
o:  =  r  sent?'  costc  +  r  cobi;'  Beute. 
ö. 

a;  =  rc'  cos«?  —  y'  sen  w  ,.  v 

y  =x*  senw  +  y'  cos  ti; 
j  del  mismo  modo: 

x*=     aj  008  «7  +  w  sen  w  ,,    v 

y  =  —  a;  sen«?  +  y  cos  w. 

Estas  förmulas  son  jenerales  y  sirven  para  todos  los  valores 
positivos  y  negativos  de  a;  6  y,  y  para  todos  los  valores  de  w  de 
0®  a  3600. 

2«  Sean  a;,  y,  «r  las  coordenadas  de  un  punto  0,  referidas  ä  un 
sistema  cualquiera  de  ejes  rectangulares ;  ademas  sea  a  el  angulo 
que  forma  el  radio  vector  con  sn  proyeccion  sobre  el  piano  de  las 
xify  B"  el  &ngulo  entre  dicha  proyeccion  y  el  eje  de  las  x^  es  decir,  el 
ängulo  comprendido  entre  el  piano  que  pasa  por  el  punto  0  y  el 
eje  positivo  de  las  j9,  y  el  piano  que  pasa  por  los  ejes  positivos  de 
las  Ä  y  j?,  contandose  de  0®  ä  360®  el  ängulo  desde  la  parte  positiva 
del  eje  de  las  x  h4cia  la  parte  positiva  de  las  y.  Tomandose  la 
distancia  del  punto  0  al  orijen  de  las  coordenadas  igual  ä  uno ,  se 
tendra : 

X  ~  cos  B'  cos  a\    y  —  sen  J?*  cos  «',    z  —  Ron  a . 

Llamando  a  al  ängulo,  que  forma  el  radio  vector  con  el  eje 
positivo  de  las  z^  y  contändolo  de  0®  ä  360®  desde  el  lado  positivo 
del  eje  de  las  z  häcia  el  lado  positivo  de  los  ejes  de  las  a:  6  y ,  se 
tendra : 

a:  =  coBj?'8ena,    y  =  senJ?'sena,    £f  =  coöa. 

Nos  imajinamos  ahora  un  segundo  sistema  de  coordenadas  de 
tal  modo  que  el  eje  de  las  y'  coincida  con  el  eje  de  las  y ,  y  que  los 
ejes  de  las  x  y  z  formen  el  ängulo  c  oon  los  ejes  de  las  a;  y  ;er;  llamän- 
dose  &  el  ängulo  que  forma  el  radio  vector  con  el  eje  positivo  de  las 
z\  Ä  el  ängulo  comprendido  entre  el  piano  que  pasa  por  0  y  el  eje 
positivo  de  las  z'  y  el  piano  que  pasa  por  los  ejes  positivos  de  las 


X  j  e^  ambos  &ngulos   contados  en  el  mismo  sentido  que  a  j  jffy 
se  tiene : 

a?'=  sen h  cos^',    y  =  sen 6  sen  A\    /  =  cos 6 , 

y  como,  segun  las  förmtdas  para  la  trasformacion  de  las  coorde 

nadas,  es:* 

Ä  =  a;' sen  c  +  is' cos  c 

y=y 

x  =  x'coBC  —  z'  sen  c, 
se  obtiene: 

cosa  =  senft  senc  cos^i'  +  cosft  cosc 
sen  a  sen  B'  =  sen  6  sen  A' 
setja  cos  J?*  =  sen5  cosc  cosJ.'  —  cosft  senc. 

3*  Suponemos  ahora  una  esfera  descrita  con  un  radio  cual- 
qniera  (que  sea  igual  ä  la  unidad) ,  y  cuyo  centro  sea  el  orijen  de 
las  coordenadas ;  uniendo  entre  si,  per  arcos  de  circulos  m&ximos,  el 
punto  O  y  los  puntos  de  interseccion  de  los  ejes  z  j  e'  con  la  super- 
ficie  de  la  esfera,  estos  arcos  formaran  un  triangulo  esf&rico,  toman- 
dose  este  en  su  acepeion  mas.lata,  es  decir,  admitiendo  que  los  an- 
gulos  y  los  lados  pueden  ser  mayores  de  180®.  Los  tres  lados  -OZ, 
OZ  ^  ZZ  de  este  ti'langulo  esfferico  seran  a,  6  y  c;  el  ^gulo  es- 
fferico  A  en  el  punto  Z  sera ,  como  ängulo  entre  el  piano ,  determi- 
nado  por  los  puntos  0,  Z  y  el  centro ,  y  el  piano  que  pasa  por  Z,  Z' 
y  el  centro  de  la  esfera,  igual  a  Ä\  mientras  que  el  ängulo  B  en  el 
punto  Z  sera  jeneralmente  igual  ä  180— J5'.  Introduci^ndose, 
pues,  ^  y  ^  en  lugar  de  -A'  y  J?'  en  las  ecuaciones  halladas  en  el 
no.  2  se  obtendrän  las  förmulas  siguientes ,  aplicables  ä  todo  trian- 
gulo esf6rico: 

cosa  =  cos  h  cos  c  4-  sen6  sen  c  cos^ 
sen  a  sen  B  —  sen  h  sen  A 
sen«  cos  5  =  cos  &  sen  c  — sen  b  cosc  cos  A 

Estas  son  las  tres  förmulas  fundamentales  de  la  Trigonometria 
esferica,  y  se  ve  qiie  espresan  simplemente  una  trasfoimacion  de  las 
coordenadas. 

Como  cada  unp  de  los  tres  v6rtices  del  triangulo  esferico  puede 

considerarse  como  la  proyeccion  del  punto  0  sobre  la  superficie  de  la 

esfera  y  los  otros  dos  como  los  puntos  de  interseccion  de  los  ejes  de 

laa  gj  z'  con  la  misma,  las  förmulas  que  preceden  deben  ser  aplicables 

tambien  &  los  otros  'elementos ,  permutando  solo  convenientemente 

entre  si  los  lados  y  ängulos.    Eeuniendo  todos  los  casos  se  sigue  asi : 

1* 


co8a  =  cos b  cos c  +  senft  sen c  cos ^ 

cos  6  =  cos  a  cos  c  H- Ben  äsen  c  cos  J5  (2) 

cos  c  =  cosa  cos5  +  sena  senft  cos  C 

sen  a  sen  J9  =  sen  b  sen  Ä 

sen  a  sen  (7  =  sen  c  sen  J.  (3) 

sen  b  sen  C  =  sen  c  sen  5 


sena  cos5  =  cos  b  senc  —  senft  cos  c  cos  J. 
sen  acos  C  =  cos  c  sen  b  —  sen  c  cosft  cosA 
sen6  cos  J.  =  cosasenc  —  senacos  c  cos  B 
sen6  cos  C  =  cos  c  sena  —  sen c  cosa  cos JB 
senc  co8^  =  co8asen6  — senacos  &  cos  C 
senc  cos  i5  =  cos  6  sena— sen  6  cos  acos  C 


(4) 


(5) 


4«  De  estas  formulas  se  derivan  f&cilmente  las  demas  de  la 
Trigonometrla  esf^rica.  Dividi6ndose  las  fönniüas  (4)  per  las  corres- 
pondientes  (3)  se  obtiene : 

sen  J.  cotg  J?  =  cotg6  sen  c  —  cos  c  cos -4 
sen  A  cotg  C  =  cotg  c  sen  &  —  cos  fe  cos  J. 
senB  cotg^  =  cotgasenc  —  cosc  cobB 
senB  cotgC  =  cotgc  sena— cosacos  B 
senO  cotgui=:cotgasen6  — cosftoosC 
sen  C  GotgB  =  cotgfe  sena—  cosacos  C 

Escribiendo  la  ultima  de  estas  ecuaciones  como  sigue : 

^        „     cos  5  sen  a  sen  B  -n        n 

sen  C  cos  B  = z cos  a  sen  B  cos  C, 

sen  6 

se  obtiene: 

senCcosB  =  cos5  sen^  —  cosa  seni5  cos  C 
ö: 

senJ.  cos  5  =  cos  J5  sen  C  +  senB  cos  0  cos  a 

cuya  ecuacion  corresponde  a  la  primera  de  las  ecuaciones  (4),  y 
contiene  &ngulos  en  lugar  de  lados  y  vice -versa.  Permutändo  las 
letras  resultan  las  seis  ecuaciones  siguientes : 

sen^  cos6  =  cosB  sen  C  +  senB  cos  C  cosa 
sen  J.  cosc  =cos(7seAB  +  senCcosJ5cosa 
senB  co6a  =  cos  ^  sen  C  +  sen^  cos  C  cos5 
senB  cosc  =  cos  C  senA  +  sen  C  boqA  cosft 
sen  C  cosa  =  cos^  senB  +  sen^  cosB  cosc 
sen  C  cos  6  =  cos  B  sen  ui  +  sen  B  cos  ui  cos  c 

7  dividifendose  estas  ecuaciones  por  las  correspondientes  (3) : 


(6) 


Bena  cotg6  =  cotgJ5  sen  C  +  cos  C  cosa 

senacotgc  —  cotgC  sen  ^  +  cos  J?  cos  a 

sen  h  cotg  a  =>  ooigA  sen  C  -f  cos  C  cos  fe 

senft  cotgc  =  cotgC7sen^-f-cos^cos6  ^^ 

senc  cotga=  cotg^  senB  +  cos£  cosc 

senc  cotgft  =  cotg J?  sen C -f  cos -4  cosc 

Las  ecaaciones  (6)  dan  ademas: 

cos -4  sen  C= senB  cosa  —  senJ.  cos  Ccos& 
cos  J5  sen  C  =  sen^  cos  h  —  sen^  cos  C  cosa. 

Multiplicändose  ambas  ecuaciones  per  sen  C,  j  sustituy^ndose 
el  valor  de  sen  Ä  sen  C  cos  h ,  sacado  de  la  segxmda  ecuacion  en  la 
primera,  resnltla: 

cos  J.  =  sen  B  sen  C  cos  a  —  cos  B  cos  C 

y  permutando  las  letras  resultan  las  tres  förmulas ,  correspondientes 

ä  las  ecuaciones  (2) ,  en  las  que  se  encuentran  angulos  en  lugar  de 

lados: 

cosul  =  senJB  sen  C  cosa  —  cos  J5  cos  C 

coqB  =  senJ.  sen  C  cosft  —  cos -4.  cos  C  (8) 

cos  (7  =  senil  sen jB  cosc  —  cosJ.cosJ5. 

5«   Snmandose  las  dos  primeras  de  las  förmulas  (3),  se  obtiene: 

.  sena  [sen B  +  sen  C]  =  sen^  [send  +  senc] , 

ö: 

B~C        .         B-irC  ^   .        6+c        ,   .       h-e 

senjacos  —r — .cosjasen  — - —  =  8enjilsen— ^.cosj^cos  -^ 

y  restando  las  mismas  ecuaciones ,  la  una  de  la  otra : 

B^G         ,       ^-B+C  ,  .       6+c         ,   .       h-c 

sen  Ja  sen — -—  .cos^aco^ — - —  =senJ-4.oos  -5— .cos  Ja  sen— ^. 

Del  mismo  modo  se  obtiene ,  sumando  y  restando  las  dos  pri- 
meras de  las  förmulas  (4) : 

,  B-G        ^         B+G  .   .       6+c         ,   .       5-fc 

senjacos — - —  .  cosjacos — —  =senJJ.8en— ^  .  senjulcos— ^ 

B-G        ,  B+G  ,   .       b-c        ,  .       6-c 

senjasen  — - — .cos  Ja  sen — 5--  =cosJJ.sen— 5—  .cosJJ.co8— ^— . 

Gada  una  de  estas  cuatro  förmulas  se  compone  del  producto  de 
dos  de  las  ecuaciones  de  Gauss;  sin  embargo,  no  se  puede  separar 
estas  ecuaciones  por  la  combinacion  de  estas  cuatro  förmulas ,  y  6s 
neces££rio  buscar  al  efecto  una  förmula,  en  la  que  entre  otra  relacion 
de  estas  ecuaciones.  Para  este  fin  puede  seryir  una  de  las  si- 
guientes ; 


cosjacos  — s~  •  cos Jasen  —  —  =  senJVacos  —^  •  cos^^  cos  -^ 

B-C         .  B-C  .   .       ö  +  c  ,   .        b-c 

senjacos — ^—  .senjasen — ~-  =  sen J ,4 scn -— -  .  coHi^sen--^, 

que  se  obtienen ,  sumando  y  restando  las  dos  prüneras  de  las  ecua- 
ciones  (6). 

Poniendo  por  brevedad : 

,  .       &4-C  ,  B-C 

senjAscn -^— =  a,  senjacos — - — =«, 

cosj^sen— —  =  y,  seniasen — -— =y, 

1   ^        ^-c      ^  ,  B  +  C     ,. 

cosj  J.COS -^— =  ^,         cos  J  äsen — - — =o, 

resultan  las  seis  ecuaciones: 

a6'=:a8,   '^'ß'  =  yß,    a'p'z^ccßy   y'ö'  —  yöj   p"d'  =  |3d,   ay'  —  ay 
de  las  que  se  siguen  las  siguientes: 

a'?=a,    /^rr/J,  y=y,    d'=:d, 
o: 

De  consiguiente ,  se  obtienen  las  relaciones  siguientes  entre  los 
Ängulos  y  lados  de  un  triängulo  esferico : 

senj^sen  — —  =  senja  cos  — 5— 


ö  tambien: 


seni^  cos  — r-  =  cos  la  cos  — ^r- 
z  2  *  2 

,  ^        ^-c  ,  B-C 

cos  4^  sen  —7-  =  sen  A  a  sen  — ;— 
«2*2 

.  A       ^-c  .  B  +  C 

cos  A ^cos  --7-  =  cos i a  sen  — - — 
l  '  2 

sen  J^  sen  —-r-  =  —  sen  Ja  cos  — -— 

8eni-4  cos  — "  =  —  cos  Ja  cos  — ^~- 

1  A        ^-c  .  S-C 

cos  i-d sen  — --  ^  —  senj a  sen  —^^ — 

I  A        ^-c  .  B-hC 

cos 44 cos  --^  =  —  cosjasen — -— 


(9) 


De  estos  dos  sistemas  de  ecuaciones  resultan  para  las  cantida- 
des  incögnitas  los  mismos  valores,  6  al  menos  valores  que  no  se 
diferencian  sino  en  360^;  ja  sea  que  aquellas  sean  dos  lados  y  el 
ängiüo  comprendido ,  ya  dos  angiüos  y  el  lado  adyacente.  Por  ej., 
traiandose  de  determinar  Ä,  h  j  c^  se  hallarian  del  2®  sistema  de 

ecuaciones  para  -5—  y  ~ö^  los  mismos  valores  que  del  1*'. sistema, 
\yeTO  para  -^^  un  valor  diferente  en  180^,  ö  para  — ^  y  -^valores 

diferiendo  en  180®,  pero  para  ^^  el  mismo  valor.  Asi,  en  todos 
los  casos,  los  valores  de  -4,  6  y  c,  sacados  del  uno  ü  otro  sistema, 
no  se  diferenciaran  sino  en  360®.  Las  formulas  (9)  sirven,  de  con- 
öig^uieute,  en  todos  los  casos,  y  es  indiferente  para  el  calculo  de 
A^  6,  c,  hacer  uso  de  los  valores  de  a,  B^  (7,  ö  agregar  ä  cualquiera 
deellos  +  360®*. 

Las  cuatro  ecuaciones  (9)  se  llaman  las  ecuaciones  de  Gauss, 
y  se  hace  uso  de  ellas  cuando  se  trata  de  resolver  un.  triängulo  esf6- 
rico ,  suponiendo  dados  un  lado  y  los  dos  angulos  adyacentes,  ö  dos 
lados  y  el  ängulo  comprendido. 

El  modo  mas  comodo  de  servirse  de  ellas  es  el  siguiente : 
Sean  dadas  a,  jB  y  (7;  se  busca  primero : 

(1)  cos    —^  (4)  008  —^ 

(2)  Ben  Ja  (5)        cos  J a 

(3)  sen  —2-  (6)        sen  -y- 

en  seguida: 

/-N  1  B  —  C  ,,v.  ,  B  —  C 

(7)  sen  1  a  cos  — ;r—  (9)      sen  J  a  sen  — - — 

(8)  cos  J  a  cos  — - —  (10)      cos  ^  a  sen 

Por  la  division  de  estos  nümeros,  puestos  los  unos  debajo  de  los 
otros,  se  obtiene  tang^(fe+c)  y  tang^(6— c),  de  donde  so  siguen 
b  y  c.  En  seguida  se  busca  cos^(&-Vc)  ö  sen^(6+c),  y  cos^(&— c) 
6  seii^{h--c),  segun  que  sea  mayor  el  coseno  ö  el  seno,  y  se  resta 
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el  logaritmo  del  primero  del  mayor  de  los  dos  logaritmos  (7)  6  (8), 
y  el  logaritmo  del  otro  del  mayor  de  los  logaritmos  (9)  6  (10) ,  y  se 
obtienen  entonces  sen^^  y  cos  ^Ä.  Mediante  estos  dos  logaritmos 
se  obtiene  la  tangente  y  luego  Ä.  Como  sen^A  y  cos^-A  deben 
dar  el  mismo  ängulo  que  tang^^,  se  tiene  en  esto  un  medio  de 
comprobar  la  exactitud  de  calculo. 


\ 


Sea: 


Be  tendrÄ : 


Ejemplo: 

a=  11°  25'  56."3 
B  =  184  6  55.  4 
C=    11    18   40.  3 


i(B-O)=860  24'7."55 
C0Bi(B-C)  =  8.7976413 
sen  i  a  =  8.9982605 
Ben  4  ( J?  -  C)  =  9.9991432 
Ben  i  a  coB  J  (JB  -  6')  =  7.7959018 
cos  i  a  cos  i  (B  -hC)  =  9.1256397, 
i(&  +  c)  =  177  19 13.49 
cos  4  (&+c)  =  9.9995248« 
sen  4  J.  =  9.1261149 
cos  iA  =  9.9960835 
1  J.  70  40' 59."38 


1(JB  +  C)  =  970 

-  co8i(B+a 

cos  4  a 

senJiB  +  C) 
sen  4  äsen  4(5—6') 
cos  4  äsen  4  (B+C) 


42'  47."  85 
9.1278046« 
9.9978351 
9.9960526 
8.9974937 
9.9938877 


4  (&-C)  5 
cos  4  (6 —c) 
b  =  183»  4'  37."62 
c  =  17l33  49.  36 
A=i   15  21    58.  76 


45  24.  13 
9.9978042 


Si  se  hubiera  adoptado  aqui:  JB=— 175®53'4."6;  luego: 

4  (B  -f-  C)  =  -  82»  17'  12."15 
4(J?-C)  =  -93  35  52.  45 

se  hubiese  obtenido : 

4(6  +  c)=-20  40'46."51 
4(6-c)=  185  45  24.  13 

luego ;  &  =  183»  4'  37."62  y  c=— 188<»  26'  10."64. 

Dividiendo  las  ecuaciones  de  Grauss,  la  una  por  la  ortra,  se  ob- 
tienen las  analojias  de  Napier.  Escribiendose  Ay  B,  C  en  lugar 
de  jB,  Cy  A,  y  a^  Z),  c  en  lugar  de  &,  c,  a,  las  ecuaciones  (9)  dan: 


a—h 

0O8 — r- 


(9a) 


9 

a—h 


sen 


Ä^B  2        ,     C 

sen 


cos 


2 
A-B 


cos 


2 
^-5 


,      sen 
,        a—h  2     .         c 

sen-^ 

6«  Como  casi  todas  las  förmulas,  espuestas  en  los  no».  8  y  4,  con- 
tienen  binomios  y  son,  por  lo  tanto,  incömodas  para  el  calculo 
logaritmico ,  se  debe  tratar  de  trasformarlas  en  espresiones  de  un 
solo  t^rmino,  lo  cual  se  consigue  por  la  introduccion  de  angulos 
auxiliares.  Se  sabe  que  dos  cantidades  reales,  ya  sean  positivas  6 
negatiyas,  pueden  siempre  ponerse  proporcionales  a  un  seno  ö  a  un 
coseno ,  de  modo  que : 

x  =  fnBenM  6  ^  =  mcoB3f 
puesto  que  se  halla  luego : 

tang3f=-^  y   m^Vs^Ty*, 

es  decir,  Mjm  quedan  espresadas  por  oantidades  reales. 

Ahora  es  de  advertir,  que  todas  las  förmulas  anteriores  con- 
tienen  en  cada  uno  de  los  dos  t^rminos  de  que  se  componen,  un  seno 
6  coseno  de  un  mismo  ängulo.  Poniendo,  pues,  los  factores  del 
seno  y  coseno  proporcionales  al  seno  y  coseno  de  un  angulo 
cualquiera,  se  puede  hacer  uso  de  las  förmulas  relativas  al  seno  ö  co- 
seno de  una  suma  ö  diferencia  y  obtener  asi  una  forma  acomodada 
al  cÄlcTÜo  logaritmico. 

Se  dan ,  p.  ej. ,  las  tres  förmulas : 

cosa  =  cost  ooBC  +  8en&  senc  cos  A 
sena  sen  B  =  senb  sen^i 
sena  cosB  =.  cosb  senc  —  sen&  cosc  cos^l. 
Se  pondra: 

8en&  cos  A  =  m  senitf 

C08&  =:mC08Jf, 
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j  se  tendra: 

cosa  =  m  cos  {c—M) 
sen  a  sen  B  =.m  sen  h  sen  A 
sen  a  cos  5  =  m  sen  (c—M). 

Conocieudose  el  cuadrante  en  que  cae  jB,   so  puede  escribir 
tambien  las  fönniilas  del  modo  siguieute,  poniendo  en  lugar  de  m 

,      sen&cosa      «        ,     , 
SU  valor  — ;  — ,.  — .     Se  calcula  primero : 

taug  M  —  tangZ/  cos  A , 

y  se  halla  en  seguida: 

tiing^  senJIf 


tangf  = 


sen  (c  -  M) 


taug  a  =  — ~  -j} — ' 
°  cos  B 

Es  de  advertir,  que  median te  los  logaritmos  de  Gauss,  que 
dan  el  logaritmo  de  la  suma  6  diferencia  de  dos  nümeros,  cono- 
cidos  solo  por  sus  logaritmos,  se  calculan  mas  lacilmen^e  las  tres 
ecuaciones,  dejando  cstas  en  su  forma  original,  sin  iiitroducir  en 
ellas  angulos  auxiliares.  Tales  tablas  con  7  decimalcs  lian  sido  cal- 
cnladas  por  Zech,  y  en  las  tablas  logaritmicas  de  Köhler  se  encuen- 
tran  tambien  tablas  de  esta  clase  con  5  decimales"^. 

7«  En  jeneral,  se  detenninan  siempre  los  angulos  que  se  biis- 
can  por  las  tanjentes ;  pues ,  como  estas  varian  lo  mas  rapidamente, 
el  valor  del  ängulo  puede  hallarse  mediante  ellas  con  mayor  exac- 
titud.  Designändose  por  Jx  na  incremento  mui  pequefto  de  un 
ängulo,  se  tiene: 

■  Se  acostumbra  ä  espresar  las  variaciones  de  los  angulos  en 
segundos;  pero  como  la  tanjente  tiene  el  radio  por  unidad,  es  me- 
nestcr  espresar  el  incremento  Jx  tambien  en  partes  del  radio,  esto 
es,  dividirlo  por  206264.8**.     Ademas  se  suponen  aqui  logaritmos 


*  Mas  cömodas  pani  el  calculo  son  las  tablcs  de  los  logaritmos 
de  Oauss,  con  7  y  5  dedmalcH,  recientemente  publicadas  por  Witt- 
btein.     Nota  tlel  traductor. 

**  El  uiimoro  206204.8,  cuyo  logaritmo  es  5.3144251,  se  usa  siempre 
cuando  cantidadcs,  esprcsadas  en  partes  del  radio,  han  de  convertirse 
en  segimdos  de  arco  y  vice -versa.  El  numero  de  segundos  contenidos 
eu    la   circunferencia    es   1206000,   y  la  circunferencia  en   partes    del 
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naturales  ö  hiperbölicos ;  ai  m  quiere  introducir  los  logai'itmos  de 
Brigg,  se  tiene  que  multiplicar  todavia  por  el  mödulo  0.4342945= Jlf. 
Pidi6ndose,  por  fin,  ^(logtangic)  espresada  en  unidades  de  la  ultima 
decimal  de  los  logaritmos  usados ,  se  ha  de  multiplicar  la  espresion 
por  10000000  suponiendo  logaritmos  con  7  decimales.  De  esta  manera 
se  obtiene: 

^  aogtang  a?)  = -^^  •  .i^^^ärs  10000000  = -^^ .  ^ia:" , 
^    ®       ^    ^     S6n2a;    200204.8  Ben  2  05 

ö: 

Ahora  se  ve  por  esta  ecuacion,  con  quo  grado  de  exactitud 
86  puede  hallar  el  valor  de  un  angulo  mediante  la  tanjente.  En 
efecto,  suponiendo  que  se  usen  logaritmos  con  5  decimales,  sera 
zf(logtanga>)  =  2ü0,  puesto  qtie  el  cälculo  puede  resultar  inseguro, 
ä  lo  sumo,  en  dos  unidades  de  la  ultima  decimal;  y  de  ahi  resulta 
para  el  error  de  que  saleafectado  el  angulo: 

200" 
^x"  =  -T^rr  sen  2  a;  =  5"  8en2ic. 
42.1 

Asi,  con  5  decimales,'  el  error  no  serä  major  que  5" sen 2a;,  6 
como  el  mäximo  de  sen2Ä;  es  uno,  el  error  raäximo  puede  ascender 
a  5";  sin  embargo,  tal  error  se  cometerä  solo  cuando  el  angulo  se 
acerca  ä  45*^.  Empleando  logaritmos  con  7  decimales  el  error  debe 
ser  100-  veces  menor ;  luego  la  inseguridad  del  valor  de  un  angulo 
determinado  por  la  tanjente,  .puede  ascender  a  0".05  en  su  maximo. 

Si ,  al  contrario ,  un  angulo  se  diese  por  el  seno  ö  coseno ,  se 
obtendria  en  la  formula  relativa  ä  z/ (log  sen  a;)  ö  ^  (log  cos  a;),  en 
lugar  del  factor  sen  2  a;,  ahora  tanga;  ö  cotga?,  cuyos  valores  pueden 
yariar  de  0  a  oo.     Se  v6  asi,  que  errores  pequeöos  en  los  logaritmos 


radio  es  igual  ä  2«  =  6.2831853.  La  razon  entre  eetos  nümeros  es 
200264.8 : 1.  Tratändose,  pues,  de  convertir  cn  arco  las  cantidades  espre- 
Badas  en  partes  del  radio,  sc  han  de  multiplicar  csias  par  dicbo  iiü- 
niero;  al  contrario,  cuando  se  trata  de  espresar  cn  partes  del  radio  las 
cantidades  dadas  en  segnndos  de  ai-co ,  se  han  de  dividir  estas  por  el 
luismo  nümero.  El  nümero  miamo  significa  el  nümero  de  segundos 
correspondientes  al  radio,  mieutras  que  el  valor  reclprooo  del  referido 
nümero  es  el  seno  ö  la  tangente  de  un  segundo. 
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del  seno  ö  coseno  pueden  orijinar  errores  mui  grandes  en  los  &ngn- 
los  determinados  por  ellos ,  j  que ,  por  esta  razon ,  es  siempre  pre- 
ferible  calcular  los  angiilos  mediante  las  tanjentes. 

8*  Poniendo  en  las  formulas  relativas  a  los  triängulos  esf6ricos 
oblicuangulos  uno  de  los  ängulos  igual  4  00^,  se  obtienen  las  for- 
mulas correspondientes  k  tri&ngulos  esf6ricos  rectangulos.  En  lo 
que  sigue  designar^mos  ä  lä  hipotenusa  por  h,  a  los  catetos  por 
cjc\  j  a  los  angulos  opuestos  k  estos  Ultimos  por  C  y  C\  De  la 
primera  de  las  formulas  (2)  se  sigue,  poniendose  ^=90®: 

C0SÄ=:C0BCC08C', 

ademas ,  de  la  primera  de  las  formulas  (3) : 

sen  h  Ben  C  =  sen  c 
y  de  la  primera  de  las  formulas  (4) :  ,     . 

sen  Ä  cofl  C  —  coa  c  sen  c 
6,  dividiendo  esta  förmula  por  la  correspondiente  a  cosA: 

tangÄ  cos  C  =  tangc . 

Dividiendo  la  mismo  förmula  por  senÄ  8enC=  senc,  sera: 

cotg  C  =  cotgc  Ben  c' 
ö: 

tang  c  =  tang  C  sen  c . 

Combinando  esta  förmula  con  la  siguiente : 

tang  c' =  tang  C  sen  c 
se  sigue: 

cosÄ  =  cotg  G .  cotg  C 

Por  fin ,  combinando  las  dos  ecuaciones : 

8enÄ8enC=8enc     y    sen ä cos C= cos c senc 
se  obtiene: 

cos  (7= sen  (7  cos  c. 

De  este  modo  resultan  las  siguientes  seis  formulas  relativas  k 
los  triängulos  rectangulos ,  que  comprenden  todas  las  combinaciones 
posibles  de  los  cinco  elementos: 

C08Ä=C08CC0SC' 

8enc  =  8enÄsenC7 
tang  c  =  tang  Ä  cos  (7 
tangc  =  tang G  senc  ^    ' 

cos  Ä  =  cotg  C  cotg  C 

co8C7=co8C8enC 
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y  mediante  ellas  paeden  deducirse  de  dos  elementos  de  un  triangulo 
rectangulo  los  demas. 

'  Comparando  estas  förmulas  4  las  dadas  en  el  no.  6,  se  reco- 
noce  facilmente  qne  la  introduccion  de  las  cantidades  auxiliares  m 
j  Mse  funda  en  la  descomposicion  de  iin  triangulo  cualquiera  en  dos 
triangulos  rectangulos.  En  efecto,  bajando,  p.  ej.,  del  v^rtice  C  de 
nn  triangulo  cualquiera  un  circulo  m&ximo  perpendicular  al  lado  c, 
se  v6  que  en  las  formulas  del  no.  6,  m  representa  el  coseno  del  arco 
perpendicidar,  j  Mla,  parte  del  lado  c  comprendida  entre  el  punto  Ä 
j  la  perpendicular. 

9»  En  la  Astronomia  se  tiene  que  valerse  constantemente  de 
ciertos  datos  sacados  de  las  observaciones.  Pero ;  como  en  ninguno 
deestos  datos  se  puede  suponer  unaexactitud  absoluta,  debe  admitirse 
que  en  cada  uno  de  ellos  puede  haber  un  pequefio  error.  Asl  se 
hace  necesario  investigar  en  todos  los  problemas,  el  influjo  de  una 
pequena  variacion  de  las  cantidades  observadas  sobre  el  resultado 
que  se  busca.  Con  el  objeto  de  resolver  tal  problema  siempre  de 
un  modo  facil  se  debe  diferenciar  las  formulas  de  la  Trigonometria 
esförica ,  suponiendo  variables  a  todas  las  cantidades ,  para  abrazar 
asi  todos  los  casos. 

Diferenciando  la  primera  de  las  ecuaciones  (2) ,  se  obtiene : 

—  sena  da  =  db  (—senft  cosc  +  coab  senc  cos -4) 
-f  (?  c  (— cos  5  sen  c  +  sen  6  008  c  cos  J.) 
-<  8en&  senc  sen A  .  dA 

El  factor  de  dh  es  igual  a  — sena  cos  (7,  el  de  e^c  igual  k 
—  senacosJ?;  escribi6ndose  todavia  — sen  a  sen  c  sen  B  en  lugar  del 
factor  de  dÄ^  se  obtiene  la  förmula  diferencial : 

da  =  cos  C  db-hcosB  dc-h  senc  sen  B  dA. 

Escribi^ndose  la  primera  de  las  ecuaciones  (}*)  logaritmica- 
mente,  se  sigue: 

log  sen  a  +  log  sen  B  =  log  sen  h  +  log  sen  A 
j  diferenci4ndola: 

cotga  da  +  cotgB  dB  =  cotgb  db  -|-  cotgA  dA 

En  lugar  de  la  primera  de  las  formulas  (4)  difer6nciese  la 
primera  de  las  formulas  (5) ,  deducidas  de  la  combinacion  de  (3)  y  (4), 
y  se  tendra : 


6: 


14 


8611  .JL. 

55  dB  +  dÄ  (cotgB  coqA  —  sen  J.  coac) 

8611 C 

= =:=  d6  +  <lc(cote6co8C  +  co8-4  8enc) 

seno'  ^ 


sen^l  ,  ^     cos  C  ,  .          senc   ,,      cosa  , 
dB 5^^  = i5«*&+  — Tdc\ 


senl^'  senjB  senb'  send 

miiltiplicando  esta  ecuacion  por  senJ9,  se  sigue: 

sena  ,„  ^  -,  a         senC  .,      cosascn^  , 

z:dB  —  GO%CdA  = rdo-\ i: — de, 

seuo  send  seno 

6,  finalmente : 

sen a  d B  =  sen  C  €{&  —  sen^  C08 a  e^c  —  sen &  cos  C  d  A 

De  la  primera  de  las  formulas  (8)  se  obtiene  en  segiiida,  del 
mismo  modo'que  de  (2): 

dA  =  —  C08C  dB  —  cosfe  d  C  +  senft  sen  C  da. 

Asi  resultan  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales  de  la  Trigo- 
nometria  esftrica: 

(?a  =  cos  C  d&  4- cos^  de  +  sen  &  son  C  dJ. 
cotgada  +  cotg7i  dB  =  c/ot^h  dh  -\-  coi^ A  d A 
seiiad^  =:8enCd?;  — 8enJ5  cosadc  — senftcosCdX     ^    ' 

dA  —  —  cosc  dB  —  COB&  d  0+  sen&  sen  C  da. 

10.  Si  los  ängiilos  son  pequefios  es  permitido  poner  el  coseno 
igual  a  uno  j  remplazar  el  seno  6  la  tanjente  por  el  arco ;  de  con- 
sigiiiente,  se  pondra  206265 a  eu  higar  de  sena  6  de  tanga,  cuando 
se  pide  tener  el  arco  espresado  en  seguudos.  Si  los  angulos  no 
son  suticientemente  pequenos  para  poder  despreciar  el  2^  termino 
de  la  Serie  dcl  seno ,  se  puede  proceder  del  modo  sigiiiente. 

Es: 

a     ~         0  "  '^  Vli)^      "" 


luego : 


cos  a  =  1  -  2"  ^  +  -2^  " 
'J/coBa=  l  — -—  a*  +  .. 


Asi,  conservando  las  teroeras  potencias,  serä- 

sena        / 
=  1/  cosa 

a        ^ 
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6-  V 

"•  a  =  8enoi/seca 

Y  esta  formiüa  es  tan  exacta  que  por  su  ai)licacioii  (\  un  angulo  de 
10  grados  no  se  cometerä  un  error  de  un  segundo.    En  efecto ,  es : 

log  Ben  W  ^  sec  10»  =  9.2418864 , 

agregando   el  logaritmo  5.3144251,   y  tomando  el  nümero  corres- 
pondiente  se  obtiene  36000".74  ö.: 

10»0'0".74 

11.  En  la  Astronomia  esferica  se  hace  mui  a  menudo  uso  de 
los  desarrollos  en  series  infinitas,  de  los  cuales  ensefiaremos  aqui  los 
mas  importantes. 

Suponiendo  una  espresion  de  la  forma : 

.  asenx 

se  puede  fäcilmente  desarroUar  y  en  una  serie  cuyos  ti'rminos  con- 

tienen  el  seno  de  los  mül tiplos  del  angulo  x.     Svtiingj?=  — ,  serä 

,        ndm  —  mdn    ,  .      ,  . ,  .  , , 

dz= tir~2 — 5  luego,  si  a  e  ^  se  consideran  como  variables  en 

la  formula  de  tang^,  se  obtendra: 

dy  _  senaj 


da     1 —  2aco8a;-f-a*' 

Desarrollando  esta  espresion,  por  el  metodo  de  los  coeficien- 
tes  indeterm inados,  en  una  serie  ordenada  por  las  pot,encias  de  a,  sera : 

^  =  sen»T  +  a  scn2a;  +  a*  »en  3,^-1- * 

da 

Integrando  esta  ecuacion,  y  teniendo  proscnt.^    que  ä    x=0 
corresponde  y  =:0 ,  se  obtiene  para  y  la  serie  siguiente : 

y  =  0  8ena;  +  4tt*Ben2.'r4-4a'sen3.'C  + (12) 

Muchas  veces  se  dan  dos  ecuaciones  de  la  forma: 

^8en5=a8ena; 
^cobJS  =  1— acosaj, 

*  Se  y6  fäcilmente  que  el  ptimer  t^miino  debe  ser  aen  .r,  j  que  el 
coeficiente  de  a*»  se  determina  por  la  ecuacion: 

Ah  =^2 An- l  COSX  —  Afi-^t 
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y  se  pide  espresar  B  j  logA  en  series,  cuyos  t6rmmos  contengan 
los  senos  y  cosenos  de  los  mültiplos  de  o;.    Como  en  este  caso  es : 

i&ngB  = 


1  — acosrc' 

-  se  halla  para  J?,  mediante  la  förmula  (12),  nna  serie  cuyos  t^rminos 
contienen  el  seno  de  los  mültiplos  de  x.Ä  ün  de  desarrollar  tambien 
log^  en  una  serie  parecida  k  esta,  se  tiene: 

A=^yi  —2a  ccaa;  +  a*. 

Haciendo  uso  del  m^todo  de  los  coeficientes  indeterminados  se 
halla  la  serie  siguiente : 

. — ; ;  =  «co8a;H-o*co82a:  +  a'coB3rc  + * 

1  — 2aco8ic  +  a* 

Multiplicando  esta  espresion  por ,  el  primer  t6rmino  es 

igual  a: 

^  d  log  (1—2  ocosa;  +  g*) 

Integrando  y^teniendo  presente  que  para  a=o  sigue  log-4.=0, 
resulta: 

log  yi—2  a  cos  a:-H»*= log  A=—[a  cos  a;+i  a»  cos  2  a:+  i  a*  cos  3  ar+. . . .]  (1 3) 

Partiendo  de  las  ecuaciones: 

A  sen^  =  a8enj? 
ui  cos  jB  =  1 4-a  coBo; 

y  remplazando  en  (12)  y  (13)  x  por  180^ — ic,  se  obtiene  del  mismo 

modo: 

B  =  a  sena;  —  Ja*  sen2a:  -f  J  a'  8en3a:  — (14) 

logjf^l -f2a cosa?  +  a*  =  log J.  =  a coß.r -Ja' co82a?  + 1 a' C083a*  — .. . .  (15) 

Dandose  una  espresion  de  la  forma: 

tangj^rrntango:, 

es  f&cil  reducirla  a  la  forma  tang  y  =  z .     Con  efecto ,  se 

°^       1— acosa;  ^ 

sabe  que: 


*  Tambien  aquf  se  reconoce  luego,  que  el  coeficiente  de  a  es  cos:? 
y  que  el  coeficiente  de  a*«  se  determina  por  la  ecuacion: 

^i|- 2^»  — 1  C08.r  —  ^if-2. 
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tani?  (y-x)  _  tangy-tangg  _  (n-1)  tang^  _  (n-1)  aena;  cosa; 
6^       ;      1+tangy  tanga;      1-fntangx^      C08a;*  +  n8ena;* 

(n— l)Bena;co8a:  (n— l)8en2a; 


,  .  ,       a     .  »*      ^        o        (n+1)  — (n— l)co82a? 
4-|-icos2a:+ y  — ~co8  2a;     ^        /     ^        / 

— --r8en2a: 
n+1 


1 n  cos  2a; 

n-t-1 


Partiendo,  pues,  de  la  ecuacion  tangj/=ntanga;,  se  obtiene: 
y  =  a:-f  ^^8en2a;  +  i(^^)  8en4a:  +  i(^^^  8en6a;+....    (16) 

Poniendo  en  esta  espresion: 

w  =  co8a, 
sera: 

La  ecuacion : 

tangy  =  cosa  tang  x 
da  luego : 

y=ar— tangia*8en2a;+jtangja*8en4a;— Jtang4a«8en6a;4-....    (17) 

Si: 

n  =  8eca, 
sera: 

de  consigoiente ,  ciiando  se  da  la  ecuacion : 

tangy  =  secatanga;    ö    tanga;  =  c08ataiigy", 
se  obtiene: 

y=ar+tangia*8en2a;+itangJa*8en4a;+Jtangia'Ben6a;-f....   (18) 

Como: 

cos  a  —  cos  ß 


cosa  +  C08P 

sena  — sen/S 
sen  a  +  sen  ß 


=  tangi  (ß-a)  tangj  (ß+a) 


=  tangJ(a-/J)cotgi(a+/?), 


la  ecuacion: 


.  cosa , 


conducir4  a  la  serie : 


y  rraj  — tangj  {a—ß)  tangi  {a+ß)  8en2a; 
+  4  tangi  (a— I?)*  tang^  (.«  + 1^)*  sen4a;  — 
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j  siendo : 

se  segnira: 

y  —  X'\-  tang J  (a— /3)  cotg J  (ci-\-ß)  Ben2a; 
+  i  tang  J  («-/?)«  cotgi  {cc+ßY  8en4a:  + 

Mediante  las  ültiinas  dos  förmulas  pueden  desärrollarse  en  series 
tambien  las  analojias  de  Napier.  pues  se  obtiene  de  la  ecuacion: 

,      Ben — r— 
,        a—o  2     ,         c 

Ben-^ 

a—h      c  B  A  B^         A^ 

-y-=r  — -tang  —  cotg  —  senc  +  i  tang  -y  ^^  "2"  ^^^^c^-  •  •  • 

6 

—  =^^  H- tang  — cotg  — 8en(a-&)+i  tang— cotg— 8en2(a-&)+.... 

y  del  mismo  modo  se  siguen  de  la  ecuacion : 

A-^B 

,  -       cos — - 

,        a+0  2     .         c 

^e  —  =       A+B^"«^ 
las  series  siguientes: 

— ^  =  "2"  ■*"  *^°S  T     ^^  -y  sen  c  +  i  tang  —  tang  —  sen  2  c  + . .  ■ . 

c      a+5     .        A.        B        /    .  XN  ,  ,  *       A^.       JB*       _.    ,  , . 
-y=-^ tang  — tang— Ben(a+&)+itang— tang— 8en2(a+&)-.... 

S6ries  del  todo  analogas  ä  las  anteriores  se  dediicen  de  las  dos 

otras  analojias : 

a—b 

A-B     ^^^ir^        180-C 

^°g-ni-  =  -^T6^'"»— 2- 
sen-— 

a—b 
.        A+B     ""^T"^       180-C 

cos  — 

A  menudo  sucede  tambien  que  una  cantidad  y ,  dada  por  una 
ecuacion  de  la  forma: 

co8y  =  cosa+6, 

debe  desarroUarse  en  una  serie,  cuyos  t6rminos  contengan  las  poten- 
cias  ascendentes  de  b,     Con  este  fin  se  desarrolla  la  ecuacion : 
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y  —  arccoB  [eosrc+fe] , 
segim  el  teorema  de  Taylor;  poni^ndose  al  efecto: 


se  teiidr& 


6  como: 


'  dz     a .  cosa;        senrc 


€Pf_     '     aenx      dx     _     coaa? 

d-f*~        rfx       'd.cosrc"     aena;'' 
,        cos  o; 
^Pf^     '      Benagt       dx     _     (l  +  Scotga:*) 
dz^  dx       '  d .  coBic  ~  Ben  x^       ' 

Del  mismo  modo  resiilta  de  la  ecuacion : 

8eny  =  sena;+& 

Nota.    Sobre  los  deaarrollos  an  series  Y^ase  una  memoria  de  Encke 
publicada  en  las  AstronomiBche  Nachrichten  No,  562. 


B.  —  EL  CÄLCULO  DE  INTERPOLACTON. 

12*  En  la  Astronomia  se  hace  nso  ipini  4  menudo  de  las  tablas, 

en  qne  se  dan  los  valores  nmn^ricos  de  ciertas  funciones  que  eorre- 

spenden  k  ciertos  valores  nxun6ricos  de  las  variables.    Pero  como  en 

la  a{^cacion  se  necesitan  tambien  los  valores  de  la  funcion  corres- 

pondientes  a  valores  de  las  variables  que  no  se  dan  en  las  tables, 

se  debe  bascar  nn  metodo  para  deducir  de  los  valores  num6ricos  da- 

dos  de  una  funcion  los  valores  num6ricos  correspondientes  4  cual- 

quier  valor  de  la  variable ,  6  como  suele  decirse ,  del  argumento  de 

la  funcion.     Los  m^todos  que  permiten  obtener  este  resultado  con- 

stituyen  el  calculo  de  interpolacion.     El  objeto  del  cÄlculo  de  imter- 

polacion  consiste  en  remplazar  una  funcion,  cuya  espresion  analltica 

es  del  todo  desconocida,  6  al  menos  no  adaptada  al  calculo  num6- 

rico,  por  otra  mas  sencilla,  deducida  de  los  valores  num6ricos 

2* 
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dados  j  la  cual  pueda  reemplazar  la  verdadera  funcion  dentro  de  los 
limites  de  la  aplicacion. 

Segun  el  teorema  de  Taylor  puede  desarrollarse  toda  funcion  en 
una  Serie  ordenada  por  las  potencias  ascendentes  de  la  variable,  j 
este  teorema  es  inaplicable  solo  en  el  caso ,  en  qne  para  un  valor 
determinado  de  la  variable  una  de  las  derivadas  viene  a  ser  infinita- 
mente  grande ,  es  decir ,  cuando  la  funcion  deja  de  ser  continua  para 
valores  pröximos  k  dicho  valor.  Estando  basado  el  calculo  de  intey- 
polacion  en  el  desarroUo  de  las  funciones  en  series,  cuyos  t^rminos 
contengan  las  potencias  enteras  de  la  variable ,  se  supone ,  de  consi- 
guiente,  que  la  funcion  sea  continua  dentro  de  los  limites  en  cue- 
stion,  j  todo  esto' calculo  es  aplicable  solo  si  esta  condicion  queda 
satisfecha. 

Llamando  w  al  int6rvalo  ö  ä  la  diferencia  de  dos  argumentos 
consecutivos  (la  cual  se  supone  aqui  constante),  cualquier  argumento 
puede  designarse  por  a+nw,  j  la  funcion  correspondiente  4  este 
argumento  por  f{a  +  nw)^  siendo  n  la  variable.  La  diferencia  de 
dos  valores  consecutivos  de  la  funcion:  f{a-\-nw)  y  f{a+{n+l)w) 
designar^mos  por  r(a+n+^),  poniendose  al  lado  del  signo  de  la 
funcion  el  promedio  de  los  dos  argumentos ,  para  indicar  asi  &  qu6 
valores  de  la  funcion  corresponde  dicha  diferencia,  y  suprimiendo  al 
mismo  tiempo  el  factor  «?*.  De  este  modo  /"(ö+i)  espresa  la  dife- 
rencia de  f{a)  y  f{a-\-iv)]  /^(a+^)  la  diferencia  de  f(a+io)  •y 
f{a-\-2w),  La  misma  notacion  sirve  tambien  para  las  diferencias, 
cuyo  Orden  se  indica  por  el  acento;  asl,  p.  ej.,  f"(a+l)  es  la  dife- 
rencia de  las  dos  primeras  diferencias  /*'(a+^)  y  /^(^i+D- 
De  este  modo  se  tiene  el  siguiente  cuadro  de  los  argumentos, 
de  los  valores  de  la  funcion  y  de  las  diferencias  de  estas  ültimas : 

argumento    ftmolon         Dif.  I         Dlf.  II         Dil  III        Dif.  IV  Di£  V 

a-2w  f(a--2w)  ^)"~f   f  {a-2) 

a-w     f{a^w)     Cr~*?  r(a-l)  C/^~^^^  /^^(a-l) 

0  +  2«;  Aa+2«;)  ^7"*'*{  r(a+2)  f    («+«) 


*  Este  modo  mui  cömodo  de  designar  las  diferencias  ha  sido  intro- 
dueido  por  Encke  en  su  memoria  sobre  la  cuadradura  mecänica,  publi- 
cada  en  el  Jahrbuch  para  1837. 
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Todas  las  diferencias ,  en  que  el  mismo  argumento  esta  afec- 
tado  del  signo  de  funcion,  est4n  colocadas  sobre  la  misma  llnea  hori- 
zontal. En  las  diferencias  de  örden  impar  se  encuentran  las  canti- 
dades  de  la  forma  a-|-  uiisi  fraccion  cujo  denominador  es  2. 

3«  Como  toda  funcion  puede  desarrollarse,  mediante  el  teorema 
de  Taylor,  en  una  serie  cuyos  terminos  contengan  las  potencias  en- 
teras de  la  variable ,  serk  permitido  poner : 

/'(a-f-n«;)  =  a-t-  ß  .  nw  +  y  ,  n^to^-hS  .  n'«;'  + 

Conoci6ndose  la  espresion  analitica  de  la  funcion /"(a +»*«;), 
los  coeficientes  a,  |S,  y,  ö  etc.,  podrian  calcularse,  puesto  que  seria 

a=^f{a),  ß=    l       etc.     Pero  aqui  se  supone  que  esta  espresion 

Cm  et 

analitica  no  sea  conocida ,  ö  al  m6nos ,  que  no  se  haga  uso  de  ella 
aun  conoci^ndola,  y  que  tan  solo  se  conozcan  los  valores  nuni6ricos  de 
la  funcion  f{a+nw)  que  corresponden  a  valores  determinados  del 
argumento  a  +  nw.  Poniendo  sucesivamente  en  la  ecuacion  de 
arriba  los  diferentes  valores  de  la  variable  n,  se  obtendr4n  tantas 
ecuaciones  cuantas  valores  de  la  funcion  se  dan ,  y ,  de  consiguiente, 
podran  deducirse  de  ellas  otros  tantos  coeficientes:  a^  ß^  y,  ö  etc. 
Luego  se  v6,  que  a=f{a)j  y  que  ßWy  yw^^  etc.  deben  ser  funciones 
lineares  de  diferencias,  las  que,  por  su  parte,  podr4n  reducirse  k 
una  Serie  determinada  de  diferencias,  y  que  de  consiguiente  se 
podra  dar,  en  general,  a  /*(a+n«;)  la  forma  siguiente: 

en  donde  Ä,  B,  C  etc.  son  funciones  de  «,  que  pueden  determi- 
narse  por  la  introduccion  de  valores  determinados  y  enteros  de  n. 
Pero  si  «  es  un  nümero  entero,  toda  funcion  fia+nw)  se  deducir& 
de  f(a)  y  de  las  diferencias  puestas  arriba  por  ima  simple  y  sucesiva 
adicion,  con  tal  que  sea  permitido  suponer  constante  una  de  las 
deferencias  de  un  örden  superior,  ö  que  se  pueda  considerar  los  valo- 
res de  la  funcion  como  una  serie  aritm6tica  de  un  örden  superior. 
Si  la  primera  deferencia  es  constante,  {{a+nw)  sera  simplemente 
igual  k  f(a)  +'n .  /^(a+J[-);  si  la  segunda  diferencia  es  constante,  se 
idene  que  agregar  al  valor  que  precede:  /^'(a— 1)  midtiplicada  por 

la  suma  de  los  nümeros  de  1  a  w—  1  ö  por  •  ^   ,^    ;  y  si  la  tercera 

diferencia  viene  a  ser  constante,  se  ba  de  a^egar  todavia:  ^"(0+ J), 
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mxQtiplicada  por  la  suma  de  los  nümeros   1,  1+2,  1+2+S  etc. 
hasta  l4-2  +  ....  +  n— 2,  ö  por     ^  ^    ^^^ — \    de  manera  que 

,         .  ,       .  T,     n(n  — 1)     ^     n(n— l)(n— 2)    , 

jeneralmente  ser&   J.  =  n,  jg=    ^    .^    ,  ^^"123 — etc.  ,y 

de  ahi: 

en  donde  la  ley  de  la  progresion  es  manifiesta*. 

Esta  fonntda  se  conoce  bajo  elnombre  de  förmula  de  inter- 
polacion  de  Newton.  El  coeficiente  de  la  diferencia  del  örden  n 
es  el  coeficiente  de  a?"  en  el  desarrpUa  de  (l+a?)*. 

I^emplo :  En  el  Berliner  Jahrbuch  para  1850  se  dan  para  el 
medio  dia  medio  las  siguientes  lonjitudes  helioc6ntrices  de  Mercurio: 

Dif.  L  Dif.  n.  Dif.  IH.       Dlf.  IV. 

Enero:  0  303o  25'    1".  5 

2  310     6   51  .ö"*"^  "^^  ^  •^4-18'48".0     .,..„. 
4  317     7   29.5      ''^    "  ^  •  "     21    32  .  4  "**  *^  "*"*  ' '^  +  10".  1 
6  324   29   39  .  9      "^  ^^  ^^  .  4     24   26  .  9     ^  ^  •  p       4.7 
8  332   16   17  .  2      If^^l'^     27   26  .  1     ^  ^^  '  '^ 
10  340   30   20  .  6     ^  ^^    ^  '  "* 

Tratandose  de  buscar,  mediante  estos  datos,  la  loi^jitud  de  Mer- 
curio para  el  medio  dia  medio  de  Enero  1 ,  se  tiene : 

/^(a)  =  303«25'l".5    y   n  =  i, 
f   (a+i)  =  +  6»41'50".0,   n  =  4;  producto:        -f3«20'55".0 

/^'  (a+l)  =  +      18  48  .0,   ^^.^"I^^  =  -i  -2  21.0 

r(«+i)  =  +       2  44.4,   tL(!^]5Y=^  =  +  V.  +10.3 

^V(«-f2)  =  +  ,0.1,   *^^**-;^(»-^y-^)  =  -^  -0.4 

*  Se  T^  esto  luego  por  el  modo  cömo  las  funciones  se  forman  me- 
diante las   diferencias.      Designando  &  estas  ültimas  breremente   con 

f',f",  f",  se  obtiene  el  cuadro  siguiente: 

fig\  DU.  I  Dir.  n    Dit  in 

fiß)+f  C'  ^,         r         -„ 

/•(a)+4r+6r+4r  Ci^Ct  «C"'^'+''*^"  v-- 
Aa)+5r+ior+ior  C;^:Cl,„u r+4r'  ^, 

/•(a)  +  7/'H-2ir  +  35r'  '  '''    '    "'' ^^' 


•»*# 
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« 

Lnego  se  tiene  que  agregar  a,  f{a): 

+  30 18'  43".  9 
j  resulta  la  lonjitud  de  Mercurio  para  Enero.  1.0: 

306»  43' 45".  4. 

La  förmula  de  Newton  puede  escribirse  del  modo  sigiiiente,  que 
presenta  la  ventaja  de  que  en  las  multiplicaciones  entran  siempre 
fracciones  peque&as : 

/•(a+nfr)  =  A«)  +  w[r(a+i)-f^[r(a4-l)  +  *^X 

n-3  (1^) 

X[r"(a+J)+:!i^[/iy(a+2)]. 

Si  dennevo,  es  n=^,  sera  — ^  =  — |.j  luego  — r— /'^(ä+2) 
=  6".  3;  agregando  este  valor  ä  /^"(a  +  f),  J  multiplicando  la 
suma  por  -ö~= — i»  regulta:  — l'lO".  0.    Sumando  este  resultado 

con  /"'(a+1)»  y  multiplicando  la  suma  p»r  — x- =— -J-,    se  sigue: 

— 4' 22".  2,  y  agregando  finalmente  este  resultado  a  /^  (a+4-),  J  multi- 
plicando la  suma  por  «  =  ^,  se  tiene  que  agregar  3^  18' 43".  9  a 
/■(a),  resnltando  asi  el  mismo  valor  que  antes:  306®  43' 45".  4. 

14«  Se  obtendran  förmulas  mas  cömodas  para  la  interpolacion^ 
trasformando  la  förmula  de  interpolacion  de  Newton  de  tal  modo, 
que  en  eUa  entren  solo  las  diferencias  colocadas  sobre  una  linea 
horizontal  de  manera  que,  partiendo  del  valor  f(a),  se  hau  de  apli- 
car  las  diferencias  /"(^t+i),  T'C«)  7 /*"' (ö^+i  etc.  Los  primeros 
dos  t6rminos  de  la  förmula  de  Newton  se  conservarän  en  tal  caso. 

Como  es: 

r(a  +  l)=r(a)  +  r(a+i) 

r(a+i)=r(a4-i)+/TV(a+i)  =  r(a+4))-f/-lv(a)  +  /^(a+i) 

/lV(a4-2)  =  /^(a-fl)  +  /'V(a  +  J)  =  /lV(o)  +  2/T(a+4)  +  fvi(a4.l) 

fv  (a+f)  =  /-V(a+})  +  /*vi(a+2):-/'V(a+J)  +  /^I(a-fl)  +  /^(a+2) 

etc. 

El  coeficiente  de  f"  (o).sera: 

n  (n— 1) 
1.2    ' 

el  coeficiente  de  /""  (a+^) : 
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n(n-l)     n(n~l)(n-2)_(n-fl)n(w-l) 
1.2     "^         1.2.3        "■         1.2.3 

el  coeficiente  de  f^^  (a) :        * 

n(n-l)(n-2)      n(n-l)(n-?)(n-a)  _  (n+l)n(n-l)(n~2) 
1.2.3        "^  1.2.3.4  ~  1.2.3.4 

Finalmente  el  coeficiente  de  f^(a+^): 

n(n-l)(n-2)         n  (n-1)  (n-2)  (n-3)      n(n~l)(n-2)(n-3)(n-4) 
1.2.3        ■*■  1.2.3.4  1.2.3.4.5 

_(n4-2)(OT-H)n(n-l)(n-2) 
~  1.2.3.4.5  * 

en  donde  se  manifiesta  la  ley  del  modo  cömo  se  forman  los  coeficien- 
tes.    La  förmula  completa  es ,  de  consiguiente : 

(n+l)n(»-l)(n-2)  _    . 
^  1.2.3.4  '      ^  -" 

(w+2)(n+l)n((n-l)(n-2)  ^  ,.  ,  ,^  ,  ,,x 

+ 1.2.3.4.5 /^(«+1)  +  .--.  (2) 

Introduci^ndose  enlugar  de  las  diferencias,  en  las  cuales  el  signo 
de  funcion  se  refiere  4  a+i-}  l&s  que  contienen  a— -^,  setendrä: 

r  (a+i)=r  (a-i)+r  («) 

/^(a+i)  =  /"V(a-i)  +  /"vi(a). 
Los  coeficientes   de  las  diferencias  de  Orden  impar  quedaran 
entonces  los  mismos ,  mientras  que  el  coeficiente  de  f"  (a)  es : 

ti(n— l)_n(n-H) 


**"^     1.2     -        2 


(nH-l)n(w~l)     (H+l)n(n~l)(n~2)_(n-l)n(n4-l)(n+2) 
1.2.3        "^  1.2.3.4  ""  1.2.3.4 

Se  obtiene  asi: 

/(a+ntr)  =  Aa)  +  nr  (a-i)  +  ^t^^V' (a) 

(n-l)n(nH- 1)  ^., .        .     (n-l)n(n4-l)(n+2) 
"^ 17273—   '^    ("*■"*)+  1.2.3.4 ^^^^ 

(n-2)(n-l)n(nH-l)(n-f2) 
"^— 1.2.3.4.5 /^(«-1)+- 

Suponiendo  ahora,  que  ha  de  interpolarse  un  valor,  cujo 
argumento  cae  entre  aja—w^  en  tal  caso  ser^  n  negativa.  Mas,  si 
se  quiere,  que  n  sea  siempre  un  nümero  positivo,  es  menester  reem- 
plazar  n  por  —  n  en  la  ultima  förmula,  que  se  trasforma  asi  en: 
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f(a-nv,)  =  f(a)  -  nf  (a-J)  +  tL^^  f'  («) 

_(n-l)n(n+l)^„^^_^^^(n+l)n(n-lKn-2)^(^^      (3) 

(»+2)(n+l)«(«-l)(«-2) 


1.2.3.4.5 


/T(a-i)+.... 


De  esta  förmnla  se  harä  uso ,  por  consiguiente,  cuando  la  inter- 
polacion  ha  de  efectuarse  en  sentido  retrögrado.  Escribiendo  las 
dos  förmulas  (2)  y  (3)  del  mismo  modo  que  se  ha  hecho  arriba  con 
respecto  a  la  förmula  de  Newton ,  se  obtiene : 

f{a+nw)  =  /(a)  +  n  [T  (a+i)  +  ^  [f  (a)  +  ^  X 

X[r"(a+i)+ —^  [/iv(a)  +  ....  (2a) 

/(a-n«7)  =  A«)-n[r(a-i)-^[r'(a)-^X 

X[r"(a-l)-^[r^(a)-....  (3a) 

Imajin&ndose  una  linea  horizontal  por  el  cuadro  de  las  fancio- 
nes  y  diferencias  en  la  parte  que  ocupa  el  yalor  que  ha  de  inter- 
polarse,  se  har&  uso  de  la  primera  de  estas  förmulas,  cuando  a'\'nw 
se  aproxime  mas  4  a  que  4  a+i^»  7  de  la  segunda  cuando  a—nw 
se  aproxime  mas  k  a  que  k  a — w,  y  se  han  de  emplear  siempre 
las  diferencias  que  a  4mbos  lados  de  la  linea  horizontal  se  hallan 
mas  proximas  a  esta  ultima.  En  lo  demas,  no  hai  necesidad  de 
atender  al  signo  de  las  diferencias ,  sino  basta  correjir  cada  una  de 
estas  de  modo,  que  se  aproxime  ä  la  diferencia  colocada  al  otro 
lado  de  la  linea  horizontal.  Empleandose,  p.  ej.,  la  primera  för- 
mula, es  decir,  cuando  el  argumento  cae  entre  a  j  a+i^Wj  la  linea 
horizontal  caera  entre  /^' (a)  y  /*"(«+ 1).  En  tal  caso  se  debe 
agregar  a  f"  (a) : 

Si  ahora  f'{a)  es  j  }  que  /"  (ö+Oj  ^1  t^rmino  correjido 

f\a)  quedara  J  ^     .     -j    },  luego  este  ultimo  se  acercarä  siempre  k 

r(a+l).  ''^'"*' 

Ademas  se  consigue  una  exactitud  im  poco  mayor  todavia,  to- 
mando  en  lugar  de  la  ultima  diferencia,  el  promedio  de  las  dos 
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diferencias  mas  proximas  ä  la  linea  horizontal.  Designar^mos  al 
termino  medio  de  dos  diferencias  con  el  signo  de  funcion  que  cor- 
responde  d  la  diferencia,  y  poniendo  dentro  del  parentesis  el  ter- 
mino medio  de  los  dos  argumentos ,  de  manera  que  es : 

f  (a+n-J)4-r(a-hn+i) 


f  (a+n)  — 


2 


En  tal  caso ,  contrario  a  lo  que  precede ,  se  presentarän  fraccio- 

nes  en  las  diferencias  de  örden  par,    y  nümeros  enteros  en  las 

diferencias  de  örden  impar ,  de  modo  que  no  puede  haber  ninguna 

ambigüedad.     Por  ej. ,  limitando  el  c&lculo  a  la  segunda  diferencia, 

tom6se  en  la  interpolacion ,  en  sentido  progresivo ,  el  termino  medio 

de  f'{d)  y  /*"(»+ 1) ,  es  decir,  f  (a+ J[-)-    En  tal  caso  sirve  en  lugar 

del  termino 

^(^-^)  r  (a) 
1.2     '    ^^ 

ahora  el  termino: 
es  decir: 

^^Y^l[r(a)+ir(«+4)]- 

Tomändose  en  cuenta  solamente  f  {d)  se  despreciarä  todo  el 
tercer  termino,  mientras  segun  este  procedimiento,  el  error  se  re- 
duce  4: 

/w(n-l)(n^l)     n{n-l)\  ^„  _  n(n-l)(n-i)  ^., 

Para  w=4^  el  error,  en  cuanto  depende  de  las  terceras  diferen- 
cias, seria ,  de  consiguiente ,  completamente  cero. 

Para  este  caso ,  en  que  n  es  igual  ä  ^ ,  es  decir ,  para  la  inter- 
polacion en  la  mediania  del  int^rvalo ,  es  indiferente  cu41  de  las  dos 
förmulas,  (2)  ö  (3),  se  emplea,  puesto  que  se  puede  partir  ö  del  argu- 
,«  mento  a,  interpolando  en  sentido  prc^esivo,  ö  del  argumento  a+«^, 
interpolando  en  sentido  retrögrado.  La  formula  mas  cömoda  para 
este  caso  se  sigue,  sin  embargo,  de  la  combinacion  de  las  dos.  Para 
n=^  la  formula  (2)  da: 

A«+i«^)  =  /•(«)  + 4  r  (a+i)  +  ^  r  (a)  +  y^  r  (a+4) 
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AI  contrario,  la  förmula  (3)  aplicado  al  argomente  a-i-u>  d.&: 
f(fl+  i)  =  /'(«+«)- i r (a+4)  +  ^ r («+!)- ~x.2.z  f" ("+*)  , 

•^^i*.2:l:;V(a+i)-H-- 

Tomando  el  t^rmino  medio  de  ambas  förmulas,  se  destruyen 
todos  los  t^rminos,  en  que  se  encuentran  diferencias  de  örden 
impar,  y  se  obtiene  entonces  la  signiente  formnla  mui  cömoda  para 
la  interpolacion  correspondiente  a  la  mediania ,  la  cual  contiene  solo 
i^rminos  medios  de  diferencias  de  örden  par : 

Aa+i«7)  =  ^(a+i)-lr(aH-4)+i|y/"^(a+4) 
5 
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/^^(a+4)  +  ....  (4) 


/•(a+4t^)  =  /^(a+i)  -  \  [r  (a+4) -^If^ («+4) 

-^[/^(a+4)-....  (4a) 

en  donde  se  evidente  la  ley  de  la  formacion. 

JEjfemplo:  Buscändose  la  lonjitud  de  Mercurio  para  Enero  4  12*', 
se  ha  de  hacer  nso  de  la  formula  (2  a).  Las  diferencias  que  entran 
en  el  cidcnlo  son  las  siguientes : 

Dlt  I  Dit  n  Dif.  m        mtJY 

+  70  0'  38  .  0  4-2'  44".  3 

Enero  4    317»  T  29".  5 -f  21'  32".  4 4- 10".  1 

7  22  10  .  4 2  54  .5 

6    324  29  39  . 9  24  26  .  9  4.7 

Aqui  es  n=^,  luego,  si  no  se  atiende  k  los  signos: 

n-"l_  3      n+l__  5      n-2_  7 
2    "  8'       3    ~12'       4    ""lö' 
se  sigue: 

T^rmino  medio  de  las  cuartas  diferencias  X  ■f^=             3".  2 

Tercera  diferencia  correjida           2'  51".  3  X  A  =        1'  l^"-  ^ 

Segunda  diferencia  correjida        22'  43".  8  X  |  =        8'  31".  4 

Primera  diferencia  correjida     7»  13'  39".  0  X  J  =  1«  48'  24".  7 

luego  la  lonjitud  para  Enero  4  .  5  es : 

318«  55'  54".  2. 
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Pidi^ndose  la  lonjitud  corresp.  k  Enero  5.5,  se  hace  uso  de  la 
förmula  (3  a),  empleando  las  diferencias  que  est4n  k  ambos  lados  de 
la  linea  horizontal  inferior.    Besulta  asi : 

lonjitud  para  Enero  5.5.:  322»  36'  56".  7. 

Para  dar  una  aplicacion  de  la  förmula  (4  a) ,  busquese  la  lonji- 
tud corresp.  k  Enero  5.0.    Se  obtiene : 

t^rmino  medio  de  las  cuartas  diferencias  X  —  -j^  =  —  1".  4 

tärmino  medio  correjido  de  las  2 »»  diferencias  X  --  ^  =      —  2'  52".  3 
tärmino  medio  de  las  funciones  =320°  48' 34".  7 

luego  la  lonjitud  para  Enero  6.0: 

320°  45'  42".  4. 

Formando  ahora  las  diferencias  de  los  valores  interpolados,  se 
obtiene : 

Dif.  n        Dif.  ni 


Enero  4 . 0  317«  7' 

29" 

.5 

4.5.318  55 

54 

.2 

5.0  32045 

42 

.4 

5 . 5  322  36 

56 

.7 

6 . 0  324  29 

39 

.9 

Dif.  I 

+ 1°  48'  24" 

.7 

1 

49  48 

.2 

1 

51  14 

.3 

1 

52  43 

.2 

+  1'  23".  5 
1  26  .  1 
1  28  .9 


+  2".  6 

+  2  .8 


La  murcha  regulär  de  las  diferencias  indica  la  exactitud  de 
la  interpolacion.  Ademas ,  se  hace  uso  de  esta  comprobacion ,  por 
medio  de  las  diferencias ,  en  todos  los  calculos  que  se  practican  con 
el  fin  de  obtener  una  serie  de  valores  de  una  funcion  correspondien- 
tes  a  ciertos  argumentos  cuyos  int^rvalos  son  iguales.  En  efecto, 
si  se  ha  introducido  un  error  x  en  el  cÄlculo  de  f  (a) ,  el  cuadro  de  las 
diferencias  sera  en  tal  caso  el  siguiente : 

/•(a-2w;)  j;  ^-f         r(a-2) 

f{a^iv)    f  S~f^^  ^'(«-^)  +  ^>"  rf  ^.  /lV(a-l)-4^ 

Aa+«^)     iK^'""  r(a+l)+rc  j;,,^(«+4  +J^  /lv(a)-4^ 

Aa+3ti.)/^(^+*) 

Un  error  cometido  en  el  valor  de  una  funcion  aparecer&,  de 
consiguiente ,  mui  aumentado  en  las  diferencias ,  de  tal  modo  que 
las  irregularidades  mas  fuertes  de  la  marcha  se  presentar&n  sobre 
la  linea  horizontal  que  pasa  por  el  valor  defectuoso  de  la  funcion. 
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15*  A  menudo  sucede  que  se  necesita  conocer  los  valores 
nümericos  de  las  derivadas  de  una  funcion,  cuya  espresion  analitica 
es  desconcida,  y  la  que  se  da  solo  por  una  serie  de  valores  num^ricos^ 
correspondientes  k  int^rvalos  equidistantes  del  argnmento.  En  tal 
caso  es  preciso  servirse  de  las  förmulas  de  interpolacion. 

Desarrollando  la  formula  de  interpolacion  de  'Newton  con 
respecto  a  las  potencias  de  n ,  se  halla : 

/•(ö-+nfr)  =  /-(a)  +  n[r(a+i)-ir(«+l)  +  ir'(a+i)-....] 

+  :^[r(a+l)-r(a+J)  +  ....] 

+i^[r(«+ä)-....] 

Pero,  como  segun  el  teorema  de  Taylor,  debe  ser: 

'^'        da  aa     1.2         aal.  2. 3 

86  obtiene  por  la  comparacion  de  las  dos  series : 

^=-^[r(a+i)-ir(«+i)+ir(a+j)-....] 
^=^[r(fl+i)-r"(.a+i) +....] 

Se  hallaran  formulas  mas  comodas  para  las  derivadas  por  medio 
de  la  formula  (2)  del  n°  14.  Introduciendo  en  estas  formulas  los 
t^rminos  medios  de  las  diferencias  impares ,  y  poniendo  al  efecto : 

r(«4-i)=r  (a)+ir(a) 

etc. 
86  obtiene: 

na+nu,)  =  na)  +  nf{a)+^r  (a)  +  ^**"^/^2,^3~^^  f"  («) 

(n+l)n'(n-l 
+      1.2.3.4      /^^(«)  +  ---- 

caya  förmula  contiene  las  diferencias  pares,  que  se  hallan  con  f{a) 
Bobre  una  linea  horizontal.  DesarroU&ndola  con  respecto  &  las  poten- 
cias de  n  se  signe : 
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/•(a+n«)  =  A«) +  ♦»  [r  (a)  - 1  r  («)  + Ä /^  («)- rh /^  («)  +  •••  •] 


»« 


1.2 


y  de  ahi: 

^^  =  :^[r(«)-ir(«)  +  i^r(a)-rJ«/^  («)  +  •••.]. 
^^^ = S".  tr  («)- A /"■(«)  + Ar /^  («)-•••  •]. 

^^^ =1^5  r' («)- i  r  («)+ tJif  r^  («)-•••  •]. 


(5) 


Si  se  quiere  boscar  las  deriyadas  de  una  fancion  que  no  se 
encuentra  entre  las  fanciones  dadas,  p.  ej.,  de  ^(a+nw),  se  tiene 
que  reemplazar  en  estas  förmulas  a  por  (a-|-n),  de  modo  que  serä: 

^-ß^^  =  -^  [/- («+♦») - i r  («+n)  +  ^fy(a+n) -....] 

etc. 

Las  diferencias  que  deben  emplearse  aqui  no  se  encnentran  en 
el  cuadro  de  ellas ,  sino  han  de  calcularse  primero.  En  cuanto  k  las 
diferencias  de  orden  par,  p.  ej.,  /^'(a+w),  estas  pueden  obte- 
nerse  facilmente  por  las  förmulas  ordinarias  de  interpolacion ,  con- 
sider4ndose  al  efecto  /*"  (a),  f  («+♦»)  etc.,  como  las  funciones,  las 
3**  diferencias  como  las  primeras  diferencias  de  estas  etc.  AI  con- 
trario, las  diferencias  de  örden  impar  son  terminos  medios,  y  es 
menester  buscar  primero  iina  formula  para  la  interpolacion  de  estos. 
Luego  es: 

y  en  virtud  de  la  förmula  de  interpolacion  (2)  del  n®-  14: 

r(a-4+n)=:r(a-J)  +  nr(a)  +  ^/^V"(a-i) 

(n  +  l)n(n~l) 
1.2.3 '      (a)  + . . . . 
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r  (a+i+«)  =  r  (a+i)  +  fif  («)  +  "^^  f"  (a+i) 

Lnego  re8nltar&  la  förmula  para  la  interpolacion  de  un  termino 
medio ,  tomando  el  promedio  de  las  dos  ültimas  fömmlas : 

r  (fl+n) =na)+ nr  («) + ^  r"  («) + -J  /^  («) 

+  (!H_J^:i»)/Tnr  („)  +  ... 

Los  dos  t^rminos: 

j^r(a)  +  in/TV(a) 

proyienen  del  promedio  de  los  t^rminos: 
el  cual  da: 


1.2 


r(a)+x[r(a+4)-r(a-i)]. 


Reimiendo  los  dos  t^rminos  que  contienen  f^  (a),  la  formula  de 
arriba  pnede  escribirse  tambien  como  sigue : 

r(a+n)=:r(a)  +  nr(a)+*Jr(a)  +  ^^/^(a)  +  ....        (7) 

Mediante  las  förmulas  (5) ,  (6)  y  (7)  pueden ,  pues ,  calcularse 
los  valores  num^ricos  de  las  derivadas  de  una  fimcion  para  un 
ai^gnmento  cualquiera,  valiendose  para  esto  de  las  diferencias  de 
Orden  par,  j  de  los  terminos  medios  de  las  diferencias  de  örden 
impar. 

Ademas  pueden  desarrollarse  para  las  derivadas  otras  förmulas 
en  las  que  entren  directamente  las  diferencias  de  örden  impar,  y  los 
terminos  medios  de  las  diferencias  de  örden  par.  En  efecto,  si  se 
introducen  en  la  förmula  de  interpolacion  (3)  los  terminos  medios 
de  las  diferencias  de  örden  par,  poni^ndose: 

f{a)=     /•(a+i)-ir(a+4) 
r(a)=  r(a+4)-ir'(a+i) 

etc. 
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j  atendiendo  k  que : 


«« 


(n+l)n(w-l) l  n(n--l)__n(n-l)(n-t) 

1.2.3  2       1.2     ""        1.2.3 

etc. 

se  obtiene: 

f{a-hnw)  =  /^(a+i)  +  (w-i)  /*  (a+i)  +  "^-f^  T  («+4) 

-^^'^r.^3T'^^(-'-^*)^-- 

Escribendo  n-f-'i'  en  lugar  de  n,  se  hace  mas  sencilla  la  ley  de 
los  coeficientes,^ues  sera: 

/•(a+(n+4)  w)  =  na+i)  +  „f  (a+i)  +  »+^(^-4)  /"  (a+j) 

+  (!L±iil(|lJ)r(«+i) 

Desarrollando  esta  förmula  segun  las  potencias  de  n,  j  aten- 
diendo &  que  los  t^rminos  independientes  de  n  son: 

/'[«+i)  -  -g-  /"'  («+i)  +  oö  /^''  (<»+i)  -  •  •  •  • = f  («+4«') 

se  obtiene: 

/'[a+(n+i)to]  =  f(a-l-iw) 

+  ♦»  [f  («+4)  -  «V  r"  («+ J)  +  »k  /"^  («+4)  -•■••] 

+  1^  [/"  («+4)  -  Ä  /^^  (a+4)  +  jVÄ  /^  («+4)  -••■•] 
+  Y^  [f"  (a+4)  -  4  /^  (a+4)  -t-rlk/^"(«+4)-  •  •  •  •] 

+ 172374  [/^  («+4)  -  Ä  ri^  («+4)  +  ••••] 

Comparando  en  seguida  esta  förmula  aldesarrollo  de  /'(o+-J-«'+«  »*), 
que  da  el  teorema  de  Taylor,  se  halla: 

iJ^^^  =  Lif  (a+i)  -  ^  f"  (a+4)  +  »fr  /^Vl(«+4)  -••■•] 

?y*"^=;r«  f^'  ^"+i^  -^^  («+«) + '^^»  /^(«+i)  -••••] 

etc. 


33 

Estas  förmulas  son  sobre  todo  cömodas  ciiando  tienen  que  calcu- 
larse  las  derivadas  de  una  funcion  para  un  argumento  que  es  el  t6r- 
mino  medio  de  dos  argumentos  coiisecutivos.  Para  otros  argumen- 
tos,  p.  ej. ,  a+  (n+^)«;,  se  tiene  de  nuevo: 

3  W 

etc. 

y  aqui  se  calculara  la  diferencia  /^(a+^^+w),  como  asimismo  to- 
das  las  diferencias  de  örden  impar,  por  medio  de  las  förmulas  ordi- 
narias  de  interpolacion.  Pero,  como  las  diferencias  de  örden  par 
son  t^rminos  medios,  se  obtendrä  la  förmula,  que  ha  de  emplearse 
para  estas ,  paediante  la  förmula  (7)  correspondiente  ä  la  interpola- 
cion de  un  t^rmino  medio  de  diferencias  de  örden  impar,  poniendo 
a+-^  en  lugar  de  a,  y  aumentando  todos  los  acentos  en  uno  para 
hallar  f  (a+^+w)etc. ,  de  manera  que  serö,,  p.  ej.: 

r(a+i+«)  =  r(a+J)-Hwr(a+4)  +  5/T«^(«+i) 
+  '-^/^(a+i)  +  .... 

I^emplo:  En  el  Berliner  Jahrbuch  para  1848  se  dan  las  siguien- 
tes  ascensiones  rectas  de  la  Luna: 

Dif.  I  Dif.  n       Dif.  ni       Dif.  IV 

Julie  12  Oh    161»  14« 26».  33 

12  39  30.  32 +25«^  3».  99  ^23«.  75      ,.   «' 

130  17      4  58.06      25    27.74      22  .  36  "  1  *  ^^   -0  .  85 

12  30  48.16      25    50  .10      go  .12      t    t.:       0.79 

14  0  56  58.38      26    10.22      ^^  jy^      3.03       ^    ^^ 
12  18    23  25  .  69      26   27  .31      ^33^      3  .  70 

15  0  50  6  .  39      26    40  .  70 

Tratändose  de  determinar  las  primeras  derivadas  para  Julio  13 

10**,  11^  y  12** ,  y  haci6ndose  uso  al  efecto  de  la  förmula  (9),  es  pre- 

ciso  calcular  primero  las  primeras  y  terceras  diferencias  correspon- 

dientes  a  estas  6pocas.    La  tercera  de  las  primeras  diferencias  corre- 

sponde  al  argumento  Julio  13  6*^,  y  es  /^  (a+^);  de  consiguiente, 

para  lO'*,  11^,  12^,  es  n  respectivemente :  i,  1^  y  i-    Interpolando, 

pues,  del  modo  ordinario,  se  obtiene: 

3 
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r(a-f4-fn)  r'(a4-4+n) 

10h      +25«  57«.  11  -2>.  51 

11  25     58  .  81  2  .  58 

12  26       0  .  49  2  '.  .64 

De  ahi  se  siguen  laego  las  derivadas  para  iin  int6rvalo  de  12^ : 

para  10^     +25»  57«.  21 

11  25     58  .  92 

12  26       0  .  60 

Si  se  piden  dichas  derivadas  para  nna  hora,  se  tiene  que  dividir 
por  12,  y  resultan  entonces  los  valores  siguientes: 

10h      2m  Qi.  77 

11  9  .  91 

12  10  .05 

los  cuales  espresan  las  yelocidades  horarias  de  la  Luna  en  ascension 
recta  para  dichas  ^pocas. 

Si  se  hubiese  querido  emplear  la  förmnla  (6),  en  que  entran  los 
t^rminos  medios  de  las  diferencias  impares,  se  hubiera  obtenido, 
tom&ndose  a  =  Julio  13  12^,  p.  ej.,  para  lO'',  k  que  corresponde 
n=:— -J^,  por  la  förmula  (7): 

/"(a+|)  =  +  25m56i.  77     J    T' («-*)  = -2".  51 
y  con  estos  valores ,  por  medio  de  la  förmula  (6) ,  para  el  cuociente 
diferencial:  +2»  9«.  77 

Las  segundas  diferencias  son: 

para  10h     +20>.  55 

11  20  .  34 

12  20  .  12 

Agregando  k  estos  valores  el  producto  de  las  4*'  diferencias 
multiplicadas  por  — -j^,  y  dividiendo  por  144,  se  obtienen  las  segun- 
das derivadas,  tomando  por  unidad  la  hora: 

para  10h     +o.  14  32 

11  0  .  14  17 

12  0  .  14  02 

Nota,  y^ane  sobre  el  cälculo  de  interpolacion  la  memoria  escrita 
por  Encke  en  el  Jahrbuche  para  1830  y  la  memoria  arriba  mendonada 
relativa  &  la  cuadradura  mec&nica  en  el  Jahrbuche  para  1837. 
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C.  —  TEORIA  DE  ALGUNAS  INTEGRALES  DEFINTOAS  DE  QUE  SE 
HACE  USO  EN  LA  ASTRONOMIA  ESFEIRICA. 

16«   Haci^ndose  aplicacion  k  menudo  eu  la  Astronomia  de  la 

integral    1  e^^dt^  tomada  entre  los  limites  Oyoo,  OyT,  Tyoo, 

dar6mos  aqui  nn  resümen  de  los  teoremas  mas  importantes  relaidvos  4 
ella,  j  de  las  förmulas  que  sirven  para  evaluarla  num^ricamente.   La 

integral    I  e^*^  dt  es  una  trasfonnacion  de  una  integral  euleriana 

0 

de  la  primera  clase,  qne  se  llama  funcion-gama.      Se  ha  intro- 
dncido,  como  es  sabido,  el  modo  siguiente  de  designar  la  integral: 


/ 


OD 


g-*^«-j  da;  =  r(a)  (1) 


en  donde  a  significa  siempre  nna  cantidad  positiva.    Como  se  sigue 
inmediatamente : 

j  como  el  primer  t^rmino  del  lado  derecho  se  annla,  despnes  de 
introdncidos  los  limites ,  resulta  luego : 


OD 


1  e''^.x'-^dx=^  I  e'^'x^dx 

0  0 

ariä)=zr(a'h\)  (2) 

Pero  se  y6  fäcilmente  que : 

0 

7  de  ahi  se  sigue: 

r{n)  =  (n~I)  (n-2)  (n-3) ....  1 
siempre  que  n  sea  un  nümero  entero. 

Poniendo  en  la  ecuacion  (1)  x=fij  se  obtiene: 


/: 


2   A-*^e^<«^*>+^d*  =  ^(a); 
0 


3* 
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luego  para  a=^: 


0 

Para  hallar  el  valor  de  esta  integral  multipliquesela  por  otra 

OD 

parecida:    /  e^^^dy^J  resultarä: 

00  OO  OD  OD      OD 

(  fe-^dtj  =  j'e~^dtjt-y'  dij=J'J' €-(''+»*>  dt .  dy. 

0  0*  0  0     0 

Poniendo  aqiii  y=xtj  de  consiguiente,  dy  =  t  ,dx,  se  obtiene: 


OD  00  QO 


{f'"^'')=j\l 


«-<>+*'"'. «d<, 


6,  como:  „ 


sera: 


0 

luego : 


y  j  e    ''cl«V=4  y  j-p^  =  i (arc tang « - arc tang 0)  = -|., 


/ 


00 

c-''c?*=ir(4)  =  i:^,  (3) 


de  donde  se  sigue  r(-J-)  =  ^tt  ,  y  de  la  ecuacion  (2) : 

r(i)  =  iK^;   r(4)=}K«ete. 

Se  puede  introducir  en  la  ecu'Bcion  (l)  una  nueva  constante, 
pues,  poni6ndose  x=ky^  y  tomando  k  positiva,  los  limites  no  se  al- 
terar&n,  y  se  obtiene: 

/  e-''yk'"-'^y'"'^kdy  =  r(a), 

0 

luego : 

OD 

J'e-^yy'-Uy=^  (4) 
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17«   Fara  hallar  la  integral    /  e'^^^  dt  se  usan  yarios  m6todos. 

Mientras  sea  peqaeSo  el  valor  de  T,  se  la  obtiene  f&cilmeiite ,  desa- 
rroUando  c~^  en  tina  Serie: 


_|.  ,.     «     r»      1  r*       l   T^ 


0 


0 


dt. 


e^^dt  =  — ,  r^sulta  de  esta  relacion  tambien  el  valor  de 

OD 

T 

Esta  Serie  debe  volverse  converjente  en  algiina  parte,  puesto  que 
los  numeradores  de  los  t^rminos  van  creciendo  solo  en  razon  de  T^, 
mientras  que  el  denominador  va  creciendo  continnamente;  sinem- 
bargo,  esta  converjencia  es  suficientemente  rapida  solo  cuando  T  sea 
pequeda.  Por  esta  razon  se  hace  uso  de  otra  serie  para  el  calculo 
de  esta  trascendente  si  T  es  grande ,  la  cual  se  obtiene  mediante  la 
integracion  por  partes.  Aunque  esta  nueva  serie,  continuada  hasta 
el  infinito,  es  diverjente,  se  puede,  no  obstante,  deducir  de  ella  los 
valores  con  cnalquier  grado  de  aproximacion ,  puesto  que  goza  de  la 
propiedad  notable  que  la  suma  de  cierto  nümero  de  sus  t6rminos 
difiere  de  la  integral  en  una  cantidad  menor  que  el  ultimo  t^rmino 
tomado  en  cuenta.    Efectivamente  es : 


/'- 

""=/•' ^ 

1 

dt 
t 

6 

integrando 

por  partes : 

=  - 

vr-.A- 

t^dt 
t^' 

Del  mismo  modo  se  obtiene : 

In^o,  finalmente: 


t^dt 

1*' 
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*        ^^"^        2t     L        2t»"*"(2e«)*        (20» 
1.8.5....(2n-l)_  i.3.5....(2n+t)   /*  _^,     <^t 
i  (20"  "*"  2'-*-l  J  *        t^"+2' 

ö ,  introduciendo  los  limites  T  y  oo : 


1.3       1.8. R 

-OD 


/— t«    ,.___^    « fj 1 I  .  O  I.O.W 

6         ar —  2^7     I  ■■      2  7**      /•>  T»\a      /•• 'V'SM  +  •  •  •  • 


1.3.5....(2n-l)__  1.3.5....(2n+1)  /'  _^,     dt    1 


(ö) 


Los  factores  del  namerador  van  aumentando  continuamente ; 
de  consiguiente  llegaran  4  «er  majores  tambien  que  2  T*,  y  desde 
este  momento  todos  los  t6rmiiios  Iran  creciendo  indefinidamente, 
puesto  que  el  aumento  del  numerador  en  cada  t^rmino  viene  k  ser 
mayor  que  el  correspondiente  del  denominador.  Examinando ,  sin 
embargo ,  el  resto : 

1.3.5 2w+ 


sera  facil  hacer  ver  que  6ste  es  menor,  que  el  ultimo  t^rmino  tomado 
en  cuenta.    En  efecto ,  el  valor  de  la  integral  es  menor  que : 


/ 


OD 

dt 

^2,.  +  2 


multiplicada  por  el  mayor  valor  de  e~"*'  entre  los  limites  T  y  oo, 
es  decir,  por  e""^,  y  como: 

dt  I  l 


/dt 
^2n+2 


j2«+2-2n+l   x^n-^ri' 


el  resto  ser&  siempre  menor  que : 

_1 .3.6 2n-l 


a-^ 


^     2'«+i  2^211+1 

Mas  esta  espresion  no  es  otra  cosa  sino  el  ultimo  t6rmino  to- 
mado en  cuenta,  dändole  el  sigüo  opuesto.  Asi  es  que  si  el  ultimo 
t6rmino  es  negativo ,  el  resto  sera  positive  pero  menor  que  el  ultimo 
t^rmino.  De  consiguiente ,  para  .obtener  valores  mui  aproximados 
de  la  trascendente,  por  medio  de  la  serie,  no  hai  sino  continuar 
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6sta  hasta  nn  t^rmino  qne  llegue  4  ser  mui  pequefio  y,  en  tal  caso, 
el  error  cometido  serk  menor  que  este  ultimo  t6rmino. 

El  segundo  m^todo  de  ddculo  consiste  en  la  trasformacion  de 
la  trascendente  en  una  fraccion  continua,  segun  lo  ha  indicado 
primero  Laplace. 

Pöngase:  ^ 

e^  1  e-'^dx^zü,  («) 

t 

en  tal  caso  ser4 : 


dU 
dt 


t 


La  deriyada  del  örden  n  de  nn  producto  xy  es : 
d'.xy     d^'.x  ^"""^3?  dy     n(n-1)d»~^a?   d^y 

d«»    ■"  dr  ^       de— ^   d*"*"   1.2    de—^'d«*"^'  •" 

lnego  es  tambien: 

^^  =  2t^JLE.^2n'^. 

de»+*  dt*  d«"-^ 

cuya  ecnacion  pnede  escribirse  del  modo  siguiente,  designando  el 
producto  1.2.3 n  con  n! : 

(n+ 1) d«+^ '^ ^2t  ^^  +  2      ^"""*  ^ 


(n4-l)/de"+^  n/de*        (n-l)/de' 


— t 


JH   TT 

6,  designimdose por  JJn'- 

n!  dt^ 

(n+l)ü'„+l  =  2eJ7,H-2ir._i. 

Esta  ecnacion  es  exacta  para  todos  los  valores  de  n  desde  n=  1,  en 
eajo  tiltimo  caso  Uq  representa  la  misma  funcion  U.  De  ella  se  deduce : 

-2-^  =  2t-(n-Hl)-^, 

^  n  *-^fi 

lnego :  I 


6:  1 
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Pero  la  ecuacion  (ß)  da: 


luego : 

1  Tt 


ü  = 


^*       U      ^      2tlJ 

mas,  de  la  ecuacion  (y)  se  sigue; 

1   Ui  2i* 


Sustituyendo  este  valor  en  la  ecuacion  que  precede,   y  conti- 
nuando  el  desarrollo ,  se  obtiene : 

2t 


_l_ 


»+*A 


1  +  »Ä 


1  -4-  etc. 
Poniendo  27^=*?»  resulta  de  consiguiente : 


2Te' 


J  1 


K  ^+_l 


1 1^^ 7)) 


1+4/^ 


j» 


1+  etc. 

T 

Los  valores  de  las  integrales  /  c~''  dtjl  €""'*  dt  pueden  calcu- 

0  r 

larse  siempre,  mediante  una  de  las  tres  förmulas  (5),  (6)  6  (7). 

Sinembargo ,  como  se  hace  una  aplicacion  frecuente  de  esta  trascen- 
dente,  se  han  construido  tablas,  y  tales  se  ballan,  p.  ej.,  en  la  obra 
Fundamenta  astronomiac  de  Bessel,  para  las  trascendente : 


.OD 


e^  fe-*'dt, 
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de  la  que  pueden  derivarse  facilmente  las  otras  formas.  La  primera 
parte  de  dicha  tabla  tiene  por  argumento  T,  y  se  estiende  de  T=0 
a  T=l,  por  cent^simos.  Pero  como  la  trascendente ,  segun  la  för- 
mula  (6) ,  se  aproxima  tanto  mas  k  la  razon  inversa  del  argumento 
cuanto  major  sea  T ,  se  han  tomado  por  argumento  los  Ipgaritmos 
vulgares  para  valores  de  T  majores* que  T=\,  Esta  segunda  parte 
de  la  tabla  se  estiende  desde  log  0 .  000  basta  log  l  .  000 ,  lo  cual 
basta  para  la  major  parte  de  las  aplicaciones.  Ademas ,  el  calculo 
de  los  valores  correspondientes  ä  argumentos  majores  todavia,  se 
hace  mui  facil  por  medio  de  la  formula  (6). 

18*    La  integral: 


f- 


OD 

dx 


^co8£'  +  2a;Benf* 

puede  reducirse  4  la  trascendente  estudiada  arriba.     Pues ,  introdu- 
ciendo  en  lugar  de  x  la  nueva  variable  t,  dada  por  la  relacion: 

4ootgS«  +  a;  =  ^«S 

de  la  que  sigue: 

2t 
dx  =  ^r-dty 
pr 

la  integral  se  trasforma  en  la  siguiente : 

e-^  dt, 


/rr'-J 


en  donde  se  ba  puesto  !r=cotggl/£^. 
Poni^udose  ademas: 


sera: 


-p- 77^—7  ^  dx^  yl^  ^{r).  (8) 


Del  mismo  modo  sera : 

c""'"*8enf 


=  dx  =  iAj. 

;«        t    r 


^(r). 


/,.     2a;8enf«  fr'  (9) 

cos  j;*  +  - 


ß 


42 

Diferenciandose  la  espresion  e""*  i/cosJ*h — ^^     x  con  re- 

specto  4  rr,  6  integrando  en  seguida  la  ecuacion  obtenida  con  respecto 
a  X  entre  los  limites  0  j  oo,  se  halla  facilmente : 


xe       8en£ 


y  coBf«+ — g-^a; 
en  donde  es : 


dx=y2ß\(k-T'^m)+l.\ 


T=coteij/L 

j  como  segun  la  förmula  (9)  es : 


-»/       ^,     2  8ent* 

y  COBj«+— j-2- 

se  obtiene  tambien : 


iJ^L=dx=y2ß.v(i) 


X 


A        X 

ß 


D.  —  EL  METODO  DE  LOS  CUADRADOS  MENORES 

19«  En  la  Astronomia  se  determinan  constantemente  las  mag- 
nitudes  mediante  observaciones.  Bepitiendo  la  observacion  de  nn 
mismo  fenömeno  se  hallarän  resultados  distintos  por  las  diferentes 
observaciones  practicadas ,  puesto  que  por  las  ünperfecciones ,  tanto 
de  nuestros  sentidos ,  cnanto  de  los  instromentos  empleados  para  la 
observacion,  como  asi  mismo  por  causas  fortoitas,  se  or\jlnan  erro- 
res  en  las  observaciones  que  hacen  defectuoso  el  resultado.  Asi 
sera  importante  conocer  im  m6todo,  que  permita  deducir  del  total 
de  las  observaciones  un  resultado  que  se  acerque  lo  mas  posible  k 
la  verdad ,  a  pesar  de  los  defectos  inherentes  a  las  diferentes  obser- 
vaciones. 

Los  errores  que  pueden  cometerse  en  una  observacion  se  divi- 
den  en  dos  clases,  a  saber,  en  errores  constantes  y  en  errores  fortui- 
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tos.  Los  primeros  son  comunes  a  todas  las  observaciones ,  j  paeden 
tener  an  orijen,  6  en  una  propiedad  peculiar  al  instnunento  em- 
pleado,  ö  en  la  individualidad  del  observador  que  produce  el  mismo 
error  en  cada  observacibh.  AI  contrario ,  los  errores  foriniitos  son 
los  qne  en  las  diferentes  observaciones  resultan  distintos ,  tanto  por 
SU  magnitud,  cuanto  por  su  signo,  j  los  que,  por  esta  razon,  no 
pneden  provenir  de  una  causa  obrando  siempre  en  el  mismo  sentido. 
Estos  Ultimos  errores  pueden  eliminarse,  repitiendo  las  observaciones 
]o  mas  posible,  porque  aparece  plausible,  que  entre  un  nümero  mui 
grande  de  observaciones  habra  tantas  que  den  el  resultado  dema- 
siado  grande,  cuantas  habra  que  lo  d^n  demasiado  pequefio.  Sinem- 
bargo ,  si  hai  errores  constantes  el  resultado  final  quederä  afectado 
todavia  de  estos,  por  ej.,  siempre  que  el  mismo  observador  practi- 
que  sus  observaciones  con  el  mismo  instrumento.  A  fin  de  elimi- 
nar  estos  Ultimos  errores ,  es  necessario  cambiar  en  lo  posible  el  m6- 
todo  de  observacion,  como  tambien  los  instrumentos  y  los  obser- 
vadores  de  manera  que,  combinando  los  resultados  obtenidos  por 
los  diferentes  m6todo3,  tambien  estos  errores  pueden  considerarse 
como  errores  fortuitos  y  que,  por  lo  mismo,  se  destruyen  en  gran 
parte  en  el  resultado  final.  En  la  esposicion  que  sigue,  todos  los 
errores  se  consideraran  como  errores  fortuitos ,  suponiendo  que  los 
m^todos  se  hayan  variado  de  modo ,  que  tal  hipötesis  sea  admisible ; 
sinembargo,  mientras  esto  no  suceda  debemos  admitir,  que  tambien 
los  resultados  obtenidos  por  los  m^todos  que  siguen,  quedan  afecta- 
dos  todavia  de  errores  constantes. 

Determinando  una  magnitud  directamente  por  medicion ,  es  na- 
tural, considerar  el  t^rmino  medio  de  todas  las  observaciones  como 
d  valor  que  se  aproxime  mas  ä  la  verdad.  Pero  sucede  k  menudo, 
que  una  cantidad  se  determina  no  directamente  por  observaciones, 
sino  que  se  obtienen  valores  que  conducen  k  ciertas  relaciones  entre 
varias  incögnitas ,  y  se  puede  siempre  suponer  que  estas  relaciones 
entre  las  cantidades  observadas  y  las  incögnitas  tengan  la  forma  de 
ecuaciones  lineares.  Efectivamente,  si  la  forma  de  la  funcion 
All  Vt  t  etc.),  por  la  que  se  espresa  la  dependencia  de  los  valores  obser- 
vados  de  las  incögnitas  |,  17,  ^  etc.,  es  otra  que  la  forma  linear,  como 
sucede  por  lo  comun^  fäcilmente  podran  deducirse  de  las  observa- 
ciones valores  aproxima4os  de  las  incögnitas ,  y  designando  a  estos 
con  ly,  i/y,  £q  etc. ,  de  modo  que  los  valores  verdaderos  de  las  incög- 
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nitas  sean  So+^>  Vo'^Pi  5o+^  ®^-»  ^^^  observacion  proporciona 
una  ecuacion  de  la  forma  siguiente : 

suponiendo,  que  los  valofes  adoptados  sean  tan  aproximados  que 
las  potencias  superiores  de  x^y^z , ., ,  puedan  despreciarse.  Aqnl 
representa  /"(!,  i;,  f . . . .)  el  valor  observado,  /*(|q,  ^o»  ^  •  •  •  •)  ^  ^^' 
lor  calculado  mediante  los  valores  aproximados ;  de  consiguiente ,  la 
diferencia  f  (f^,  i^q,  Jq  . . . .)  —  (/"(S,  17,  5 . . . .)  =^  w  sera  una  cantidad 

conocida.    Designändose  en  seguida  -t-{  por  a ,  ^  por  h ,  ^  por  c 

etc. ,  y  distinguiendo  las  mismas  cantidades  en  las  diferentes  obser- 

vaciones  por  acentos,   estas  observaciones  daran  ecuaciones  de  la 

forma  siguiente : 

0  =  n-faaj  +  &y4-C£!  + 

0=w'+aa;  +  6'y-f  c'if  + , 

etc. 

en  las  que  x^y^z ». . .  son  cantidades  incögnitas  que  han  de  deter- 
miaarse ,  mientras  que  n  representa  la  diferencia  entre  el  valor  cal- 
culado y  el  valor  observado  de  la  funcion  de  estas  incögnitas.  El 
nümero  de  tales  ecuaciones  es  igual  al  nümero  de  las  observaciones, 
y  debe  ser  lo  mas  grande  posible ,  ä  fin  de  obtener  del  conjunto  de 
ellas  valores  de  a;,  ^,  ie;  . . . . ,  que  sean  lo  mas  posible  exentos  de  los 
errores  inherentes  a  las  observaciones.  AI  mismo  tiempo  se  v6,  que 
estas  ecuaciones  deben  ser  de  tal  naturaleza,  que  los  coeficientes 
a^l)^  c  etc.  en  las  difbrentes  ecuaciones  tengan  valores  diferentes 
entre  si,  pues  es  claro,  que  si,  por  ej.,  dos  de  estos  coeficientes 
fuesen  iguales,  6  proporcionales  entre  si  en  todas  las  ecuaciones ,  las 
dos  incögnitas  correspondientes  ä  diclios  dbs  coeficientes  no  podrian 
separarse  la  una  de  la  otra. 

Con  el  fin  de  deducir  de  un  nümero  mui  grande  de  tales  ecua- 
ciones los  valores  mas  plausibles  de  las  incögnitas,  se  acostumbraba 
k  valerse  del  m^todo  siguiente.  Se  cambiabän  los  signos  de  todas 
las  ecuaciones ,  de  modo  que  todos  los  t^rminos ,  conteniendo  k  Xy 
tomasen  el  mismo  signo.  Sumando  en  seguida  todas  las  ecuaciones 
resulta  una  ecuacion ,  en  la  que  el  fiactor  de  x  es  el  mayor  posible. 
Del  mismo  modo  pueden  hallarse  ecuaciones  an41ogas  para  y  j  z^ 
y  asi  se  obtienen  tantas  ecuaciones  cuantas  incögnitas  hai ,  y  de  la 
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resolucion  de  ellas  saldran  valores  de  las  incögnitas  que  se  acercar&n 
bastante  k  la  verdad.  Sinembargo,  en  este  m6todo  hai  siempre  algo 
de  arbitrario,  por  cuya  razon  es  preferible  tratar  tales  ecuaciones 
conforme  con  el  m6todo  de  los  cuadrados  menores,  llegandose  asi,  al 
mismo  tiempo ,  al  conocimiento  de  la  exactitud  de  los  valores  halla- 
dos.  Si  las  obseryaciones  fuesen  rigurosamente  exactas ,  tres  ecua- 
ciones serian  bastantes  para  determiar  tres  incögnitas ,  k  cuyo  nü- 
mero  nos  limitaremos  en  lo  que  sigue.  Pero  cada  uno  de  los  valores 
n,  sacados  de  las  observaciones ,  estara  afectado  de  un  error,  de 
manera  que,  en  jenend,  ninguna  de  las  ecuaciones  quedaria  satis- 
fecha  aun  sustituyendo  en  ellas  los  valores  verdaderos  de  x^y,0\  de- 
signando  con  J  al  error  que  asi  queda  (error  restante),  las  ecua- 
ciones de  arriba  deberian  escribirse  como  sigue : 

-^=  n  +  a'x-{-  b'y  +  c'z,  ^^ 

etc. 

y  el  problema  consiste  ahora  en  deducir  de  un  nümero  mui  grande 
de  tales  ecuaciones  los  valores  de  x^yj  z^  que  son,  de  todos  los 
valores  posibles,  los  mas  probables. 

20.  Ser&  permitido  admitir,  [que  errores  pequeflos  son  ma« 
probables  que  errores  grandes ;  que,  de  consiguiente,  las  observaciones 
que  se  aproximan  mas  k  la  verdad  son  mas  frecuentes  que  otras,  y  que 
no  pueden  presentarse  errores  que  escedan  cierto  llmite.  La  presen- 
cia  de  cierto  error  quedarä  rejida,  asi,  por  una  ley  determinada,  la 
cual  dependerä  de  la  magnitud  del  mismo  error.  Si  m  es  el  numero 
de  todas  las  observaciones,  y  si  el  error  de  la  magnitud  ^  se 

presenta  legalmente|)  veces,  la  probabilidad  del  errror  z/  ser&— ,  k 

la  que  designar6mos  con  qt  {/l).  Esta  espresion  q>  {J)  Berk  cero, 
cuando  d  pasar&  de  cierto  llmite ;  ademas  tendra  un  maximo  para 
d=0^  y  tomarä  los  mismos  valores  para  iguales  valores  de  ^, 
ya  sean  positives  6  negativos.  Puesto  que^=w  fp{d),  habr4  entre 
tu  observaciones  mtp  {J)  errores  de  la  magnitud  z/;  del  mismo  modo 
habra  mfp  {J^  errores  de  la  magnitud  ^/  etc. ;  pero,  como  lä  suma 
de  todos  los  errores  debe  ser  igual  al  nümero  de  las  observaciones, 

resultarä: 

m  <p(d)  4-  m  (p{A')  + =  i», 
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Esta  Buma  que  representa.  le  suma  de  todos  los  errores,  debe 
tomarse  entre  ciertos  limites  —  fc  y  +Ä;;  pero  como,  segnn  la  hipö- 
tesis ,  q>  {J)  =  0  para  errores  fuera  de  estos  limites ,  es  claro  que 
los  limites  — Ä  y  +Ä;  paeden  reemplazarse  por  — oo  y  +  oo.  Ademas, 
como  todos  los  valores  de  J  entre  estos  limites  son  admisibles,  puesto 
que  ninguna  cantidad  entre  los  limites  —Je  j  +k  puede  haber,  que 
no  pueda  considerarse  como  un  error  posible ,  el  nümero  de  los  erro- 
res, y  por  eso ,  el  niimero  de  las  q>  (J)  es  infinitamente  grande ,  y  en 
yirtud  de  la  ecuacion  de  arriba,  cada  q){^)  debe  ser  una  cantidad 
infinitamente  pequena.  La  probabilidad  de  que  un  error  quede  com- 
prendido  entre  dos  limites  es  igual  k  la  suma  de  todos  los  valores  de 
q>{^)  comprendidos  entre  estoslimites ;  si  estos  limites  sehallan  infini- 
tamente pröximos  el  uno  del  otro ,  el  valor  de  <p  (J)  es  constante  en 
el  int^rvalo,  y  el  producto  (p{j^)  .  dd  espresa  asi  la  probabilidad  de 
que  un  error  estö  comprendido  entre  los  limites  j^  j  j^+dJ.  La 
probabilidad  de  que  un  error  quede  comprendido  entre  los  limites 
ajhse  espresa,  de  consiguiente ,  por  la  integral  definida 

b 

(p{d).dd 


/ 


y ,  segun  lo  espuesto ,  se  tiene : 

9(^.(2^=1. 


-OD 


Si  q>{^\  9>{^  6^'  espresan  las  probabUidades  de  los  errores 
^ ,  J^  etc. ,  se  sabe,  segun  los  principios  del  calculo  de  las  probabili- 
dades ,  que  la  probabilidad  de  la  presencia  simult4nea  de  todos  estos 
errores  es  igual  al  producto  de  las  probabilidades  de  los  errores 
aislados.  Designando ,  pues ,  por  W  la  probabilidad  de  que  en  un 
nümero  de  observaciones  se  presenten  sucesivamente  los  errores 
A^  Ä^  A'  etc.,  se  tendrä: 

Tr=  9(zf)  .  9(^) .  9(^") ....  (2) 

Luego,  si  para  ciertos  valores  adoptados  de  a;,  ^,  ier«,  se  quedan 
en  las  ecuaciones  (1)  los  errores  restantes  J^  /fy  /f'  etc.,  W  ser& 
la  probabilidad  de  que  estos  errores  determinados  se  han  cometido, 
y  representar4,  de  consiguiente ,  una  medida  de  la  probabilidad  de 
este  sistema  de  los  valores  de  o;,  y^  z.    Todo  otro  sistema  de  valores 
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de  x^  y,  e  dar&  tambien  iin  otro  sistema  de  errores  resiantes ,  y  los 
valores  mas  aceptables  de  x^  y^  0  sexin  evideutemente  Jos  que  dan 
an  Yalor  in4ximo  a  la  probabilidad  de  que  se  bayan  cometido  estos 
detenninados  errores,  y,  por  consiguiente,  los  &  que  corresponde 
un  m&ziino  de  la  misma  funcion  W.  Para  la  determinacion  de  este 
m&ximo  se  bace  necesario  determinar  la  forma  de  la  funcion  q>{^). 

Suponiendo,  que  baya  una  sola  incognita,  y  que  para  ella  se 
bayan  ballado,  mediemte  las  observaciones ,  los  m  yalores  n,  n',  W 
etc.,  se  toma  siempre  por  el  yalor  mas  probable  de  x  el  t^rmino 
medio  de  todas  las  observaciones ;  luego  es : 

05  = 

m 

6: 

n—'x  -{-n'—x-h  fC—x =0  (a) 

n  —  Ä,  fi^x  etc.  corresponden  4  los  errores  ^/,  de  manera  que 
n — 55=-^,  n — X'=^A'  etc.  Pero  como  TT  es  un  m&ximo  para  el 
valor  mas  probable  de  x^  se  obtiene,  diferenciandose  logaritmica- 
mente  la  ecuacion  (2) : 

^.logy(^   äd^     d.logy(^)   äJ  _^ 

y ,  como  en  el  caso  presente ,  es  -5 —  =  -7—  =  etc.  =  —  1 ,  se  sigue : 

dAogip  (n—x)  +  d .  logy  (n'— a?)  + =  0 

6 

^        ^ (n—x)  d ,  {n—x)     ^        ^  (n^-x)d,{n—x)  ^^ 

Ahora  es  claro ,  que  si  el  t^rmino  medio  es  el  valor  mas  pro- 
bable ,  segun  se  ba  admitido  arriba ,  debe  resultar  de  las  ecuaciones 
(a)  y  (6)  el  mismo  valor  de"^;  de  abi  se  sigue: 

I       d  logy  (n-g)  _     1       dlog(p{n-x)^^^_j^ 


n—x'      d(n-'X)         n'—x'      d(n—x) 

siendo  h  una  constante,   De  este  modo  se  obtiene  para  la  determina< 
cion  de  la  funcion  q>  {J)  la  ecuacion : 

d.  loggt {^) 
J,dJ     "■  ' 

^^^^^'  log9(^  =  iÄ^  +  log(7 
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En  cuanto  al  signo  de  k  se  puede  determinarlo  f4cilmente; 
pues ,  como  q>  {J)  va  disudniiyendo  cuando  J  esta  aumentando ,  k  ha 
de  ser  negativa;  luego  se  puede  poner  ^ä;=— 7**,  de  modo  que 
cp [J)  =  C . ß ~*'^.  Con  el  objeto  de  determinar  ä  C  se  hace  uso  de 
la  ecuacion : 

—  OD  -f>ao 

y  como  je-'Ux  =  V',  serk  f'e-*''^ dJ=^;  luego  ^  =  ».  * 

—  OD  —QO 

C=Tr  1  J  finalmente: 

9(^  =  #e-^'<  (3) 

La  constante  h  conserva  el  mismo  valor  para  nn  sistema  de  ob- 
servaciones  igualmente  baenas,  6  para  el  cual  la  probabilidad  de 
eierto  error  J  queda  la  misma.  Para  este  sistema  la  probabilidad 
de  que  un  error  estö  comprendido  entre  los  limites  —  d  +5,  se  es- 
presa  por : 

fj'""""=rj'""- 

-d  -ha 

Si  ahora  en  un  otro  sistema  de  observafciones  la  probabilidad' 

de  un  error  J  se  espresa  por  jp— c"*'*'-^'^,  en  tal  caso  se  tiene  en 

este  sistema  la  probabilidad,  de  que  un  error  quede  comprendido 
entre  los  limites  — 6'  y  +6',  espresada  por: 

Ambas  integrales  ser^  iguales,  si  hö—h'd''^  asi  se  v6  que  si 
Ji=2h\  un  error  doble  en  el  segundo  sistema  es  tan  probable  que 
un  error  simple  en  el  primero.  En  el  primer  sistema  la  precision  es 
luego  dos  veces  mas  grande  que  en  el  segundo,  y  la  constante  h 
puede  mirarse,  de  consiguiente ,  como  la  medida  de  la  precision 
de  las  observaciones. 
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31*  En  ingar  de  la  medida  de  la  precision  de  las  observacioned 
se  introdnce  comunemente  otra  nocion,  es  decir,  la  del  error  pro- 
bable. Ordenando  una  serie  de  errores  con  respecto  4  su  magnitnd 
absoluta,  j  ^cribiendo  cado  error  tantas  yeces  cuantes  se  presenta 
realmente,  se  llama  error  probable  al  error  que  en  dicba  serie 
ocnpa  exactemente  la  mediania.  Llamando  k  este  error  r ,  se  signe 
qne  la  probabilidad  die  que  un  error  est6  comprendido  entre  los  limi- 
tes  — r  y  +r,  debe  ser  igual  k  -J-;  luego  ser4: 


poniendo  hd=t^  la  integral  toma  esta  forma: 

Ar  hr 


0 


-f 


1/      I  e"*  dt  =  iy     luego 

El  yalor  de  esta  integral  ser4  lJ!=:  0.44311 ,  si  ^r =0.47694*. 

De  ahi  se  sigue ,  que  el  error  probable  se  espresa  por : 

0.47694 


r  = 


mAr 


La  integral  zr-  j  e~^  dt  espresara,  de  consiguiente ,  la  pro- 

0 

babilidad  de  un  error  n  veces  mas  grande  que  el  error  probable;  asi, 

tomando,  p.  ej.,  n=^,  ö  adoptando  n^r ^0.23847,  se  balla  para  la 

probabilidad  de  un  error  igual  k  la  mitad  del  error  probable,  el 

Yalor:  0.264,  es  decir,  entre  1000  observaciones  habr4  legaknente  264 

errores  menores  que  la  mitad  del  error  probable.     Del  mismo  modo 

se  halla,  tomando  para  n  sucesivamente  los  valores  ^,  2,  ^,  3,  •},  4, 

I,  5,  que  entre  1000  observaciones  se  presentar&n  legalmente: 

688  en  las  que  el  error  es  <  {r 


823 

»      » 

,      „    <  2r 

908 

>i      j 

.     „  <  4»- 

956 

>i      » 

,      „   <  8r 

982 

y>        j 

•     „  <  !♦• 

993 

»»        » 

,      „   <4r 

998 

»»        » 

,      ,.<»»• 

999 

»»        » 

,      »  <  6r, 

*  En  cuanto  al  calculo  nmn^rico  de  esta  integral  T^ase  el  no.  17  de 
la  introduccion. 
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y  ootapfbraaoLdo  ooti  estas  resultados  una  serie  estendida  de  errores  de 
observacion.  realm^i'te  cometidos,  se  llegar&  al  coByencimieiito  de  qtte 
el  nümere  de  los  errores  de  una  magnitud  dada,  cometidos  en  efeeto, 
coincide  mui  proadmamettte  con  el  nümero  deducidoarril^a  delate<»ia, 
Hai  otro  modo  distinto  del  espuesto  para  llegar  al  conoeimieiito 
del  yalor  del  error  probable  correspondiente  k  una  serie  dada  de 
obseryacionee.  Suponiendo  que  se  tenga  una  serie  de  tn  errores  de 
observacion  efectivos  zf,  ^. . . . ,  en  tal  oaso  ser4  la  probabilidad  de 
la  presencia  simultanea  de  estos  errores : 

.im 


Tr=4-<j-*^f^^+^^+^'^"+-i 


7  admitiendo  que  estos  errores  han  tenido  lugar  reabnente,  de 
manera  que  ya  bo  puede  alterarse  nada  en  ellos,  entonces  depender4 
el  m4ximo  de  TT  tan  solo  de  Ä,  y  el  valor  de  Ä  &  que  corresponde  el 
mäximo  8er4,  por  consiguiente,  el  valor  mas  probable  propio  de  estas 
observaciones.  Designando  brevemente  la  suma  de  los  cuadrados 
de  todos  los  errores  z/,  j^  etc.  por  [-^^],  de -modo  que  ser4: 

se  obtendrä.  facilmente  para  la  condicion  del  m&ximo : 

de  donde  se  sigue :  ^     _  ^/\2'Ä\ 

La  raiz  cuadrada  del  cuociente  que  tiene  por  nümerador  la 
sumä  de  los  cuadrados  de  los  errores  de  observacion  efectivos  y  por 
denominador  el  nümero  de  ellos,  se  Uama  elerrormediode  estas 
observaciones.  Si  este  error  se  hubiese  cometido  en  cada  una  de  las 
observaciones,  hubiera  proporciondo  la  misma  suma  de  los  cuadrados 
de  errores  que  la  que  tiene  lugar  reabnente.    Llamandolo  f,  de  modo 

que:  «=/S, 

r     '  m 
sera :  I 

-  r  =  0.47694  ?^a« 

r  =  0.674489«. 
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SS*  Por  medio  de  lo  epuesto  puede  resolverse  ahora  el  problema 
propiamente  tal,  k  saber:  „Deducir  de  im  sistema  de  eouacioBee  (l) 
dadas  por  observaciones ,  los  valores  mas  probables  de  las  in- 
cögnitas  x,  y^e,  j  sA  mismo  tiempo  el  error  probable  de  ellos,  como 
tambien  los  errores  probables  ^e  las  dif^entes  observaciones.^ 

Sustituyendo  en  la  esprcsion  (2)  de  la  ftmeion  TT,  .qne  d^  la 
probabilidad  de  la  presencia  sinmltauea  de  los  errores  J  j/  /f'  etc., 
en  Ingar  de  fpi/d)-,  9>{^  etc.,  [los*  valores  sacados  de  la  ecnacion 
(l),  se  obtiene: 

suponiendo  qne  todas  las  observaciones  son  iguabnente  bnenas. 
Las  cantidades  J,  ^ ^  ^\  etc.  no  son  los  errores  efectivos  de  obser- 
vacion,  sino  dependen  todavla  de  los  valores  de  a?,  y,  z,  Pero,  como 
para  los  valores  mas  probables  de  a;,  3/  je? ,  la  probabilidad  de  la  pre- 
sencia simultanea  de  los  errores  restantes  ha  de  ser  la  major  po- 
sible,  pnesto  que  en  tal  caso  estos  -dltimos  se  igxialar&n  lo  mas 
posible  &  los  errores  efectivos  que  hai  de  esperar  en  tm  niimero 
determinado  de  observaciones ,  se  v6  que  los  valores  de  las  incögni- 
tas  deben  determinarse  por  la  ecuacion : 

Jt  j^  ^'i  _^  ^"2  ^  . . , .  =  mfnimo 

es  decir,  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  errores  restantes  en  las 
eenaciones  (1)  debe  ser  un  minimo.  Es  por  esta  razon,  que  este 
procedimiento  de  determinar  los  valores  mas  probables  de  las  incög- 
nitas,  mediante  tales  ecuaciones,  se  llama  el  m6todo  de  los  cua- 
drados menores.  ^ 

Tom^mos  primero  el  caso  mas  sencillo,  es  decir,  cuando  los  valo- 
res de  ima  sola  incögnita  se  dan  por  observaciones  directas;  en 
tal  caso  se  obtiene ,  segun  la  hipötesis ,  el  valor  mas  probable  adop- 
tando  el  t^rm'ino  medio  de  todas  las  observaciones,  cuya  regia  se 
sigue  ademas  tambien  de  la  condicion  del  minimo  puesta  arriba. 
Los  errores  restantes  se  espresan  en  tal  caso ,  cualquiera  que  sea  el 
valor  de  a;,  por: 

^zziX'-n^    ^=a:  — n',    jdf'=x  —  vC'  etc. 

Designandose 

la  Buma  n  -I-  n  -f  n"  -f . . . .  por  [n] 

^  la  suma  n*+ w'*-f  n"*-|- por  [«  n] 

4* 
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y  el  nümero  de  las  observaciones  por  m ,  se  obtiene  para  la  £uma  de 
los  cuadrados  de  los  errores  restantes : 

2;(ic-n)«  =  ma;«-2a; [n]  +  [nn]  =  [nn]  -  ^  +  w  (x-^y. 

Como  los  t^rminos  del  lado  derecho  son  positivos ,  la  suma  de 
los  cuadrados  de  los  errores  ser4  un  minimo ,  si 

tn 

j  la  suma  misma  teiidr4  el  valor: 

[n«]  =  i^  =  [nn<]. 

Con  el  fin  de  hallar  el  error  probable  de  este  resultado  relative 
k  la  incögnita  x ,  suponiendo  conocido  el  error  probable  de  una  ob- 
servacion  aislada,  se  necesita  conocer  im  teor6ma  que  resolver^mos 
de  un  modo  jeneral ,  a  causa  de  las  aplicaciones  que  de  61  se  haran. 
en  lo  sucesivo,  k  saber,  „hallar  la  espresion  del  error  probable  de 
una  funcion  linear  de  varias  incögnitas  Xy  x  etc. ,  cuyos  errores  pro- 
bables se  dan". 

Si  r  es  el  error  probable  de  o;,  y  si  se  supone  la  funcion  sen- 

cilla  de  x : 

X=aXy 

es  claro,  que  ar  ser&  el  error  probable  de  X.  En  efecto,  si  Xq  es  el 
valor  mas  probable  de  x,  tambien  uXq  serfi,  el  valor  mas  probable 
de  X,  y  el  nümero  de  los  casos,  en  que  x  estarä  comprendida  entre 
los  limites  Xq—t  y  Xq+t  es  igual  al  de  los  casos  en  que  X  estara 
comprendida  entre  aXQ  —  arjXQ  +  ar, 

Sea  ahbra  X  una  funcion  linear  de  dos  variables : 

y  sean  a  y  a'  los  valores  mas  probables  ^  r  j  r  los  errores  probables 
de  xy  X.   Para  los  errores  de  ic  y  aj'  han  de  tomarse  entonces  respecti- 

vamente  7i=  — yÄ'=— ,  siendo  c= 0.47694,  y  la  probabilidad  de 

cualquier  valor  de  x  sera : 


y  la  de  cualquier  valor  de  x': 


e    ^ 


r 


'Vn 
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Inego,  la  probabilidad  de  la  presencia  simultanea  de  dos  valores 
cnalesquiera  de  a;  y  a:' :  * 

— r-  e     ^  •  •*, 

rr  u 

De  consigoiente,  bi  x  j  x  han  de  satisfacer  ä  la  ecuacion 
ir+a?'  =  X,  se  obtendrä»  la  probabilidad  de  la  presencia  simult&nea 
de  dos  valores  de  xj  x\  poniendo  en  la  espresion  que  precede,  X — x 
en  logar  de  x\  6  llamando  W  k  esta  probabilidad  serÄ : 

rrn 

Efectoando  ahora  la  siunacion  de  todos  los  casos ,  en  qne  x  pueda 
oombinarse  con  x'  para  dar  X,  de  modo  que  &  x  han  de  darse 
todos  los  valores  entre  los  limites  —  oo  y  +  oo,  ö  tomando  la  inte- 
gral de  Wcon  respecto  a  x  entre  estos  limites,  se  habr^  conside- 
rado  todos  los  casos,  en  que  pueda  obtenerse  X,  y  con  esto  se  tendrä 
determinada  la  probabilidad  de  X. 

Beuniendo  todos  los  t^rminos  que  contienen  x^  y  dändoles 
una  forma  cuadratica,  se  puede  poner  f&cilmente  la  integral  W  bajo 
la  forma  siguiente: 


-.0» 


rr 

-.0» 


.  dx 


c 


e    »"+-" 


ü 
en  donde  se  ha  puesto : 


rr 
j  como :  ^ 


_  c  Vr^Tr^  f^     r»  (X-  a)  +  r^a^ 


r  •••+r'«        ) 


Je       du=- 


se  obtiene  para  la  probabilidad  de  un  valor  de  X 


YT^^W^Vn 


e    -'+^' 


(X^a'-af 


,» 
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Pero  esta  espresion  Uega  a  ser  un  maximo,  si  X^^^a+a'y  de 
donde  se  siguef  que  el  valor  mas  probable  de  X  es  igual  k  la  suma 
de  los  yalores  mas  probables  de  o;  7  x\  j  como  la  medida  de  la  pre- 

cision  de  esta  determinacion  es  -,  ,  resulta  para  el  error  pro- 

bable  de  X  la  espresion:  yr^+r*, 

Combinando  esto  resultado  con  el  teorema  ballado  arriba ,  $e 
sigue  ademas  que  si 

el  error  mas  probable  de  X  serä  igual  k  yd^r^-^a^r^. 

Este  teorema  puede  facümente  estenderse  &  un  nümero  cual- 
quiera  de  t^rminos ;  pues  en  el  caso  de  tres  t^rminos  se  puede  com- 
prender  primero  dos  de  ellos  en  uno  solo,  j  combinar  el  resultado 
en  seguida  con  el  tercero,  ete.  De  este  modo  resulta  el  teorema 
jeneral:  si  en  la  funcion  linear 

X=a«  +  <»'Ä?'  +  ci"ap"-h . . . ., 
son  r,  /,  r"  eto.  los  errores  probables  de  »,  a/,  x\  etc. ,  ©1  error  pro- 
bable de  X  serä  igual  4:  * 

Por  medio  de  este  teorema  se  halla  inmediamente  el  error  pro- 
bable del  t6rmino  medio  de  m  observaciones ,  de  las  que  cada  una 
est4  afectada  del  error  probable  r;  pues  como: 

w  +  n'  +  n"-l- 


x  = 


m 


el  error  probable  ser&  igual  ky  m.  —^  6  7;=^. 

f  wr      yvn 

De  consiguiente  la  razon  entre  el  error  probable  del  t^rmino 
medio  de  m  observaciones  7  el  error  probable  de  una  simple  obser- 

vacion  es  igual  k  rp=r,   6  la  medida  de  la  precision  del  t^rmino 

frm 

medio  es  a  la  medida  de  la  precision  de  una  simple  observacion  como 
hymih.  A  veces  se  espresa  tambien  la  precision  relativa  de  dos 
cantidades  por  sus  pesos.  Se  entiende  por  peso  (pondus)  de  una 
magnitud  el  nümero  de  observaciones  igualmente  buenas,  necesarias 
para  que  su  t6rmino  medio  d6  una  determinacion  de  la  misma  pre- 
cision que  la  del  valor  dado.  Luego  si  el  peso  de  una  observacion 
aislada  es  1 ,  el  peso  del  t6rmino  medio  de  m  observaciones  serä  m. 
Los  pesos  de  dos  magnitudes  son,  de  consiguiente,  proporcionales 
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direeiamente  4  loji  cuadrados  de  las  medida«  de  la  precision ,  7  reci- 
proeamente  a  los  ciiadrados  de  los  errores  probables*. 

Besta  determinar  el  error  probable  r  de  una  observacion  aislada. 
Si,  despues  de  haber  introducido  en  las  ecuaciones  aj— w=z/,  el  valor 
mas  probable  de  x ,  los  errores  restantes  faesen  los  errores  verda- 
dores  de  obseryacion ,  en  tal  caso ,  la  suina  de  los  cuadrados  de  estos 
diYidida  por  m  darla ,  conforme  con  el  no.  20,  el  cuadrado  del  error 

medio  de  una  observacion,  6  este  ultimo  error  seria  igual  a  t/Iü:!!^. 

Pero ,  como  el  t6rmino  me^io  de  las  observaciones  hechas  no  es  el 
Talor  verdadero  de  la  incögnita,  sino  tan  solo  el  mas  probable,  sacado 
de  estas  observaciones ,  esceptuando  el  caso  en  que  el  nümero  de  las 
observaciones  sea  infinitamente  grande,  se  infiere  que  los  errores 
restantes  no  seran  los  verdaderos  e:Arorea  de  observacion,  sino  que 
diferiran  de  ellos  en  mas  6  menos.  Sea  Xq  el  valor  mas  probable 
de  op,  determinado  por  el  t^rmine  medio,  J  x^+i  el  valor  verdadero. 
Sostitajendo  el  valor  x^  en  las  ecuaciones  de  condioion,  se  obtie- 
pen  los  errores  de  observacion  ä;^— n,  x^—n^  etc.,  que  designar^mos 
por  ^,  ^\  etc.,  inientras  que  la  sustitueien  del  valor  verdadero 
babria  dado  los  errores  0:^+1— w=d,  etc.  Asi  resultan  las  ecua- 
ciones : 

etc. 

Formando  la  suma  de  los  cuadrados  de  ambos  lados,  y  teniendo 
presente  que  la  suma  de  las  J  debe  ser  nula,  se  obtendr^: 

j  se  v6  asi,  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  errores,  a  los  que  ha 
conducido  el  t^rmino  medio ,  es  siempre  demasiado  pequeila. 

Como  [96]  =  we*,  siendo  c  el  error  medio  de  una  observacion, 
j  [JJ\  =  [nn^\ ,  esta  ecuacion  toma  1^»  forma  siguiente : 

*  Luego,  n  ä  dos  cantidades  corre^onden  los  pesos  p  =  -j^  j 
p'  =  -7^t  el  peso  de  la  Boma  el  eetas  dos  cantidades  Ber& 

=  _i— =^±^' 


f  • 
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«  = 


Si  bien  el  valor  de  b  no  puede  sacarse  de  esta^ecuacion,  puesto 
que  I  es  desconocida,  nos  aproximar^mos  sin  embargo  a  la  yerdad, 
en  cuanto  sea  posible ,  sustitayendo  en  lugar  de  |  el  error  medio  de 

Xj  j  como  este  es  segun  lo  que  precede,  igual  a  r;— ,  se  obtiene: 

r  w-i 

y  para  el  error  probablem 

r  =  0.674489  i/iüj^ 
r     m—V 

Ademas ,  el  error  medio  del  t6rmino  medio  ser4 : 

.(x)  =  -J-t/S, 
Yrnr    m—V 


j  el  error  probable : 


r{x)  = 


0i6744S9 


7/  [^^] 


Vm      y    m—V 

I^jemplo:  En  la  determinacion  telegrafica  de  la  diferencia  de 
lonjitud  entre  el  observatorio  de  Ann  Arbor  y  la  estacion  hydrogrä- 
fica  de  la  costa  de  Detroit,  se  han  obtenido,  el  21  de  Mayo  de  1801, 
por  medio  de  las  observaciones  de  31  estrellas  en  eunbos  pontos  la 
sigoientes  diferencias  de  lonjitud : 


Diferencia 

dif.  al 

Di  raren  oia 

dif.  al 

k 

de  lonjitud. 

t^rmiuo  medio. 

de  lonjitud. 

t^rmino  medio. 

Estrella  1  2m  43* 

.  60 

~0.ll 

Eßtrella  16  2»  34«  . 

60 

-O.Ol 

2 

43 

.  49 

-0.00 

17 

43   . 

44. 

+  0.05 

1 

43 

.  63 

-0.14 

18 

43   . 

37 

+  0.12 

4 

43 

.  52 

-0.03 

18 

43   . 

32 

+  0.17 

5 

43 

.  31 

4-0.18 

20 

43   . 

12 

+  0.37 

6 

43 

.  67 

-0.18 

21 

43   . 

30 

+  0.19 

7 

43 

•    uO 

-0.49 

22 

43   . 

72 

-0.23 

8 

43 

.  63 

-0.14 

23 

43   . 

25 

+  0.24 

9 

43 

.  83 

-0.34 

24 

43   . 

13 

+  0.36 

10 

43 

.  79 

-0.30 

25 

43   . 

27 

+  0.22 

11 

43 

.  54 

-0.05 

26 

43   . 

34 

+  0.15 

12 

43 

.  18 

+  0.31 

27 

43   . 

15 

+  0.34 

13 

43 

.  45 

+  0.04 

28 

43   . 

86 

-0.37 

14 

43 

.  68 

-0.19 

28 

43   . 

29 

+  0.20 

15 

43 

.  32 

+  0.17 

30 

43   . 

40 

+  0.09 

31 

43   . 

95 

-0.46 

t^rm.  medio  2m  43«  .  49 
La  suma  de  los  cuadrados  de  los  errores  restantes  es  [nn^]  =  1.77 
y  como  m,  el  nümero  de  las  observaciones,  es  =-31,  se  sigue: 
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el  error  probable  de  una  simple  observacion  = +_  0* .  164 
Inego  el  error  probable  del  t^rmino  medio  de  todas  las  observaciones 

=  +  0"  .  029. 
Si  bien  no  puede  esperarse  que  en  tan  pocas  observaciones  la 
reparticion  de  los  errores  corresponda  exactemente  k  la  ley  dada  en 
elno.  2i,  podemos,  sin  embargo,  convencemos  de  que  esto  tendrälugar 
aproximadamente.  Con  efecto,  segun  la  teoria,  con  31  observa- 
ciones, lo% errores  deberian  estar  destribuidos  de  este  modo: 
el  nümero  de  los  errores  menores  que  ^r,  r,  l-r,  2r,  fr,  3r 

debe  ser  igual  ä  8,  15,  21 ,  25,   28,  30. 
Segun  el  cuadro  de  aniba  estos  niimeros  son  en  realidad : 

6,12,22,24,29,30. 

El  error  que  ocupa  exactamente  la  mediania ,  y  que  de  consi- 
gniente  deberia  ser  igual  al  error  mas  probable,  es  0.18. 

23*  Consideramos  ahora  el  caso  jeneral,  suponiendo  varias 
incögnitas,  cuyo  nümero  limitar^mos  a  tres,  en  las  ecuaciones  de 
condicion  (1)  dadas  por  las  diferentes  observaciones.  Tambien  en 
este  caso  los  valores  mas  probables  de  las  incögnitas  son  los  que 
hacen  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  errores  restantes  sea  un 
minimo.  Como  esta  suma  de  cuadrados  debe  ser  un  minimo  tanto 
con  respecto  a  a;,  cuanto  a^  y  ^,  esta  condicion  conduce  ä  tantas 
ecuaciones  cuantas  incögnitas  hai,  de  modo  que  estas  ültimas  pueden 
determinarse. 

Se  obtiene  para  la  ecuacion  del  minimo  con  respecto  a  x : 

-i^-f-^^  +  ^'^  +  ....  =  0, 
ax  ax  ax 

6,  como  segun  las  ecuaciones  (l)  es:  -3— =  a,  -^ —  =  a',  etc.,  sera: 

da  +  Jta  +  J^'a"  -f . . . .  =  0. 
Sustituy^ndose  aqui  en  lugar  de  z/,  ^',  etc. ,  las  espresiones  (l) 
y  design4ndose ,  como  antes ,  la  suma  de  todas  las  cantidades : 

aa  +  a'a +«"»"  +  .. . .  por  [aa] 
6igualmente  ah  +  a'V +  a"h" +  ....  vor  [ab,], 

etc. 

resultaran  las  ecuaciones : 

[aa]  x  +  [dh]y-\-[ac]z  +  [an]  =  0  (Ä) 

[ab]x+[hh]y-^  [b  c]  z  +  [hn]  =  0  (B) 

[ac]x  +  [I)c]y  +  [cc]s-\'[cn]-0,  (C) 
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De  estas  eeuaciones  se  deducen  Los  yalores  mas  probables  de 
rc,  y,  z,  Con  el  fin  de  resolverlas ,  multipliquese  la  primera  por  j — ^ 
7  r^stese  esta  de  la  segunda;  igualmente  multipliquese  la  primera 
por  \ — Y  y  r^stese  de  la  tercera:  asi  se  obtendr^n  dos  eeuaciones,  de 
kfl  que  X  estarik  eliminada,  j  que  tendr&n  la  forma: 

[hli]y  +  [hc^]z  +  \bn{\=0  (D) 

[6c,]y4-[cc,]^:  +  [cn,]  =  0,  (JE) 

en  donde  se  ba  puesto : 

y  en  donde,  de  un  modo  anUogo,  se  forman  los  demas  coeficientes. 

Multiplicando  en  segoida  la  ecuacion  (D)  por  7rr\y  7  reständola 

de  (E) ,  se  obtiene : 

[cct]z  +  [cih]=^0  (F) 

siendo : 

La  ecuacion  (F)  da  el  valor  de  jer,  mientras  que  las  eeuaciones 
(D)  y  (Ä)  daran  los  valores  iey  j  x, 

Deduciendo  [J*]  de  las  eeuaciones  (1) ,  y  atendiendo  4  las  eeua- 
ciones Ä^  B^  Cy  se  halla  para  la  suma  de  los  cuadrados  de  los 
errores  restantes : 

[J^  =  [nn]  +  [an]x-^  [&n]y  4-  [cnJarT 

Para  eliminar  kx^y^e  se  multiplica  la  ecuacion  A  por  L— |^  y  se 
la  resta  de  la  ecuacion  que  precede ,  resultando  asi : 

[dJ]  =  [nn]  -.  M  +  [ftntjy  +  [cn{\  z. 

Multiplicando  en  seguida  la  ecuacion  (B)  por  Ir-g-i,  y  restlmdola 
de  esta  liltima,  se  obtiene: 

y  sustituyendo  aqui  en  lugar  de  z  el  valor  sacado  de  {F) ,  se  obtiene 
facilmente  para  el  minimo  de  los  cuadrados  de  errores: 

T^^^       r       1        [»»*]'       [^**l]*       [C«i]"       r        1 

^      ■'     *-     •'      [aa]      \bbx]      [ce^      ^      •' 


59 

La  ecuacioB  para  el  xnlnimo  de  los  cuadrados  de  los  errores  hu- 

biera  podido  obtenerse  tambien  sin  hacer  uso  del  cälculo  diferen- 

cial;  pues  multiplicando  cacm  una  de  las  ecuaciones  (1)  sucesiya- 

mepte  por  ax^hy^  cz  j  n^y  sumandolas ,  se  obtiene- 

[JJ]-[aJ]x  +  lhJ]y  +  [c^t]Z'\'[nJ],  (a) 

en  donde:  ^^^  ^ ^^^j ^  _^  ^^^  ^  _^  ^^^j ^  _^  ^^^^^  ^^^ 

etc. 

Sucando  el  valor  de  x  de  la  ecuacion  (b)  j  poniöndolo  en  (a), 
se  obiiene : 


en  donde: 


[JJ]  =  ^^  +  [ft^,]y  +  [c4/,]^+  [nz/,],  (c) 

[&^,]  =  [65,]y  +  [dc,]^  +  [6«,],  ^ 


Snstituy^ndose  ahora  en  (c) ,  en  lugar  de  p  su  valor  sacado  de  la  pri- 
mera  de  las  ecuaciones  (ei),  ser&: 


en  cuya  ecuacion  se  ha  puesto : 


lcJt]=^[cct]z  +  [cnt], 
lnJt]=[cnt]z-\-[nnt]y 


if) 


j  sustituy^ndose  finalmente  el  valor  de  z  de  la  primera  de  estas 
ecuaciones  en  (e)  resulta: 

^^^J       [aa]  ^  [hb,]  ^  [cCi]  ^L'^^'J'  ^^ 

en  donde  es,  como  se  v6  f§.cilmente,  [n^^  =  [nn^]. 

Como  los  tres  primeros  t6rminos  del  lado  derecho,  que  contie- 
nen  x^y^z^  son  cuadräticos,  se  v6  que,  para  obtener  el  minimo  de 
los  cuadrados  de  errores ,  es  necesario  poner  [a  ^]  =  0 ,  [i^  ^]  =  0 
y  [c^J  =  0,  ecuaciones  id^nticas  con  las  halladas  arriba,  y  que 
[«laj  es  el  minimo  de  los  cuadrados  de  errores. 

S4«  Para  hallar  ahora  los  errores  probables  de  las  incögnitas  se 
puede  hacer  uso  de  nuevo  del  teorema  hallado  en  el  no.  22 ,  relativo 
al  error  probable ,  puesto  que  se  v6  facilmente  por  las  ecuaciones 
Ay  2>,  jP,  relativas  a  los  valores  mas  probables  de  Xy  y,  j?,  que  estos 
pueden  representarse  por  funciones  lineares  de  las  magnitudes  obser- 
vadas  n,  n ,  n"  etc. 
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Con  el  fin  de  sacar  a  :r  de  las  tres  ecuaciones,  debe  multiplicarse 
cado  una  de  ellas  por  cierto  coeficiente  que  goze  de  tal  propiedad, 
que  en  la  suma  de  las   ecuaciones  los   coeficientes  de  p  y  z  se 

igualen  a  cero.    Multiplicando  pues  A  por  7 — ^ ,  2)  por  ^-jr  ,  F  por 
7 — X .  y  sumando  las  tres  ecuaciones,  se  obtendran  las  dos  ecuaciones 

[CCi]  '  -^ 

de  condicion  para  determinar  &  Ä  y  Ä'i 

H+^'=o,  («) 

[aa] 

[ac]        ,\bct]       .,._^  „ 

[ad]  [bht]  [cct]  ^" 

Para  determinar  a  y,  multipllqueseD  por  r-r^,  F  por  7 — ^,y  sumando 
se  sigue : 

[^"^^+^'  =  0,  (d) 


Finalmente  es: 


[bh] 

^         [bh]     ^  [cctY  ^^ 

z--^^  (t) 


Desarrollando  lascantidades  [&nj  y  [cwj],  se  obtienef4cilmente : 

[cfi^]  =  A" [an]  +  B'  \bn]  +  [cn] ,  {9) 

y  como ,  en  vista  de  la  formacion  sim^trica  de  las  cantidades  encerra- 

das  en  par6ntesis,  es  permitido  variar  las  letras,  se  obtiene  tambien : 

[hh]  =  A'  [ah]  +  [h}>]  (t) 

[cct]  =A'  [ac]-\-B'  [hc]  +  [cc]  (x) 

[h  cj]  =^"  [a  h]  +  B'  [66]  H-  [6  c]  =  0  (X) 

[a Ct]  =  Ä'  [aa]  +  B'  [a  6]  -^-lac]^  0.  {ji) * 

Como  \an\  es.  una  funcion  linear  de  las  w,  y  como  tambien 
[6nj]  y  \cn^  estan  reducidas  ä  tales  funciones,  se  hace  facil  la  deter- 
minacion  del  error  probable  de  estas  magnitudes.  £n  primer  lugar 
es  \an\=^ an -\- an+a'n"  +  —  I^e consiguiente,  si  r  es  el  error 
probable  de  una  observacion  ö  de  una  w,  el  error  probable  de 
\an\  sera: 


*  Mediante  las  ecuadones  (a),  (p)  y  (d)  se  reconoce  luego,  que 
las  dos  ültimas  espresiones  deben  ser  iguales  ä.  cero. 


61 

r  {[an])  =  r  Vaa  +  aa'  -f  a'V  + =r  ^[oo]; 

cada  tma  de  los  t^rminos  de  [&nj  tiene  ademas  la  forma  (^'a+&)n. 
Para  formar  el  cuadrado  de  esta  espresion  multipliquesela  primero 
por  Ä an^  j  en  seguida  por  fcw ,  y  el  coeficiente  de  n*  sera: 

A'  {A'aa-h  ab)  +  Ä'ab-\-bb. 

Luego  es  esta  espresion  tambien  la  forma  de  los  coefieientes  de 
cada  1^  en  laformula  del  cuadrado  del  error  probable  de  [hriy],  6  serä: 

{r]bn,])^=z[A'  (A'[aa]-^[ab)]-hA'  [ab]-h\bb])f^, 

6:  r{\bn,])=.r,r\bh], 

como  se  v6  luego  por  las  ecuaciones  (er)  y  (t). 

Por  fin,  el  coeficiente  de  cada  n  en  [cn^]  es : 

A^a-^B'b  +  c. 

Mevando  esta  espresion  al  cuadrado ,  se  tendra : 

A"{A"aa  +  B'ab  +  ac) 
+  B"  {A''ab-^B'bb  +  bc) 
■^A"A"ac-\-B'bc-{-cc. 

Tomando  la  suma  de  todos  los  cuadrados  aislados,  el  coeficiente 
de  r*  en  la  espresion  de  (»"[cwg])^  resultara  igual  a: 

+  JB'  (X' [ab]  -h  B'  [b  b]  +  [bc]) 
+  A"[ac]-^B'[be]  +  [cc], 

6  simplemente  [cc^,  segun  las  ecuaciones  (x),  (i)  y  (^);  de  ahi  se 
sigue: 

r[cn2]  =  r.y[c^. 

Con  lo  que  precede  se  hallan  ahora  facilmente  los  errores  probables  de 
x,  y,  js,  Segun  la  ecuacion  (y)  se  obtiene  para  el  cuadrado  del  error 
propable  de  x: 


Bei  mismo  modo  se  halla: 
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Queda  por  determinar  todavia  el  error  probable  de  nna  obser- 
vacion.  Dando  a  x,  y^  jer,  en  las  ecuaciones  primitivas  (1) ,  valores 
cualesqniera,  se  puede  dar  a  la  suma  de  los  cuadrados  de  errores  la 
forma  sigoiente : 

Sustituy^ndose  aqni  en  lugar  de  a?,  y,  z  los  valores  mas  pro- 
bables qae  resulten  del  sistema  de  ecuaciones,  en  tal  caso  las 
magnitudes  [az/],  \b/!f\  j  [cd^]  se  igualan  ä  cero,  j  [nn^]  es  la  suma 
de  los  cuadrados  de  los  errores  restantes  correspondientes  a  estoa 
valores  de  x^  y  j  g-  Pero  estos  valores  no  ser&n  los  verdaderos  sino 
en  el  caso  en  que  el  nümero  de  las  observaciones  es  infinitamente 
grande.  Suponiendo  conocidos  los  valores  verdaderos,  y  susti- 
tuy^ndolos  en  las  ecuaciones  de  arriba,  [z/  J]  seria  entonces  la  suma 
de  los  cuadrados  de  los  errores  verdaderos,  de  manera  que  se 
tendria: 

laa]       [bbi]         [cct] 

en  donde  las  cantidades  [a  J] ,  [b  d^] ,  [c  J^  y2L  no  serian  cero,  sino  un 

poco  diferentes  de  cero.    Como  todos  estos  t^rminos  son  cuadraticoa 

se  v6,  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  errores  hallados  mediante 

los  valores  mas  probables  es  demasiado  pequefia,  y  para  aproximarse 

mas  &  la  verdad  pueden  adoptarse  para  [a  J]  etc.  los  errores  medios 

de  estas  magnitudes ,  que  resultarän  cuando  tenga  lugar  el  minimo 

de  los  cuadrados  de  errores.    Pero  como  en  las  ecuaciones : 

axo'\-byo-^cZo  +  n  =  J 
etc. 

ninguna  de  laa  magnitudes  en  el  lado  izquierdo,  escepto  n^  esta  afec- 
tada  de  errores,  tambien  ^  debe  estar  afectada  del  mismo  error  que  n, 
y  los  errores  medios  de  [a  d] ,  [b  z/J  y  [c  zf]^]  son  iguales  k  los  erro- 
res medios  hallados  para  [aw],  [&wj  y  [cn^].     Sustituy6ndose  estos' 
en  la  ecuacion  de  arriba  se  obtiene : 

m  ««=8«  +  «*  4-  «*+  [WW3] 

De  ahi  se  sigue,  que  de  un  nümero  finito  de  ecuaciones  de  va- 
rias  incögnitas  se  deduce  el  error  medio  de  una  observacion,  estray^n- 
dose  la  raiz  cuadrada  del  cuociente ,  cuyo  numerador  es  la  suma  de 
los  cuadrados  de  errores,   hallada  por  la  condicion  del  minimo, 
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j  cajo  denominadör  es  el  nümero  de  las  observaciones  dixninuido  en 
el  nümero  de  las  incögnitas. 

El  error  probable  de  iina  observacion  sera  asi: 

r  =  0.674489  l/^^A. 

Ifoia  1.  En  Ig  qua  precede  se  ha  Bnpnesto  sierapre  qae  todas  las 
observaciones,  qua  concurren  ä  la  determinacion  da  las  incögnitas,  fhesen 
ignahnente  buenas.  Si  esto  no  tiane  lugar,  y  si  A,  V,  V  etc.  significan 
las  medidas  de  la  precision  de  las  obBeryaciones  aisladas,  en  tal  caso  sarä 
la  probalHÜdad  de  los  eirores  ^,  z/,  etc.  para  las  obsaryacionas  aisladas: 

A  .-Ä*  A^,     _^  -Ä'«  J^  etc. 
Lnego  la  foncion  W  viene  &  ser  en  äste  caso: 

j  los  yalores  mas  probables  de  rc,  y^  z  sarän  de  consigoiente  los  &  que 
oorresponde  el  minimo  de  la  suma: 

Para  determinar  estos  yalores  se  multiplicarän^  de  consiguiente,  las  ecua- 
ciones  primitiyas  respactivamente  por  A,  V,  V  etc.;  se  formar&n  en 
segoida  las  snmas  mediante  los  nuevos  coefidentes,  lley&ndose  adelante 
el  c&lcalo  nuxn^rico  como  arriba. 

^oto  2.  Si  hai  nna  sola  incögmta,  y  si  las  ecnadones  ordinales, 
pTopordonadas  por  las  observaciones,  tienen  la  forma: 

0  =  n  -^a  X,  ♦ 

O  +  n'  +  a'a?, 
0  =  n"-f  a"a^  etc. 

en  tal  caso  serÄ  ä=:  — ^ — ^  con  el  error  probable'r^= -==,  siendo  r 

el  error  probable  de  una  observacion. 

25.  Para  illustrar  las  consideraciones  que  preceden ,  sirva  el 
ejemplo  siguiente  qne  se  ha  tomado  del  tomo  7  „  der  Königsberger 
Beobachtungen^*  pag.  XXIII',  en  donde  Bessel  ha  determinado  la 
correccion  de  la  constante  de  la  refraccion.  De  las  52  ecuaciones 
dadas  en  dicha  publicacion  se  han  escojido  solamente  las  20  siguien- 
tes ,  cuyos  pesos  se  han  supuesto  iguales ,  y  en  las  que  el  t^rmino 
num^rico  representa  una  cantidad  tomada  de  las  observaciones  de 
nna  estrella,  y  la  correccion  de  la  constante  de  la  refraccion,  y  x 
iin  error  constante  que  puede  sospecharse  en  todos  resultados  de  la 
observacion. 
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La  forma  jeneral  de  las  ecuaciones  de  condicion  es  en  el  caso 
presente: 

el  factor  designado  arriba  por  a  es  aqui  1 ,  y  las  diferentes  ecuacio- 
d^  condicion  deducidas  del  conjunto  de  las  observaciones  de  cada 
estrella  son  las  siguientes : 

erroret  restantes. 

a  Urs.  min.  0  =  +  0".  02  +  a?  +     0.2  y  -  0".  03 

ß  Urs.  min.  0  =  +  0  .45  +  3?  +     8.2y  +0  .48 

ß  Cephei  0  =  +  0  AO-hx  +  20.1  y  +0  .14 

o  Urs.  maj.  0  =  -0  .14  +  a;  -f  36.0y  -0  .03 

a  Cephei  0  =  -0  .62-fa:  +   43.9y  -0.47 

ö  Cephei  0  =  -0  .254-a?  +   65.9y  0  .00 

f   Cephei  0  =  -0  .03  +  «  +   74.9y  +0  .26 

ti  Cephei  0  =  --l  .24  +  «  +   77.8y  —0  .94 

o  Cassiop,  0  =  +  0  .59  +  «  +   75.5y  +0  .88 

y  Urs,  maj.  0  =  -0  .47+«  +   79.6y  -0.16 

ß  Draconis  0=     0  .00  +  «  +104.5y  +0.42 

y  Draconis  0  =  -0.51  +  «  +li4.3y  -0.04 

rj  Urs.  meto.  0  =  -l   .20  +  «  +125.6y  -0.68 

et  Persei  0  =  +  0.12  +  «  +I42.ly  +0.72 

a  Aurigae  0  =  -1.3l  +  «  +216.8y  —0.37 

a  Cygni  0=:-l.64  +  «  +254.8y  —0.58 

e  Aurigae  0  =  -l   .39  +  «  +280.2y  —0-16 

Y  Androm.  0  =  — 1.24  +  «  +393.5y  +0.51 

rj  Aurigatf  0  =  -l  .80  +  «  +4I9.6y  +0.06 

ß  Persei  0  =  -2.16  +  «  +481.2y  -O.Ol 

Para  deducir  de  ahi  las  ftuaciones  relativas  a  los  valores  mas 
probables  de  «  e  y  (ecuac.  A  y  B  del  no.  23) ,  bai  que  formar  pri- 
mero  las  sumas  [aa],  [<^^i  [^^]  i  [^^]  7  l^^]-  ^^  ^^  caso  presente 
el  calciilo  es  mui  sencillo,  por  ser  el  nümero  de  las  incögnitas  mui 
limitado  y  uno  de  los  coeficientes  igual  k  uno ;  pero  si  el  nümero  de 
las  incögnitas  es  mayor,  y  si  los  coeficientes  de  ellas  son,  p.  ej.,  a,  ö, 
0,  d,  sera  bueno  calcular  tambien  las  sumas  aljebraicas  de  todas  los 
coeficientes  de  cada  una  de  las  ecuaciones,  las  que  de  un  modo  jeneral, 
designar^mos  por  5;  formando  las  sumas  [as],  [5s],  [es]  etc.,  se 
tendra  una  comprobacion   del  c&lculo  nuinerico  por  las  relaciones 

siguientes : 

[ns]  =  [an]  +  [&w]  +  [cn]  +  [dn] 
[«»]  =  [a a]  +  [ah]  -^[ac]-^-  [ad] 

etc. 
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Calculadas  las  snmas  se  hallan  las  ecuaciones  para  la  deier- 
mliiacion  de  los  valores  mas  probables  de  x  ^  y: 

+  20.00öa;  +  3014.80  y  -  12.72  =  0 
+  3014.80a  +  844586.1  y  -  3700.65  =  0. 

y  la  resolucion  se  efectua  segnn  el  modelo  siguiente ,  que  f4ci]mente 
puede  aplicarse  al  caso,  en  que  haya  major  niimero  de  variables : 


laa] 

[ad] 

[an]                 [nn] 

+  20.0ÖO 

+  3014.80 

-12.72               20.28 

13.01030 

3.479259 

1.104487»   ^^**^*  8.09 
laa] 

[an]  =  - 12.72 

im 

[hn]                 12.19 

[aÄ]a:  =  H- 13.78 

« 

+  844586.1 

-8700.65    ?/^^'8,15 
[bbi] 

+   1.06 

+  454452.0 

T- 1917.41  t»n,]  =  4.04 

0.025306n 

mi]  = 

:  + 390134.1 

[hfh]z 

=  -1783.24 

1.301030 

. 

log  [dnt]  3.251210 

log  X  =  8.724276« 

log  [hdi]  5.591214 

a:  =  -0".053 

logy 

y- 

=  7.659996 
=  +  0.0045708 

Si  se  hubiesen  calculado  las  cantidades  [as]^  [&$],  etc.,  se  ob- 
tendria  tambien  como  comprobacion  de  este  c&lculo  [&&J  =  [Z>5j]; 
con  tres  incögnitas  se  tendria  [66J  +  [6q]  =  [hSj]  j  [002]=  [c^a]; 
j  de  im  modo  analogo  para  un  niimero  mayor  de  las  incögnitas. 

Para  determinar  los  errores  probables  de  x  ^  y  se  necesita,  a 
mas  de  [hb^],  la  cantidad 

[««.]  =  [««]-f^||p=  + 9.2884. 

Besnlta  entonces  ^ara  el  error  probable  de  la  cantidad  n  deducida 
de  las  observaciones  de  una  estrella: 


r  =  0.67449  j/^^^  =  ±  0.3195, 

y,  luego,  los  errores  probables  de  x  h  y: 

0".3195 
r(a;)  =  i7==  =  ±0".  105, 

0".3195 

de  donde  se  infiere ,  que  la  determinacion  de  x  por  las  ecuaciones  de 

arriba  es  mui  insegura ,  puesto  que  el  error  probable  escede  el  valor 

faailado  de  x\  pero  tambien  que  el  error  probable  de  la  correccion 
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hallada  para  la  constante  de  la  refraccion  Importe  a  lo  sumo  ^  de 
SU  valor. 

Su8tituy6iidose  los  valores  mas  probables  de  x  ^  y  en  las  ecaa- 
ciones  de  arriba ,  se  obtienen  entonces  los  errores  restantes  en  las 
difereutes  ecnaciones,  los  cuales  ya  est4n  puestos  al  lado  de  estas 
tanto  para  aborrar  espacio  cuanto  para  facilitar  la  comparacion. 
Formando  la  suma  de  los  cuadrados  de  estos  errores  restantes  se 
obtiene  4.04,  conforme  con  [nnj],  teni^ndose  en  esto  una  nueva 
comprobacion  de  la  exactitud  del  calcnlo. 

Nota,  Sobre  el  m^todo  de  los  cuadrados  menores  v^e:  Gauss, 
Theoria  motus  corporum  coelestium  pag.  205  et  seq.  Oauss,  Theoria 
combination^  observationum  erroribus  minimis  obnozine.  Encke  en  los 
ap^ndices  &  los  Berliner  Jahrbücher  correspondientes  ä  1834,  1835  j  1836. 


E,  —  EL  DESARROLLO  EN  SERTES  DE  LAS  FUNCIONES  PERIÖ- 
DICAS  DADAS  POR  VALORES  NÜMfeRICOS. 

26«  Las  funciones  periödicas  se  emplean  frecuentemente  en  la 
Astronomia,  puesto  que  el  objeto  de  muchos  problemas  consiste  en 
investigar  los  periödos  en  los  que  se  reproducen  ciertos  fenomenos, 
j  como  estos  Ultimos  est4n  siempre  contenidos  dentro  de  ciertos  limi- 
tes  que  no  pueden  volverse  infinitamente'  grandes,  no  se  tratar4  sino 
de  tales  funciones  periödicas  en  que  entran  los  senos  j  cosenos  de  la 
cantidad  variable.  Si  X  denota  tal  funcion  periodica,  se  puede 
darle  la  forma  siguiente : 

X  =  ao  +  aiC08a;4-fliC082a;  +  a8C08'^a;4- 

+  Bi  senx  -f  h^  Ben2a;  +  5,  8en3a:  + 

El  caso  que  comunemente  se  presenta  es  el  en  que  se  dan  los 
valbres  num6ricos  de  X,  correspondientes  a  ciertos  valores  de  a?,  me- 
diante  los  cuales  se  pide  determinar  los  coeficientes.  La  resolucion 
de  este  problema  es  sobre  todo  cömoda,  cuando  la  circunferencia  se 
divide  en  un  nümero  de  n  partes  iguales ,  dandose  los  valores  num6- 

ricos  de  X  para  los  valores  de  x  =  0,  ar  =  — ,  .r  =  2  —  etc.  hasta 
X  =  (w—  1)  — ,  puesto  que  en  tal  caso  se  puede  facilitar  la  resolucion 
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por  medio  de  la  aplicacion  de  algimos  teoremas,  de  los  qne  trata- 
r§mos  primero. 

Se  sabe  que  si  Ä  es  una  parte  alicuota  de  la  circunferencia ,  de 
manera  que  nÄ  =  27iy  la  suma  de  la  serie: 

8eiiA  +  Ben?ui  +  8en3A  + -fBen(n— I)^ 

es  siempre  cero ,  j  que  la  suma  de  la  serie : 

C08j.H-COs2J.  +  C08  3J.-f- -f  COß(«--l)il, 

63  cero ,  eseeptuando  el  caso  en  que  A  es  igual  4  2  ti  ,  6  li  un  mül- 
tiplo  de  27C,  en  cuyo  supuesto  la  suma  de  la  serie  sera  igual  k  n, 

El  ultimo  caso  es  claro  de  suyo ,  puesto  que  la  serie  se  compone 
entonces  de  n  t^rminos  de  los  que  cada  uno  es  igual  &  uno.  Quedan, 
pues,  por  demostrarse  los  otros  dos  teoremas.    Poniendo  abora: 

2  t  2  IT      — ,|. 

cosr l-tsenr — =T  , 

n  n 


en  donde  es  »  =  Y—l  y  T=  e    "  ,  serä : 


r  =  it — 1  r  =  »— I  r=zn  —  1 

r=0  r=zO  r  =  0 


Como  T''  =  cos27t  +  *sen2jt  =  I ,  ser&: 

rrr:« — l  r  =  if— 1 

r=0  r=0 

de  donde  se  sigue : 

y  esta  relacion  es  exacta  en  todos  los  casos ,  por  que  el  lado  derecho 
de  la  eenacion  no  contiene  ninguna  cantidad  imajinaria. 

Ademas ,  ser^  tambien : 

2«>«'-^  =  0,  (2) 

en  jeneral;  solo  cuando  w=0,  sera  -— de  la  forma  — ,  y  tendr& 

el  yalor  n,  segun  se  ensefia  en  el  c&lculo  diferencial.  . 

5* 
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De^  las  ecuaciones  (1)  y  (2)  se  signen  f&cilmente  otras ,  de  las 
que  se  har&  tambien  uso  en  lo  que  sigue.    En  efecto  es : 

r=:ii  — 1  rr=«— 1 

^  sen  r  —  cos  r  —  —  \  ^,  sen  2  r  —  =  0  (3) 

r  =  0  r  =  0 

r=»  — 1  r  =  «  — 1 

^^  (coBr  —  I  =Jn  +  J  ^^  cos  *2  r  — ^  =  4 n  en  jeneral    (4) 

r  =  0  r  =  0 

=  n  en  el  caso  esoepcional. 
Rnalmente : 

^^  (  senr  —  j  =  4  n  —  J^^,  cos  2r  —  —  \n  en  jeneral    (5) 

=0  en  el  caso  escepcional. 
•    27«    Pongase  ahora: 

X=  ^  (a   cosjoar  +  ftp  senprc) 

en  donde  para  p  se  han  de  tomar  sucesivamente  todos  los  valores 
enteros  desde  0.    Si  g  es  un  nümero  determinado ,  se  tiene : 

X cosg a;  =  ^  [(Op  cos  (p+g)  a;  +  ^  «p  cos  (p—g)  x 

+  i  5p  sen  (p+g)a;  +  i  T>^  sen Cp-g)  x\ 

Dando  en  esta  ecuacion  &  x  sucesivamente  los  valores :  0,  -4.,  2  A.^ 

et<j.,  (n — 1)  Ä,  en  donde  Ä-=  — ,  y  sumando  las  diferentes  eciiacio- 

nes,  en  tal  caso,  segun  los  teoremas  (I)  y  (2),  todo  se  annlarä  en  el 
lado  derecho ,  con  escepeion  de  la  suma  de  los  ttrminos  de  coseno, 
en  que  sera  (p+g)-4=2Ä:t,  ö  (p — q)Ä=2]:n^  y  esta  suma  tendr» 

el  factor  n.     Como  A  =  — ,  se  tendra  para  los  t^rminos  restantes 

p  +  q  =  kn,  6  p-^q  :=s1cn^  luego  p  ==—  q  +  kn,  6  =-|-g-j-/fn. 
Design&ndose  pues  por  Xr^  el  valor  de  X  que  corresponde  al  valor 
de  x=rÄ,  resultar4: 

r  =  0 
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Pero ,  como  en  X  no  entran  coeficientes  con  indices  uegativos, 
debe  ser  a— ^=0,  y  se  obtiene: 

Aqul  86  presentan  dos  casos  distintos,  es  decir: 
l®  ßi  3=0,  sera  a—q=^aq^  aa.f =0^4-^  etc.,  de  consigoiente : 

r=ii- j 

^^r^  =  «r«o  +  a„  +  a2, +  ....]  (7) 

2<>  si  n  es  un  nümero  par,  y  g=^n,  desaparecera  a_^,  y  a^  se  unirä 
a  an— 9,  etc.,  de  manera  que  tambien  en  este  caso  es: 

r=ji  — I 

^X^^co84nr^  =  n[aj,  +  aj, +  ....]  (8) 

r=0 

Como : 

X»engra5  =  ^  [^a   8en(p-|-^)a;  — Ja  8en(5— g)a; 

H-  J  5p  cob  (p-  2)a;  - 1  i^^  cos  (p+g')a;] 
se  halla  del  mismo  modo : 

r=ji-l 

^X^^f^ngrA=  ^[h^-h^_^-¥\^^-^^_q-¥l2n-\.q-  "  "]    (9) 

r  =  0 

Suponiendo  ahora,  en  atencion  k  la  converjencia  de  la  serie ,  n 
sirficientemente  grande,  de  manera  que  en  el  lado  derecho  de  las 
ecuaciones  (6)  ä  (0)  todos  los  t^rminos,  con  escepcion  del  primero;^ 
puedan  despreciarse,  en  tal  caso  paeden  deducirse  de  dichas  ecuacio- 
nes los  coeficientes  de  los  cosenos,  desde  9=0  hasta  g=^n,  y  los 
coeficientes  de  los  senos  hasta  g=:^n—],  puesto  que  im  valor  mayor 
de  q  no  conduce  sino  k  repeticiones  de  las  ecuaciones  anteriores.  Pero, 
se  y6  tambien  que  los  yalores  de  los  primeros  coeficientes  se  obtienen 
con  una  exactitud  tanto  mas  grande  cuanto  mayor  se  tome  n,  y  que 
los  Ultimos  coeficientes  quedarän  precisamente  siempre  algo  inexac- 
tas.    Asi  es,  p.  ej. ,  para  n=12  y  g'=i4: 

J?X  0084«  =  6  (04  +  Oa  +  ....) , 

de  consiguiente,  el  valor  de  a^  ya  ser&  defectuoso  en  ag;  al  contrario, 
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si  se  hubiese  tomado  n=24,  el  mismo  coeficiente  seiia  defectuoso 
solo  en  a2o- 

De  lo  espuesto  arriba  se  siguen,  pues,  las  siguieirtes  ecuaciones : 

r=i»— 1 

2 

con  la  escepcion  de  que  para  p=0  j  p=i^n  el  factor  —  debe  reem- 
plazarse  por  —. 

Es  siempre  ventajoso  tomar  para  n  im  niimero  divisible  por  4, 
porque  en  tal  caso  cada  cuadrante  se  divide  en  un  nümero  cabal  de 
partes ,  j  los  valores  de  los  senos  y  cosenos  se  reproducen ,  prescin- 
diendo  de  los  signos.  Como  en  tal  caso  los  cosenos  de  los  &ngulos, 
cuja  suma  es  360^,  son  los  mismos,  se  puede  formar  la  suma  de  las  X, 
cnyos  indices  se  completan  k  360^  y  multiplicarla  por  el  coseno ;  en  los 
t^rminos  de  los  senos,  al  contrario,  deben  restarse  las  cantidades  cuyos 
indices  dan  360^  por  suma.  Designando  la  suma  de  tales  dos  can- 
tidades, p.  ej.,  X^  +  X(„^t)ji  con  X^;  al  contrario,  la  diferencia 

+ 
X^  — X(„-i)^  con  X^,  serfi,: 


r=0 
r=0 

Design^ndose  de  nuevo  la  suma  y  la  diferencia  de  dos  t6rminos 

de  coseno,  cuyos  indices  dan  la  suma  180^,  por  Xr^  y  Xr^,  y  la 

+  +      +- 
suma  y  la  diferencia  de  dos  t^rminos  de  senos,  cuyos  indices  se  com- 
pletan Ä  180®,  por  Xr^  J  XrAy  se  obtiene: 

-+ 

o  = —  >^  X^^GOsrpÄf    aiendo  p  par,  (10) 

r=0 
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con  los  dos  casos  escepcionales,  menciouados  arriba; 

ap=---  ^    X^^cosrpA,    siendo  j>  impar        (11) 

fcp  =  —  ^^  X^^  sen  r/)^ ,    siendo  p  par  (12) 

r=0    "" 

b  = —  ^^  X^^BenrjpJ.,    Biendo  p  impar        (13) 

"^^ — ^ 

Si ,  p.  ej. ,  fuese  «=  12 ,  se  obtendria : 

"*—"(++    4-+      +-♦-      -H-  ]' 

a  -I   i    ^o-f  X30COB30  +  XcO8  60    ( 

«  _i  )  Xo  +  A'3oCoy60-Xco860~X8o  } 

*"** }++  -^-r         -f+         +-f  r 

etc. 

j»  -  1  (  X«,  sen  30  +  Xfio  Ben  eO  H-  X90  { 
«'f-*)  -+  _+  -+  J. 

A-.ll  X»8enöO  +  Xio8en60  | 

etc. 

28«  Tratandose  de  desarroUar  iina  fiineion  periödica  hasta  un 
t6nnino  determinado ,  es  menester  qua  el  nümero  de  los  yalores  nu- 
m^ricos  dados  sea  igual  al  nümero  de  los  coeficientes  que  se  piden. 
Si  los  yalores  dados  gozan  de  una  exactitad  perfecta,  se  obtendr4n 
los  coeficientes  con  la  exactitud  que  admite  la  teoria;  solo  saldrän 
tajito  menos  exactos  cuanto  major  sea  el  indice  del  coeficiente  con 
respecto  al  nümero  dado  de  yalores.  Mas  si  estos  yalores  de  la  fon- 
cion  se  han  deducido  de  la,^obseryacion,  se  har^  uso  del  mayor  nümero 
posible  de  obseryaciones,  4  fin  de  eliminar  los  errores  de  obseryacion, 
ö  se  diyidirä  la  circunferencia  en  un  nümero  de  partes  major  de  lo 
que  es  necesario  para  la  determinacion  de  los  coeficientes.  En  este 
caso  las  ecuaciones  deberian  tratarse  conforme  con  el  m^todo  de  los 
cuadxados  menores ,  pero  se  llega  f&cilmente  k  conyencerse  de  que 
este  metodo  conduce  exactamente  k  las  mismas  ecuaciones  para  la 
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determinacion  de  los  coeficientes  que  las  halladas  en  el  no.  27,  j  que, 
por  eso,  los  valores  hallados  arriba  son  realmente  los  mas  probables. 

En  efecto,  si  los  n  valores  X^,  X^,  Xz^  hasta  X(n~i)^  se  dan 
por  observaciones ,  se  obtendr^  de  ellos  las  siguientes  ecuaciones, 
Ruponiendo  que  la  funcion  se  reduzca  k  la  suma  UQ+a^  cos^r  -|-  &^  sen  x : 

0  =  — Xi  +  Oo  +  a,, 

0  =  —  X^  +  00  +  ^  cos  A-hbi  sen  Ä , 

0  =  —  ^2^  +  Oo  +  ai  cos  2  A -f  &i  sen  2j1, 


0  =  — X.„_j^^H-ao  +  aiCOs(n— I)  A  +  6i  8en(n— 1)-4, 

Designando  por  [cosJ.]  la  smna  de  todos  los  cosenos  de  Ä,  desde 
Ä=0  hasta  Ä=n — 1,  etc.,  se  deduciran  de  estas  relaciones  las 
siguientes  ecuaciones  para  el  minimo : 

noo  +  [cos  JL]  tti  +  [senA]  &i  —  [X^]  =  0 , 

[cos A]  Oo  +  [cos A'J  ai  +  [sen  J.  oosulj  &i    —[Xj  cosA]  =0    (14) 

[sen -4]  «0  + [cos -4.  sen -4.]  Ol  -f  [senAI&i  —  [X^  sen  Jl]  =  0. 

Pero ,  atendiendo  k  las  ecuaciones  (3) ,  (4) ,  (5)  del  no.  26 ,  se  v6 
que  estas  ecuaciones  se  trasforman  en  las  que  siguen: 

2    ^ 
n        ■" 

o 

6i  =  -  [X^  senul] , 

cujas  ecuaciones  concuerdan  con  las  halladas  en  el  no.  27.  Fäcil- 
mente  se  y6  tambien  que  lo  espuesto  aqui,  con  respecto  ä  los  tres 
primeros  coeficientes  es  aplicable  a  un  nümero  cualquiera  de  ellos. 

Tambien  se  pueden  hallar  los  erroras  probables  de  una  observa- 
cion  7  de  los  coeficientes.  Sea  [vv]  la  suma  de  los  cuadrados  de  los 
errores  restantes  en  las  ecuaciones  de  condicion,  despues  de  haber 
sustituido  en  estas  los  valores  probables ;  el  error  probable  de  una 
observacion  ser4: 


r  =  0.67449r/5!^, 
r    n-3 
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61  de    ao  =  :;7-, 


n     V 


n     7» 


f  •  r  V'i 

«1  = 


2>i  = 


r  rVl 


Un  ejemplo  para  la  aplicacion  de  esta»  förmulaä  »e  encuentra  en 
el  no.  6 ,  Cap.  Vll. 

Nota.   V^ase:  Encke  en  el  Jahrbuch  para  1857,  paj.  334  y  sig. 

Leverrier  da  en  los  Annales  de  rObservatoire  Imperial  Tom.  1. 
otro  m^todo  para  la  determinacion  de  los  coeficientes,  el  cual,  en  una 
forma  modificada,  ha  sido  dado  tambien  por  Encke  en  el  Jahrbuch 
para  1860. 


ASTRONOMIA  ESFEßICA 


CAPiTÜLO  PRlMEßO. 

DE  LA  ESFERA  CELESTE  APARENTP  Y  Sü  MOVIMIENTO  DIÜRNO. 

En  la  Astronomia  esf6rica  se  trata  de  las  posiciones  de  los 
astros  en  la  esfera  Celeste  aparente ,  refiri6ndolas  mediante  coorde- 
nadas  esföricas  a  ciertos  circulos  maximos  imajinados  de  esta  esfera. 
Se  ensefian  en  la  Astronomia  esf^rica  los  medios  de  determinar,  tanto 
la  posicion  de  los  astros  con  referencia  4  estos  circulos  maximos, 
como  tambien  la  posicion  relativa  de  estos  Ultimos.  Asi  es  que  im- 
porta  conocer  en  primer  lugar  estos  circtllos  maximos ,  cuyos  planos 
forman  los  planos  fundamentales  de  los  diferentes  sistemas  de  coor- 
denadas ,  j  al  mismo  tiempo  los  m6todos  que  deben  emplearse  para 
reducir  k  un  nuevo  sistema  de  coordenadas  la  posicion  de  un  astro, 
dada  con  respecto  ä  uno  de  estos  planos  fundamentales. 

Algnnas  de  estas  coordenadas  son  independientes  del  movi- 
miento  diurno  de  la  esfera;  otras,  al  contrario,  se  refieren  k  planos 
que  no  participan  de  este  movimiento.  Por  esta  razon  los  astros, 
referidos  ä  estos  Ultimos  planos ,  cambiar&n  continuamente  de  posi^ 
cion,  y  sera  de  importancia  conocer  estos  cambios  j  los  fenomenos 
que  de  ahi  resultan.  Como  los  astros  manifiestan,  &  mas  de  este 
movimiento  comun  a  todos,  otros  movimientos  si  bien  mucho  mas 
lentos,  en  virtud  de  los  que  yarian  tambien  sus  posiciones  referidas  k 
los  sistemas  de  coordenadas  independientes  del  movimiento  diurno, 
nunca  basta  determinar  solamente  la  posicion  de  un  astro ,  sino  se 
necesita  conocer  todavia  el  tiempo  k  que  corresponde  tal  posicion. 
Asi  es  menester  saber  de  qu6  modo  se  mide  el  tiempo,  ja  sea  me- 
diante el  movimiento  diurno  solo  de  la  esfera  Celeste ,  ja  mediante 
este  movimiento  combinado  con  61  del  Sol. 
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I.  —  DE  LOS  DIFEßENTES  SISTEMAS  DE  PLANOS  Y  CIBCüLOS 

DE  LA  ESPERA  CELESTE  APARENTE. 

!•  Las  estrellas  nos  aparecen  sitnadas  en  el  interior  de  ima 
superficie  esf&rica,  esfera  Celeste  aparente,  la  que,  en  virtud  del 
moyimiento  de  la  Tierra  en  tomo  de  su  eje ,  parece  moyerse  en  la 
direccion  opnesta,  es  decir,  de  Este  &  Oeste.  Lnajinandose  desde 
un  lngar  cualquiera  de  la  superficie  de  la  Tierra  una  linea  reeta 
paralela  a  sn  eje,  esta  ultima  describirä  por  el  movimiento  jira- 
torio  de  la  Tierra  la  superficie  de  un  cilindro,  j  la  base  de  este 
cilindro  sera  el  circnlo  paralelo  del  lugar.  Pero  como  la  distancia 
de  las  estrellas,  comparada  al  diametro  de  la  Tierra,  es  infinitamente 
grande,  esta  linea,  siempre  paralela  a  si  misma,  cortara  k  la  esfera 
Celeste  en  los  mismo  puntos  que  el  eje  de  la  Tierra.  Estos  puntos 
de  la  esfera  Celeste  aparecen  inmovibles  con  respecto  4  la  Tierra  y  se 
Uaman  los  polos  de  la  esfera  Celeste  6  los  polos  del  mundo. 
El  punto  que  corresponde  al  polo  septentrional  de  la  Tierra,  6  que  es 
Tisible  desde  el  bemisferio  septentrional  de  la  Tierra,  se  llama  el  polo 
septentrional,  el  punto  opuesto  es  el  polo  austral  del  mundo, 
üna  linea  paralela  al  ecuador  de  la  Tierra ,  de  consiguiente  perpen- 
dicnlar  a  la  primera,  describir^  un  piano  cuja  interseccion  con  la 
esfera,  a  causa  de  la  distancia  infinitamente  grande  de  la  ultima, 
coincide  con  el  circnlo  m&ximo,  cuyos  polos  son  los  polos  del  mundo, 
y  el  cual  se  llama  el  ecuador.  Una  linea  recta  inclinada  al  eje 
de  la  Tierra  bajo  un  4ng^o  distinto  de  90  grados  describirii  la  super- 
ficie de  un  cono  doble ,  el  cual  cortarä  h  la  esfera  Celeste  en  dos  pe- 
queflos  circulos  paralelos  al  ecuador,  cuyas  distancias  k  los  polos 
equivalen  al  &ngulo  formado  por  esta  linea  con  el  eje.  Estos  pe- 
queflos  circulos  se  Uaman  circulos  paralelos. 

El  piano  tanjente  k  la  superficie  de  la  Tierra  en  una  lugar  dado 
corta  k  la  esfera  Celeste  en  un  clrculo  maximo  que  separa  el  hemis- 
ferio  yisible  del  bemisferio  invisible,  y  se  llama  elborizonte.  La 
inclinacion  del  eje  del  mundo  con  respecto  k  este  piano  es  igual  k  la 
latitudjeogr&ficadel  lugar.  La  tanjente  al  meridiano  del  lugar 
de8cribir&,  k  causa  de  la  rotacion,  un  cono  doble  que  corta  k  la 
esfera  Celeste  en  dos  circulos  paralelos,  cuya  distancia  al  polo  mas 
pröximo  es  igual  k  la  latitud  del  lugar,  y  como  el  piano  del  bori- 
Bonte  en  su  movimiento  diumo  queda  siempre  piano  tai\jente  del 
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cono,  aquellos  dos  circulos  paralelos  deslindarän  dos  zonas,  de  las  que 
la  una,  mas  cercana  del  polo  yisible,  queda  constantemente  sobre  el 
horizonte  del  lugar ,  mientras  que  la  otra  permanece  siempre  debajo 
de  61.  Todas  las  demas  estreUas  Iran  saliendo  7  poni^ndose,  j  se  mo- 
yer&n  en  circulos  paralelos  de  Este  4  Oeste  en  direcciones  jeneral- 
fliente  oblicuas  con  respecto  al  horizonte.  Üna  linea  perpendicular 
al  piano  del  horizonte  pasa  por  el  punto  mas  elevado  del  hemisferio 
visible,  el  que  se  Uama  el  zenit,  mientras  que  el  punto  opuesto, 
situado  debajo  del  horizonte  se  Uama  el  nadir.  En  virtud  del  mo- 
vimiento  diumo  esta  linea  cortar^  k  la  esfera  Celeste  en  un  pequefio 
circulo ,  cuya  distancia  al  polo  es  igual  al  complemento  de  la  lati- 
tud  del  lugar;  de  consiguiente,  todas  las  estrellas  situadas  a  este  di- 
stancia al  polo  pasaran  por  el  zenit  del  lugar.  Como  la  linea  per- 
pendicular al  horizonte  7  tambien  la  paralela  al  eje  del  mundo  se 
hallan  en  el  piano  del  meridiano  del  lugar,  este  mismo  piano  corta 
a^  la  esfera  Celeste  en  un  circulo  mäximo  que  pasa  por  los  polos  del 
mundo  como  asi  mismo  por  el  zenit  7  el  nadir,  7  se  Uama  igual- 
mente  el  meridiano.  A  causa  del  movimiento  diurno  todas  las 
estreUas  deben  pasar  dos  veces  por  este  piano  durante  una  rotacion. 
La  parte  del  meridiano  que  pasa  desde  el  polo  yisible  por  el  zenit 
hasta  el  polo  inyisible,  corresponde  al  meridiano  del  lugar  en  el  globo 
terrestre,  mientras  que  la  parte  restante  corresponde  al  meridiano  de 
un  lugar,  cu7a  lonjitud  difiere  en  180  grados  6  12  horas.  AI  Uegar  una 
estreUa  k  la  primera  parte  del  meridiano  se  dice  que  est4  en  la  cul- 
minacion  superior,  7  que  esta  en  la  culminacion  inferior 
cuando  Uega  k  la  segunda  parte  del  meridiano.  De  consiguiente,  solo 
aqueUas  estrellas  se  hacen  yisibles  en  la  culminacion  superior,  cu7a8 
distancias  al  polo  inyisible  esceden  la  latitud,- mientras  que  en  la 
cubninacion  inferior  no  pueden  yerse  sino  las  cu7as  distancias  al 
polo  yisible  son  menores  que  la  latitud  del  lugar.  El  arco  del  meri- 
diano comprendido  entre  el  polo  7  el  horizonte  es  la  alturadel 
polo  7  es,  segun  lo  que  precede,  igual  a  la  latitud  del  lugar;  el  arco 
del  meridiano  comprendido  entre  el  ecuador  7  el  horizonte  es  la 
altura  del  ecuador.   La  suma  de  ambos  arcos  es  igual  k  90  grados. 

2«  Con  el  fin  de  fijar  la  posicion  de  un  astro  en  la  esfera  Ce- 
leste aparente  con  respecto  al  horizonte  se  hace  uso  de  dos  coordena- 
das  esf6ricas  que  se  Uaman  la  altura  7  el  azimut.    Lnajinändose  un 
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circido  maximo ,  determinado  por  el  zenit  j  el  astro ,  j  que  se  deno< 
mina  circulo  vertical  del  astro,  se  llama  al  arco  de  este  circulo, 
comprendido  entre  el  horizonte  y  el  astro,  laaltura,  jal  arco  del 
horizonte  comprendido  entre  el  circulo  vertical  y  el  meridiano  el  azi- 
mnt  del  astro.  Este  ultimo  se  cuenta  desde  el  punto  austral  del  meri- 
diano, pasando  por  Oeste,  Norte  etc.,  de  0  a  360^.  Se  v6  luego,  que  la 
posicion  del  astro  queda  determinada  por  estas  dos  coordenadas.  En 
lugar  de  la  altura  se  hace  uso  frecuentemente  de  la  distancia 
zenital,  es  decir,  del  arco  del  circulo  vertical  comprendido  entre 
el  zenit  y  el  astro,  la  cual  es,  de  consiguiente,  el  complemento  de 
la  altura.  Los  circulos  pequeflos  paralelos  al  horizonte  se  Uaman 
tambien  circulos  horizontales  ö  almicantarates. 

En  lugar  de  determinar  la  posicion  del  astro  por  coordenadas 
esffericas  se  puede  efectuar  esto  tambien  por  medio  de  coordenadas 
rectangulares  referidas  a  un  sistema  de  ejes,  de  los  que  el  eje  de  las  z 
es  perpendicular  al  piano  del  horizonte ,  mientras  de  los  ejes  de  las 
x^y,  situados  en  este  ultimo  piano,  el  eje  de  las  x  pasa  por  el  orijen 
de  los  azimutes  y  el  eje  positivo  de  las  y  por  el  azimut  ie  ftO^,  es 
decir,  por  el  punto  occidental.  Designando  el  azimut  con  Ä,  la  al- 
tura con  h ,  se  tiene : 

rc  =  co8Äco8u4,    y  =  co8Ä8enJ.,    j?=:senÄ. 

Nota.  Para  observar  estas  coordenadas  esfäricas  sirve  un  instru- 
mento  que  corresponde  completamente  k  este  sistema  de  coordenadas, 
es  decir,  el  instrumento  universal.  Lo  esencial  de  este  instrumento  con- 
siste  en  un  circulo  horizontal  graduado,  que  descansa  en  tres  tomillos, 
y  al  cual  se  puede  dar  una  posicion  horizontal  mediante  un  nivel  de  aire. 
Este  circulo  representa  el  horizonte.  En  el  centro  de  este  se  halla  una 
colmnna  vertical,  dirijida  por  consiguiente  al  zenit,  la  que  Ueva  un 
segundo  circulo  paralelo  k  la  columna  y,  por  tanto,  perpendicular  al 
horizonte.  AI  rededor  del  centro  de  este  segundo  circulo  se  mueve  im 
anteojo  provisto  de  un  indice  que  da  la  posicion  del  anteojo  sobre  el 
circulo.  La  columna  vertical,  movible  juntamente  con  el  anteojo,  Ueva 
otro  indice  que  senala  su  posicion  sobre  el  circulo  horizontal.  Cono- 
ci^ndose  los  puntos  sobre  los  circulos,  que  corresponden  al  meridiano 
y  al  zenit,  se  puede  hallar  mediante  tal  instrumento,  el  azimut  y  la 
altura  de  un  astro,  dir^iendo  el  anteojo  k  este  ultimo. 

Ademas  hai  otros  instrumentos  destinados  k  observar  solo  las  al- 
turas.  Tales  aparatos  se  Uaman  instrumentos  de  altura,  mientras 
que  los .  instrumentos  que  solo  sirven  para  la  observacion  de  los  azi- 
mutes se  apellidan  teodolitos. 
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3«  £1  azimut  j  la  altura  de  un  astro  est&n  yariando  conidnua- 
mente  en  yirtad  de  la  rotacion  de  la  Tierra,  j  en  el  mismo  instante 
no  son  los  mismos  para  diferentes  lugares  de  la  snperficie  de  este 
ultima.  Como  para  ciertos  fines  es  necesario  dar  las  coordenadas 
de  los  astros  por  coordenadas,  independientes  del  Ingar  de  obser- 
yacion  y  del  moyimiento  diumo ,  se  los  refiere  en  tal  caso  a  circiüos 
m&ximos  fijos  de  la  esfera  Celeste.  Haci^ndose  pasar  por  el  polo  j 
el  astro  un  circulo  mazimo,  se  llama  al  arco  de  este,  comprendido 
entre  el  ecuador  y  el  astro,  la  declinacion  del  astro  y  al  arco, 
comprendido  entre  el  astro  y  el  polo,  la  distancia  polar  del 
mismo.  El  circulo  m&ximo  mismo  se  llama  el  circulo  de  decli- 
nacion del  astro.  La  declinacion  se  toma  positiya  cuando  el  astro 
est4  situado  en  la  parte  del  circulo  de  declinacion,  comprendida  entre 
el  ecuador  y  el  polo  septentrional ;  negatiya,  al  contrario,  cuando  el 
astro  se  halla  en  la  parte  comprendida  entre  el  ecuador  y  el  polo 
austral.  La  declinacion  y  la  distancia  polar  son  complementos  &  90®, 
y  corresponden  k  la  altnra  y  distancia  zenital  en  el  primer  sistema 
de  coordenadas. 

El  arco  del  ecuador  comprendido  entre  el  circulo  horario  del 
astro  y  el  meridiano,  6  el  angulo  asi  determinado  en  el  polo,  se 
llama  el  angulo  horario  del  astro  y  puede  seryir  de  segunda 
coordenada.  Se  cuenta  este  ultimo  desde  el  meridiano  en  la  direccion 
del  moyimiento  diumo  de  la  esfera  Celeste,  es  decir,  de  Este  k 
Oeste,  de0öa360<>. 

Los  circulos  de  declinacion,  que  tambien  se  Uaman  circulos 
horarios,  corresponden  4  los  meridianos  en  el  globo  terrestre,  y 
se  y6  luego  que,  estando  im  astro  en  el  meridiano  de  un  lugar,  el 
&ngulo  horario  en  el  mismo  instante  debe  ser  k  para  un  lugar  cuya 
lonjitud  oriental  es  Ä;  y ,  en  jeneral,  cuando  el  &ngulo  horario  de  un 
astro  es  t  para  un  lugar  dado ,  el  ä.ngulo  horario  del  astro  sera  en  el 
mismo  instante  t+k  para  un  lugar,  cuya  lonjitud  es  k  (contada  esta 
ultima  positiya  al  Este  y  negatiya  al  Oeste). 

En  lugar  de  emplear  estas  dos  coordenadas  esf6ricas ,  se  puede 
^'ar  la  posicion  de  un  astro  tambien  por  medio  de  coordenadas  rectan- 
gulares.  Con  este  objeto  se  refiere  el  astro  k  tres  ejes  de  coordenadas, 
de  los  que  el  eje  poäitiyos  de  las  z  es  perpendicular  al  ecuador  y  diri- 
jido  al  polo  septentrional,  mientras  que  de  los  ejes  de  las  x^y,  situa- 
dos  en  el  piano  del  ecuador,  el  eje  positiyo  de  las  x  pasa  por  el  punto 
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cero,  7  el  eje  de  las  y  por  el  punto  90^  de  los  Ängulos  horarios. 
Designando  k  la  declinacion  con  6,  al  ängulo  horario  con  t^  se  tiene : 

a'=CO8dc08<,      2^=008^8611^,      «'=8611^. 

Nc^a.  A  este  segundo  sistema  de  coordenadaa  corresponde  una 
aegunda  especie  de  instromentos  que  ee  Uaman  in8tTumento8  para- 
läcticos  6  ecuatoriales.  Elcirculo,  paralelo  al  horizonte  en  lapri- 
mera  clase  de  instnimentos ,  toma  en  estos  aparatos  una  posicion  pdra- 
lela  al  ecnador  de  manera,  que  la  colunina  perpendicular  k  ^ste  se  halla 
colocado  en  la  direccion  del  eje  del  mundo.  El  circulo  paralelo  ä,  dicha 
colunina  viene  &  ser  entonces  un  circulo  de  declinacion.  Conociändose 
loBpuntos  de  los  circulos  que  corresponden,  el  uno  al  meridiano,  como 
punto  cero  de  los  ängulos  horanos,  y  el  otro  al  polo,  en  tal  caso  pue- 
den  hallarse  mediante  tal  aparato  los  ängulos  horarios  y  las  distanciaa 
polares  6  las  declinaciones  de  los  astros. 

4*   En  el  ultimo  sistema  de  coordenadas  una  de  las  coordena- 

das,  la  declinacion,  es  constante,  mientras  que  el  ängulo  horario  ya 

creciendo  proporcionalmente  al  tiempo  y  difiere,  en  un  instante  dado 

para  diferentes  lugares  de  la  Tierra,  en  una  cantidad  igual  ä  la  dife- 

rencia  de  lonjitud  entre  dichos  lugares.    Para  tener  constante  tam- 

bien  la  segifnda  coordenada  se  elije ,  en  vez  del  punto  variable ,  en 

donde  corta  el  meridiano  al  ecuador.  un  punto  fijo  del  ecuador  por 

punto  inicial ,  ä  saber,  uno  de  los  puntos  de  interseccion  del  ecuador 

y  del  circulo  m&ximo  que  describe  el  Sol,  visto  desde  el  centro  de 

la  Tierra,  en  el  curso  de  un  ailo  por  entre  las  estrellas,  siguiendo  la 

direccion  de  Oesie%  Este.    La  inclinacion  de  este  circulo  maximo, 

llamado  la  ecliptica  ü  6rbita  del  Sol,  con  respecto  al  ecuador, 

asciende  a  23-^  grados,  poco  mas  6  menos,  y  se  apellida  laoblicui- 

dad  de  la  ecliptica.     Los  puntos  de  interseccion  de  la  ecliptica 

con  el  ecuador  se  Uaman  los  puntos  equinocciales,  porque  en 

toda  la  superficie  de  la  Tierra  los  dias  y  las  noches  son  iguales, 

cnando  el  Sol ,'  el  21  de  Marzo  y  23  de  Setiembre ,  se  encuentra  en 

estos  puntos*.     Los  puntos  de  la  ecliptica  distantes  en  90®  de  los 

puntos  equinocciales  se  Uaman  los  puntos  tropicales. 

Esta  nueva  coordenada,  que  se  cuenta  sobre  el  ecuador  desde  el 
equinoccio  de  Ja  primavera,  se  llama  laascensionrectadel  astro. 


*  Como  el  Sol  se  halla  en  tal  caso  en  el  ecuador,  y  como  el  ecuador 
7  el  horizonte  se  dividen  en  partes  iguales  por  ser  circulos  mäximos, 
el  Sol  permanece  en  estos  dias  el  mismo  tiempo  sobr^  el  horizonte  que 
deh^o  de  ^. 
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Se  cuenta  esta  de  0^  &  360^,  de  Oeste  i  Este;  de  consiguiente,  en 
direccion  opuesta  al  movimiento  diumo.  En  lugar  de  estas  coor- 
denadas  esf§ricas,  es  decir:  declinacion  j  ängnlo  horaiio  se  paede  üjar 
la  posicion  de  un  astro  mediantecoordenadasrectangnlares,  referiendo 
el  astro  k  tres  ejes  perpendiculares  entre  si,  de  los  queel  eje  positive 
de  las  gy  perpendicnlar  al  ecuador,  se  dirije  al  polo  septentrional, 
mientras  qne  los  ejes  de  las  o?  6  ^  se  hallan  en  el'plano  del  ecuador 
de  modo,  que  el  eje  de  las  x  pase  por  al  piinto  cero,  y  el  eje  positive 
de  las  y  por  el  punto  correspondiente  4  00®  de  ascension  recta.  Lla- 
mandose  a  la  ascension  recta ;  se  ti^e : 

x*'=  coB  d  cos  « ,    y"  =  cos  d  sen  a,    /'  =  sen  d. 

Las  coordenadas  a  j  6  son,  de  consiguiente,  constantes  para 
cada  astro ;  pero  para  deducir  de  ellas  la  posicion  del  astro  en  la  es- 
.fera  Celeste  aparente ,  correspondiente  k  un  momento  dado ,  es  pre- 
ciso  conocer  la  posicion  del  equinoccio  de  la  primavera  con  respecto 
al  meridiano  en  este  miamo  momento,  es  decir,  el  ängulo  horarie  del 
equinoccio  de  la  primavera,  el  cual  se  Uama  eltiempo  sid^ree. 
De  este  ultimo  corresponden  24  horas  &  una  rotacion  completa  de  la 
esfera  Celeste,  6  &  un  dia  eid^reo.  Se  cuenta  0**  de  tiempo  sid^ree 
en  un  lugar  cuando  el  equinoccio  est&  en  el  meridiano;  1**  cuande  el 
&ngulo  horario  del  equinoccio  es  IB®  ö  1*^.  Esta  es  la  razon  porqu6 
el  ecuador  no  solo  se  divide  en  360®  sino  tambien  en  24  horas. 

Designando  al  tiempo  si^^reo  con  9,  sera^e^pre: 

9-  t  =ö, 
luego      t=S~a. 

Por  ej.,  si  la  ascension  recta  de  una  estrella  es  190®  20^,  el 
tiempo  8id6reo  ©=4^,  se  sigue  ^==229^40',  ö  130®  20'  al  Este. 

De  la  ecuacion  relativa  k  t  resulta,  que  siendo  <=0,  0  serfii=a. 
Luego ,  cada  astro  debe  llegar  al  meridiano ,  6  culminar  al  tiempo 
sid^reo  que  es  igual  a  la  ascension  recta  espresada  en  tiempo.  Asi 
es,  que  conoci^ndose  la  ascension  recta  de  un  astro  que  en  un  in- 
stante dado  se  halla  en  el  meridiano ,  se  tiene  con  esto  tambien  la 
hora  sid^rea  de  dicho  instante*. 


*  La  conversion  de  im  arco  en  tiempo,  y  la  operacion  inveraa  se 
presentan  mui  k  menudo. 

Para  convertir  un  arco  en  tiempo  se  dividen  los  grados,  minutos 
y  segundos  por  15;  los  cuocientes  son  horas,  minutos  y  segundos  de 
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Tambien  se  sigue  de  lo  que  precede,  que  siendo  &  ]a  hora  si- 
derea  en  un  lugar,  la  hora  siderca  en  el  mismo  instante  debe  ser 
6+Ä;  en  un  otro  lugar,  cuya  lonjitud  es  =ä;,  tom^ndose  k  positiva  6 
negativa,  segun  que  el  segundo  lugar  se  halle  al  Este  6  Oeste  del 
primero. 

Nota.  Las  coordenadas  del  tercer  eistema  pueden  hallajrse  por  los 
instrumentos  de  la  segunda  especie  conoci^ndose  el  tiempo  sid^reo.  En 
an  caso  especial  las  coordenadas  pueden  determinarse  tambien  por  los 
instramentoB  de  la  primera  especie,  es  decir,  en  el  instante  en  que  las 
egtrellas  pasan  por  el  meridiano,  pnesto  que  asi  se  obtienen  las  ascen- 
giones  rectas  por  la  observacion  de  la  hora  del  paso  y  las  declinaciones 
por  la  observacion  de  las  alturas  de  las  estrellas  en  el  meridiano,  con 
tal  qne  se  conozca  la  altura  del  ecuador  6  del  polo  correspondiente  al 
lugar  en  donde  se  hace  la  observacion.  Para  practicar  estas  observaciones 
eirve  el  circulo  -  meridiano.  Si  el  instnunento  no  ha  de  servir  para  medir 
alturas  sino  solo  para  observar  la  hora  de  los  pasos  de  las  estrellas  por 
el  meridiano,  6  si  dicho  instrumento  es  simplemente  un  instrumento 
azimutal  instalado  en  el  piano  del  meridiano,  en  tal  coso  se  lo  Uama 
instrumento  de  pasos.  Observändose  con  tal  instrumento  y  un  buen 
reloj  arreglado  al  tiempo  sid^reo,  los  pasos  de  las  estrellas  por  el  meri- 
diano, se  hallan  sus  diierencias  en  ascension  recta;  mas  dificil  es  hallar 
las  ascensiones  rectas  absolutas,  por  motivo  de  que  el  punto  inicial  de 
ascensiones  rectas  no  puede  observarse  inmediatamente. 


tiempo;  los  restos  de  las  divisiones  de  los  grados  y  minutos  se  multi- 
plican  por  4,  cuyos  productos  son  minutos  y  segundos  de  tiempo  y  que 
se  agregan  k  las  cantidades  de  la  misma  especie. 

Por  ejemplo  239 »  18' 46".  75  equivalen  ä: 
239»  =  15b  +  14  X  4ni 

18'  =  im4.3X4» 

46".  75  = 3»  »17 

239°  18'  46".  75  =  15  h  57  m  15«.  117 

AI  contrario,  para  convertir  el  tiempo  en  arco,  se  multiplican  las 
horaa  por  15,  cuyo  producto  da  grados;  los  minutos  y  segundos  de  tiempo 
se  dividen  por  4,  y  los  cuocientes  dan  grados  y  minutos  de  arco;  final- 
mente  los  restos  de  estas  divisiones  se  multiplican  por  15,  y  los  pro- 
dnctoB  Bon  minutos  y  segundos  de  arco. 

Ejemplo: 

15  b  =2250 

57m  -,    140 -fl  X  15' 

15i.ll7= 3'  +  3.117X  ly 

15h  57in  15>  .  117  =  239<>  18'  46".  75. 

6 
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5«  A  mas  de  los  sistemas  especificados  hai  nn  cnarto  sistema 
de  coordenadas,  etiyo  piano  fundamental  es  la  ecliptica.  Los  circa- 
los mäximos  qne  pasan  por  los  polos  de  la  ecliptica  y  qne,  por  eso, 
est4n  perpendicolares  a  ella,  se  llaman  circulos  de  latitnd,  j  el 
arco  de  tal  circnlo  de  latitud,  comprendido  entre  la  ecliptica  j  el 
astro,  se  llama  la  latitud  del  astro.  £sta  es  positiva  cuando  el 
astro  se  halla  en  el  hemisferio  sitiiado  al  norte  de  la  ecliptica ,  nega- 
tiya  cuando  se  halla  en  el  hemisferio  opuesto.  La  otra  coordenada^  la 
lonjitud,  se  cuenta  sobre  la  ecliptica  y  es  el  arco  entre  el  circulo 
de  latitud  del  astro  y  el  equinoccio.  Se  cuenta  esta  de  0^  k  360^  en  el 
mismo  sentido  que  la  ascension  recta,  de  consiguiente,  en  la  direc- 
cion  opuesta  al  movimiento  diumo  de  la  esfera*.  El  circulo  de  lati- 
tud, cuya  lonjitud  es  cero  se  llama  el  coluro  de  los  equinoccios,  y 
ol  que  corresponde  k  la  lonjitud  90**  se  llama  el  coluro  de  los  trö- 
picos.  El  arco  de  este  coluro,  comprendido  etre  el  ecuador  y  la 
ecliptica,  como  tambien  el  arco  entre  los  polos  del  ecuador  y  de  la 
ecliptica,  es  igual  ä  la  oblicuidad  de  la  ecliptica. 

En  lo  que  sigue  se  designar&  siempre  la  lonjitud  con  A,  la  lati- 
tud con  /?  y  la  oblicuidad  de  la  ecliptica  con  f. 

Espresandose  las  coordenadas  esf^ricas  ß  J  X  por  coordenadas 
rectangulares ,  referidas  k  tres  ejes  perpendiculares  entre  si,  de  las 
que  el  eje  positiTO  de  la  jgr,  perpendicular  al  piano  de  la  ecliptica,  se 
dirije  al  polo  de  la  ecliptica,  mientras  que  los  ejes  de  las  o;  6  y  se 
hallan  en  el  piano  de  la  ecliptica  de  tal  modo ,  que  el  eje  positive  de 
las  X  est6  dirijido  al  punto  cero,  el  eje  positive  de  las  j/  al  punto  90^ 
de  lonjitud ,  se  obtiene : 

a;"=co8/JcosX,    y"=;cos|J8enX,    j8r"=:8enp. 

Las  coordenadas,  lonjitud  y  latitud,  nunca  se  hallan  por  la 
observacion  directa,  sino  siempre  por  el  c&lculo  aplicado  4  las  coor- 
denadas de  los  otros  sistemas. 

Nota.  Como  el  moyimiento  del  Sei  es  boIo  aparente,  movi^ndose  en 
realidad  la  Tierra  ed  el  curso  de  un  aüo  al  rededor  del  Sol,  es  bueno  espli- 
carse  tambien  para  este  caso  la  significacion  de  los  cfrcnlos  arriba  mencio- 
nados.  El  centro  de  la  Tierra  se.  mueve  en  un  piano  alrededor  del  Sei, 
que  pasa  por  el  centro  de  este  ultimo  y  que  corta  k  la  esfera  Celeste 


*  Las  lonjitndes  de  lo&  astros  se  dan  a  veces  tambien  espresadas 
en  signos,  de  los  que  cada  uno  contiene  30  grados.  Asi  equivalen  6 
signos  15  grados  &  195®  de  lonjitud. 


8» 

en  im  drciilo  mknmo,  esto  es,  la  eclfptica.  Por  esta  causa  lalcngitnd 
de  la  Tierra,  yista  desde  el  Sol,  difiere  siempre  en  180^  de  la  lonjitud 
de!  Sol  yisto  desde  la  Tierra.  El  eje  de  la  Tierra  estä.  inelinado  &  este 
piano  b^o  nn  äjigtdo  de  66^°  j  permanece  paralelo  ä  si  mismo  durante 
el  moyimiento  de  la  Tierra  en  tomo  del  Sol,  describiendo  por  esc  la 
saperficie  de  nn  cilindro  obUcuo,  cuja  base  es  la  6rbita  terrestre. 
A  causa  de  la  distancia  infinitamente  grande  de  la  esfera  Celeste  apa- 
rente  el  eje,  en  todas  sns  diferentes  posiciones,  parece  cortar  ^  la 
esfera  Celeste  en  nnos  mismos  puntos,  los  polos  del  mundo,  cuyas  dis- 
tandas  k  los  polos  de  la  ecliptica  son  iguales  ä  23^^  Del  mismo  modo 
el  eeoador  terrestre  se  traslada  paralelamente  &  sf  mismo  en  virtud  del 
movimiente  de  la  Tierra,  y  la  linea  de  su  interseccion  can  el  piano  de 
laörbita  de  la  Tierra,  si  bien  permanece  siempre  paralela,  cambia  en  el 
curso  de  un  ano,  de  posidon  en  el  espacio  en  una  cantidad  igual  k  todo 
el  diametro  de  la  örbita  terrestre.  Pero  k  causa  de  la  distancia  infini- 
tamente grande  de  las  estrellas,  las  intersecciones  de  la  esfera  y  de  to- 
dos  los  planos,  que  ocupa  sucesivamente  el  ecuador  terrestre,  seconfon- 
den  con  el  curculo  mä^ximo,  cuyos  polos  son  los  polos  del  mundo,  y 
todas  las  lineas  de  interseccion  de  ämbos  planos  se  dirijen  aJ  punto  de 
interseccion  de  los  circulos  miximos  del  ecuador  y  de  la  ecliptica. 


n.   TRASFORMACION  DE  LOS  DIFERENTES  SISTEMAS  DE 

COORDENADAS. 

6»  Suponemos  qne  la  posicion  de  nn  astro  se  da  por  su  azimut 

y  aitora,    y  tratamos  de  determinar  su  ängula  horario  y  decli- 

nacion.     Con  este  fin  se  da  al  eje  de  las  z  del  primer  sistema ,  en 

el  piano  de  las  xz^  en  la  direccion  desde  eje  positive  de  las  x  h&cia 

el  eje  positive  de  las  ;er  un  jiro  de  ßO®— 9)  (design&ndose  por  9  la 

latitud).    Como  los  ejes  de  las  y  coineiden  en  ambos  sistemas  se  ob- 

tiene  asl ,  segun  las  f6rmulas  (1  a)  para  la  trasformaciou  de  las  coor- 

denadas ,  6  tambien  por  las  f6rmulas  de  la  Trigonometria  esfferica, 

aplicando  estas  al  triangulo  determinado  por  el  zenit,  el  polo  y  el 

astro*: 

sen  9  =  sen^sen  h  —  cos  9CO8  h  cos  A 

cosÄ  sen^  =  cos  h  sen  J. 

coBdcoBt  —  senh  cos^+cosTtsen^cosJ. 


*  Los  tres  lados  de  este  triangulo  son: 

900-Ä,  900  =  ^  y  W^-tp 
7  loa  änguloB  opuestos  k  estos: 

t,  180®  — -ä  y  el  Ängulo  en  el  astro. 

6* 


resultando  asi: 
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Para  dar  k  estas  formulas  una  forma  acomodada  al  c41cnlo  loga- 
ritmico,  pöngase: 

8enÄ=:WC08ilf 

cosÄ  cos^  =  m  senibf, 

sen  d  =  m  sen  {tp — M) 
cos  d  sent  =  cos  h  sen^ 
cos  d  cos*  =  m  cos  {tp—A). 

Estas  formulas  dan  las  cantidades  incögiiitas  sin  ambigüedad 
algrma.  Pues  coiiio  todas  las  cantidades  se  determinan  por  el  seno 
y  coseno,  hai  solo  que  atender  debidamente  al  signo  para  tomarlas 
en  el  cuadrante  correspondiente.  Los  &ngulos  auxiliares,  que  se 
introducen  para  trasformar  tales  formulas ,  tienen  siempre  una  sig- 
iiificacion  jeum^trica  que  se  puede  hallar  facilmente  en  cada  caso. 
En  efecto,  la  introduccion  de  los  angulos  auxiliares,  considerada 
jeom^tricamente,  se  reduce  a  hacer  uso  de  dos  triangulos  rectängulos 
cuya  suma  ö  diferencia  forma  el  triangulo  oblicuo  propuesio.  En  el 
caso  presente  so  tiene  que  imajinarse  un  arco  perpendicular  del  astro 
al  lado  opuesto  90 — qp,  ö  a  la  prolongacion  de  eate,  y  como: 

tangÄ  =  cos  J.  cotgüf , 

se  infiere  de  la  tercera  de  las  formulas  (10)  en  el  n®-  8  de  la  intro- 
duccion ,  que  M  es  el  arco  entre  el  zenit  y  el  pi6  de  la  perpendicular 
P;  ademas  es^  segun  la  primera  de  las  formulas  (10),  m  el  coseno  de 
la  misma  perpendicular ,  puesto  que  se  tiene : 

sen  Ä  =  cos  P  cos  M. 

JE^emplo:  Sea  para  la  latitud  <3P=52^  30'  16".  0: 
Ä=160  11'44".0,    ^  =  20204' 15".  5. 

En  tal  caso  el  calculo  se  hace  como  siguc: 

cos  A  9.966048 !  ^     w  sen  3f  9.9493620^ 
cos  h  9.9824139       m  cos  3f  9.4454744 
sen  ^9.5749045^     M=  -  72°  35'W76i 

sen  3f  9.9796542^ 

9 -3f=  1250  6' 10".  61 

sen  (<p~M)  9.9128171  cosdsen«  9.5573184^  send  9.8825249 
m  9.9697078  cos  d  cos*  9.72941 14„  cos*  9.8104999 

COS  (tp-~M)  9.7597036„       t  =  213  56  2.22    d  =  +  49  43  46.00. 

cos«  9.9189115. 


«• 


85 

7*  Mucho  mas  frecuentemente  se  presenta  el  caso  inyerso ,  es 
decir,  hallar  el  azimuty  la  altura  de  an  astro,  cuya  posicion  se  d& 
mediante  el  angulo  horario  j  la  declinacion.  Tambien  aqui  se  tiene, 
segoii  las  fönuulas  (l)  para  la  trasformacion  de  las  coordenadas ,  las 
ecuaciones  signientes. 

Ben  h  =  Ben  «p  sen  ^  +  cosg)  cos  ^  cos  t 
cosh  sen  J.  =  cos  S  Beut 
C08Ä  cos  J.  =  —  cos  q>  sen  8  +  seny  cos  d  cos^, 

a  las  que  facilmente  paede  darse  ona  forma  mas  cömoda  por  la 
inti'odaccion  de  angalos  aaxiliares.    Poniendose  al  efecto : 

cos  d  cost  =  m  cosM 
Bend  =  mQenM 


sera: 


ö  tambien: 


senÄ  =  w  cos  (9— 3f) 
cos /i  sen  ^  =  cos  d  sen  ^ 
cos  Ä  cos  ^  =  w  sen  (<p — Jf) 

cos^^angjft 

**°^^-Ben(9>-Jl£) 

.        -  cos  A 

taDg/»  = 


tang((jp— ilf)* 

Tratandose  de  buscar  solamente  la  distancia  zenital,  en  tal  caso 
las  förmolas  signientes  son  cömodas.  De  la  primera  de  las  tres  för- 
mulas  de  arriba  se  obtiene: 

cosi?  =  cos  {<p—8)  —  2co89  cosd  sen  J  **, 

sen  4  «'  =  sen  i  (<p — d)*  -|-  cos  9  cos  9  sen  J  i*. 

Poniendose  ahora: 

«  =  senj(g)  — d) 


sera 


6  tomando: 


seni x;*  =  n*  M  +  ^  senj  «M , 


—  senA  *  =  tang  X 
n 

8enlz:= r. 

*        cosX 


*  Como  el  azimut  estä*  situado  siempre  al  mismo  lado  del  meri- 
diano  que  el  4ngalo  boiario,  nxmca  paede  caber  dnda  en  la  eleccion  del 
cnadrante,  hadändose  oso  de  estas  ültimas  fOrmolas. 


86 

Si  senX  es  major  que  cosX  conviene  valerse  de  la  förmula: 

im         . . 
Beul       * 

Ademas  se  debe  tomar  en  la  förmiila  que  sinre  para  el  calculo 
de  n^  el  valor  q)^ö  para  las  estrellas  que  culminan  al  sur  del  zemt, 
yd  —  q)  para  las  que  culminan  al  norte  del  zenit,  como  se  vera  mas 
tarde. 

Aplicando  las  förmulas  de  Gauss  al  tri&ngulo  determinado  por 

el  zenit,  el  polo  j  la  estrella,  j  designando  conjp  al  &ngulo  en  la 

estrella,  se  obtiene: 

'  C08  J2f  .senj  (J.— jp)  =  8enj<.seni(9-l-d) 

cos  ^z  .cos^  (-^—p)  =  ooB  J  * .  cos  4  («p— 3) 
sen^z .  sen^  (^+p)  =  sen^  ^ .  cos  4  (<p+ d) 
senlz ,  cos  J  (Ä-^p)  =  cos  J  t .  sen^  (<p—^)- 

Oontando  el  azimut  desde  el  punto  norte,  como  suele  hacerse 
con  la  estrella  polar,  se  debe  introducir  en  estas  förmulas  180 — A 
en  lugar  de  J. ,  7  se  sigue : 

cos  Jif .  sen  4  (P+-4)  =  cos  J  * .  cos  i  (3— gj) 
cosi^er.cosi  (p-^A)  =  Ben^t  ,seni{S-h<p) 
aeu^z .  senj  (p—A)  =  cos  J  ^ .  sen  J  {S—q>) 
senjif .  cos  ^  (p—A)  =  sen J  * .  cos  J  {8+<p). 

A  menudo  sucede ,  que  tales  trasformaciones  han  de  hacerse  un 
gran  nümero  de  veces  para  una  latitud  dada,  7  que  se  desea  calcu- 
lar  de  antemano  tablas,  mediante  las  cuales  estos  calculos  paeden 
abreviarse  *. 

En  este  caso  la  trasformacion  siguiente  es  particularmente  cö- 
moda.    Partiendo  de  las  relaciones : 

(a)  Bonh  =  sen  tp  send  +  cos^»  cosd  cosit 

(6)  cos  h  sen  A^coqö  sen  * 

(c)  cosAcos  J.  =  — cosysen^-fsenycosdcosi, 

7  designando  por  Ai^jÖq  los  vaJores  de  Ay  ö^  que  sustituidos  en 
las  ecua^ciones  precedentes  d6n  Ä=0,  se  tiene: 

{d)  0  =  sen  q>  sen  Sq  +  cos  9  cos  80  cos  t 

(e)  sen  Aq  =  cos  80  sen  * 

(/)  co8-4o  =  —  COS9  sendo  4-  sentp  cos  tf^  cos^. 

*  Esto  sucede,  p.  ej.,  cnando  se  trata  de  estrellas,  cujas  posiciones 
se  dan  por  la  ascension  recta  7  declinacion,  con  un  instrumento  en  el 
€ual  no  se  puede  leer  Bino  la  altura  7  el  aeimut.  £n  tal  caso  es  pre. 
ciflo  calcular  previamentte  el  &ngulo  hoiorio  madiante  la  aaeeunon  räota 
7  declinacion. 
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Multipliqnese  la  ecuacion  {f)  por  cos  tp  j  sustralgase  de  ella  la 
ecuacion  (cf),  despues  de  haber  miütiplicado  ^eta  por  sen  qo ;  multipli- 
qnese en  seguida  (f)  por  sen  q>  j  agr^giiese  la  ecuacion  ((2)  multipli- 
cada  por  cos  9 ;  asi  se  obtiene : 

cos  ^0  <^s  9  =  ~  Ben  ^o 
008  Aq  sen  (p  —  cos  do  cos  t 
sen  Aq  —  008  Öq  sen  t.  ^ 

Poniendo  abora: 

sen  tp  =:  sen  y  oos  B 
008  9  008  f  =  seny  senjB 
cos  9  sen  i  =  cos  y, 

resulta  de  la  ecuacion  {d) : 

0  =  sen  y  sen  (Äq + B) 
ö 

yde(a): 

sen  h  =  sen  y  sen  {d+B), 

Ademas  se  obtiene,  restandose  del  producto  de  lag  ecuaciones 
{h)  j  {f)  el  producto  de  las  ecuaciones  (c)  j  (e) : 

008^  sen  {A—Ac)  =  cosy  sent  sen  (d—do)  =  cosy  sen  {Ö+B) 

j  del  mismo  modo,  agregando  al  producto  de  las  ecuaciones  (c)  y  (/) 
el  producto  de  las  ecuaciones  {b)  j  (e)  y  el  de  las  ecuaciones  (a)  y  (d), 
resulta: 

CO8Ä  cos  (-4. — -4<))  =  cos  d  cos  ^0  sent*  +  sen  d  sendo  -f  cos  ^  cos  ^o  cos  t* 

=  cos  (d— do)  =  008  (d  +5). 

£1  sistema  completo  de  f6rmulas  viene  ä  ser  de  este  modo  el 

siguiente: 

sen<p  =  seny  cos  J?  \ 

cos  (p  008 1  =  sen  y  sen  5  >  (1) 

0089  sent=  cosy  / 

senjB  =  oo8^oC08  9   1 
co8jBco8t  =  co8jloBen9   >  (2) 

cosjB  sen<=  sen^o  ' 

ßen/i  =  aeny8en(d+jB)  \ 
coBhco6{A-Ao)  =  coB[8+B)  J  (3) 

oosÄsen(-4— .4o)  =  cosy  sen  (d+jB)  ) 

Tomandose  D=8eny,  C=cosy,  Ä—Ä^=u^  estas  fönnulas  se 
conyierten  en  las  siguie^s : 
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tajigB  =  cotgq>coBt 
tanguäo  =  Ben  q>  taug  t 
senÄ  =  D  sen  {B  -}-  3) 
tang  u=C  tang  ( J? + ö) 

D  j  0  son,  en  tal  caso,  el  seno  y  coseno  de  un  ängulo  y,  determi- 
nado  por  la  ecuacion: 

cotg  y  =  sen  B  tang  ^  =  cotg  tp  QenAo  * 

Estas  son  las  förmulas  de  Grauss  dadas  en  las  „Tablas  auxi- 

liares    de   Schumacher,    nuevamente    publicadas    por   Wamsdorff, 

pag.  135  etc.".     CaJculando  ahora  las  cantidades  D,  (7,  -B  y  -4.^,  y 

colocändolas  en  tablas  con  el  argumento  t ,  el  c&lculo  de  la  aJtnra  y 

del  azimut  por  medio  del  ängulo  horario  y  de  la  declinacion  se  re- 

duce  al  de  las  förmulas: 

senA  =  D  sen  iB'\-8) 
tangw  =  C  tang  {B+d) 
A  =  Ao-\-u. 

En  las  tablas  auxiliares  de  Warnsdorff  se  encuentra  tal  tabla 
caJculada  para  la  latitud  del  Observatorio  de  Altona.  En  lo  demas 
es  de  advertir,  que  basta  calcular  estas  tablas  solamente  de  ^=0  a 
^=6*^.  Efectivamente,  de  la  ecuacion  tang  ^q  =  sen  cjp  tang  ^  se  sigue, 
que  A^jt  quedan  comprendidos  siempre  en  el  mismo  cuadrante ;  de 
consiguiente ,  para  un  ängulo  horario  =12^  —  t  se  ha  de  tomar 
XSO^—A.  Ademas  resulta  de  las  ecuaciones  relativas  ä  B^  que  este 
ängulo  viene  ä  ser  negativo  si  ^  ^ö^,  ö  >  90^ ,  y  que  al  angulo  ho- 
rario 12^ — t  corresponde  el  valor  —  ^.    AI  contrario,  las  cantidades: 

C=costpBent    y    Z)=j[/Ben9*H-co89*  cost* 

no  esperimentan  cambio  alguno,  poniendose  180® — t  en  lugar  de  t 
en  estas  espresiones.  Si  t  esta  comprendida  entre  12**  y  24**,  el  cäl- 
culo  ha  de  efectuarse  con  el  complemente  de  ^  6,  24^*,  y ,  hecho  esto, 
se  toma  en  lugar  de  A,  que  asi  resulte ,  el  complemento  ä  360®. 

Es  f4cil  hallar  la  significacion  jeom6trica  de  los  angulos  auxi- 
liares. Como  Öq  es  el  valor  de  Ö  que ,  introducido  en  la  primera  de 
las  ecuaciones  orijinales,  hace  i^=0,  sera  Öq  la  declinacion  del  punto, 
en  que  el  clrculo  horario  de  la  estrella  corte  al  horizonte,  y  del 


En  efecto,  segun  las  förmulas  (2)  es: 

cotg9  sen  Aq  =  sen^  i^u^ 
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mismo  modo  es  Äq  el  azimut  de  dicho  punto.  Ademas,  como 
^=—^0»  es  jB+ä  el  arco  SF  Fig.  1*  del  circulo  horario  prolon- 
gado  hasta  el  horizonte.  Considerando  el  triangulo  esferico  rectan- 
guloJP  OJT,  formado  por  el  horizonte,  el  ecuador  j  el  lado  FK=B, 
se  obtiene  por  la  sesta  de  las  förmulas  (10) 
de  la  introduccion ,  atendido  que  el  ängulo 
en  0  es  igiial  k  90® — qp : 

sen  <p  =  cobB  sen  0  FK. 

Pero  como  tambien  sen  g>  =  D  cos  B, 
sera  D  el  seno ,  Inego  C  el  coseAo  del  än- 
gulo OFK,  Por  fin  es,  como  facilmente 
se  v6,  el  arco  FH=Äq,  y  el  arco  FG=u. 
Asi  resultan,  pues,  las  förmulas  arribada- 
das,  considerando  los  tres  triangulos  rec- 
tangulos  BFH,  OFK  j  SFG.  El  pri- 
mer triangulo  da: 

el  segnndo: 


iangjdo  =  tang£  Ben  9 

t&ngB  =  cotg  (p  coHt 
cotgy  =  sen^  tang*  =  cotg  (p  sen  Aq  , 

j  finalm'ente  el  tercero : 

senÄ  =  Ben  y  sen  {B  -f  d) 
tang  w  =  cos  y  tang  (J? -f  d) 

Las  mismas  cantidades  auxiliares  pueden  servir  para  la  resolu- 

cion  del  problema  inverso  tratado  en  el  n°-  6,  es  decir,  para  la  deter- 

minacion  del  angulo  horario  j  de  la  declinacion  mediante  la  altura 

y  el  azimut,    En  efecto ,  designando  en  el  triangulo  rectaugulo  SKL 

LG  con  By  LK  con  u^  ÄL  con  ui^,  el  coseno  del  ängulo  SLK  con 

C  7  el  seno  con  D ,  se  tiene : 

C  tang  {h—B)  =  tangw 
D  sen  (Ji—B)  =  send 

t  =  Ao—UQ 
siendo  ahora: 

tangB  =Q0tgq>009Ä 
tang  Aq  =  sen  q>  tang  A. 

D  y  C  se  determinan  por  el  seno  y  coseno  de  un  angulo  y ,  dado 

por-la  ecnacion:  ,  t>  x        ^ 

*^  cotg  y  =  sen  B  tang  J.. 


*  En  esta  figura  es  P  el  polo,  Z  el  zenit,  Olf  el  horizonte,  OA 
el  ecuador  j  S  e\  astro. 
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Asi  es,  que  para  el  calculo  de  las  cantidades  aaxiliares  se  obtienea 
las  mismas  förmolas  de  arriba ,  solo  con  la  diferencia  de  que  en  to- 
das  ellas  entra  Ä  en  lagar  de  ^,  y  por  lo  tanto  puede  bacerse  uso  de 
las  mismas  tablas  auxiliares,  con  tal  que  en  ellas  se  tome  por  argu- 
mento  el  azimut  espresado  en  tiempo. 

8«  La  cotanjente  del  angiüo  y^  designada  por  Gauss  con  JE^ 
puede  servir  para  determinar  el  4ngulo  en  el  astro ,  en  el  triangulo 
determinado  por  el  polo ,  el  zenit  y  el  astro.  Este  angnlo ,  formado 
por  el  circulo  vertical  y  el  de  declinacion,  se  llama  4ngulo  para- 
lactico  y  de  dl  se  bace  un  uso  frecuente  Teni^ndose  a  la  mano 
las  tablas  auxiliares  arriba  mencionadas ,  que  contienen  tambien  la 
cantidad  E^  se  obtiene  dicbo  4ngulo,  al  que  llämar^mos  jp,  por  la 
förmula  cömoda : 

como  se  y6  luego,  aplicando  la  quinta  de  las  förmulas  (10)  en  el 

n?-  8  de  la  introduccion  al  triangulo  rect4ngulo  SGF  Fig.  l.     AI 

contrario,  no  pudi6ndose  disponer  de  tales  tablas,  se  sigue  de  las 

förmulas  de  la  Trigonometria  esf6rica,  aplicadas  al  triangulo  SPZ: 

cos  h  aenp  =  cos  (p  s^nt 
cos /» coB  ^  =  cos  d  sen  9>  —  sen  d  008  9  cos  t , 
6  poniendo: 

cos  9  cos  tz=n  senJV 

Ben(p  =  ncosNy 
resultan  las  förmulas  cömodas  para  el  calculo  logaritmico : 

cos  h  aenp  =  cos  9  sen  t 
cosÄ  cosjp  =:n  cos  (^+JV). 

Mencionar^mos  aqui  que  se  bace  uso  del  ^gulo  paral&ctico 
cuando  se  trata  de  conocer  el  influjo  ejercido  en  el  angulo  borario  y 
en  la  declinacion  por  una  pequena  yariacion  del  azimut  y  altura. 
Aplicando  la  primera  y  tercera  de  las  förmulas  (1 1)  en  el  n^*  A  de  la 
introduccion  al  triangulo,  determinado  por  el  polo,  el  zenit  y  la 
estrella,  resulta  luego: 

dd  =  cosp  dh-h  cost  dtp  +  cosh  senp  dA 
coaddt  =  —  senj)  d/e  -f  sen^  send  d(p-{-  cos  h  coap  dA 

6  igualmente: 

dft  =  Qoapdd  —  QO%A  dtp  —  cosd  SGap  dt 
CObA  dA  =  Ben2>  dS  —  BenA  senA  dtp  +  ooad  008|»  dt. 
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9«   Con  el  objeto  de  trasfonnar  las  coordenadas :  ascension  recta 

y  declinacion  en  %njitud  y  latitud  se  debe  hacer  jirar  el  eje  de  las 

/'*  en  el  piano  de  las  y"  il\  desde  el  eje  positive  de  las  y"  h4cia  el 

eje  positive  de  las  /'  en  un  ängxdo  t  igual  ä  la  oblicuidad  de  la  eclip- 

tica.    Como  los  ejes  de  las  oi'  y  a?"'  coinciden  en  4mbos  sistemas ,  se 

signe  de  las  förmulas  (la) ,  en  el  n**-  1  de  la  introduccion : 

cos  |3  cos  X  —  cos  d  cos« 
008^  sen  A  =  cosd  sen  ce  cos£  +  sen  ^  sen  e 
8enß  =  — cosdsena  sen €  + send  cos e. 

Se  paede  establecer  estas  förmulas  tambien,  considerando  el 

triangalo  determinado  por  el  polo  del  ecuador,  el  de  la  ecliptica 

y  la  estrella,  en  el  cual  los  tres  lados  son  PO^— 5,  90®— /3  y  *,  y  los 

ängolos  opuestos  ä  estos  90® — A,  ÖO®+of,  y  el  angulo  en  la  estrella. 

Las  förmulas  de  arriba  tomaran  una  forma  mas  cömoda  para  el  cal- 

culo  logaritmico,  introduciendo  las  cantidades  auxiliares: 

Jlf8en^=8en5 

J[fc08^=C08d8ena;  ^  ' 

las  tres  ecuaciones  se  trasforman  asi  en  las  siguientes : 

cos  j3  cos  Jl  =  cos  d  cosff 
cos^  sen  X  =  üf  cos  (JÄT—  «) 
sen ß=:M sen  (N—s) 

ö,  espresandose  todas  las  cantidades  incögnitas  por  las  tanjentes,  y 

poni^ndose  en  lugar  de  M  su  valor: 

cos  d  sen  a 


tang^— 


cos -AT 
tangd 


sena 


.        ,     cos(iV^— fi),  >  Cb) 

tang  X  = ^    -y  ^  tango      (  ^  ' 

COSjY  °  *■ 

tangP  =  tang  (N—  «)  sen  X. 

Las  förmulas  prixnitivas  dan  ^  y  ß  nin  ambigüedad  alguna;  sin 

embargo,  al  valerse  de  las  förmulas  (h)  para  el  cömputo  puede  haber 

duda  acerca  del  ouadrante  en  que  se  ha  de  tomar  el  angulo  A.    Pero 

de  la  ecuacion :  o       -,  ^ 

cos  p  cos  X  =  cos  0  cos  a 

se  sigue,  que  cosa  y  cosA  deben  teuer  el  mismo  signo,  median te 
eaya  condicion  y  el  signo  de  tangA  queda  completamente  detenni« 

« 

nado  el  ouadrante. 


*  V^aae  el  no-  4  de  este  capitulQ. 
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Para  comprobar  el  c41calo  puede  servir  todavia  la  ecuacion : 

cos  (^-- c)  __  cos  1?  sen  1 

cosiV     ""cosdsena'  ^^ 

que  resulta,  dividiendo  una  per  otra  las  ecuaciones: 

cos  jJ  sen  ;i  =  ilf  coß  (^— t) 
cos  d  sen  a  =  itf  cos  iV 

La  significacion  jeom6trica  de  las  cantidades  auxiliares  paede 
hallarse  facilmente :  J^  es  el  ängulo  formado  per  el  circulo  m&ximo, 
que  une  la  estrella  al  punto  del  equinoccio  de  la  primavera ,  con  el 
ecuador ,  y  3f  el  seno  de  este  arco. 

I/jetnplo:  Sean: 

a  =  6»  33'  29".  30    d  =  -  16°  22'  35".  45 
s  =  2S^2tSi\  72. 

El  calculo  segun  las  formulas  (6)  y  (c)  da: 

cosd   9.9820131  tang  a        9.0605604 

cos  (1^ —  f:^ 

tangd   9.4681562.           —  -^~f^  9.0292017. 
®  "  cos^    ü. 

sen  a   9.0577093  X  =  859°  17'  43".  91 

jY  =-680  45' 41".  88  ^        ,^^     ^ 

B  =+  23  27  31  .  72  ^Si^'^)  ^  •  4114653 

N~B=.-92   13  13.60  «^^^  S.  0991293^ 

cos  {N-i)  8  .  5882086^  |?  =  -  17°  36'  37".  53 

cos  JV  9  .  5590069  cos  /?  =  9  .  9791948 

cos  /3  sen  ;i  =  8 .  0689241^ 
cos  d  sen«  =  9  .  0397224 
9 . 0292017^ 

Aplicando  las  formulas  de  (jauss  al  triängulo  determinado  por 

la  estrella,  el  pole  del  ecuador  y  el  de  la  ecliptica,  y  designando  el 

angulo  en  la  estrella  por  90® — E^  se  obtiene*. 

8en(45ö-  IP)  seni  {E-l)  =  cos  (45»+  J  «)  sen  [45°-  J  (b+9)] 
sen (45  -  i|J)  cos  J  {E^  X)  =  sen  (45  +  J  a)  cos  [45  -  i  (c - d)] 
cos  (45  -i|?)seni(J5?+X)  =  Ben(45  +  Ja)  sen [45  -1{b-6)] 
cos  (45  -  i  (?)  cos  i  {E+  X)  =  cos  (45  +  J  a)  cos  [45  -  i  (c  -f  d)], 

cuyas  formulas  son  sobre  todo  cömodas ,  cuando  se  pide ,  ä  mas  de 
las  cantidades  Ijßy  tambien  el  angulo  90^—^7. 


♦  Gauss,  Theoria  motus  pag.  64. 
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Nota.  Encke  ha  dado  tablas,  en  el  Jahrbuche  para  1831,  que  son 
sumamente  cömodas  para  un  cä,lcalo  aproximado  de  la  lonjitud  y  lati- 
tnd  mediante  la  ascension  recta  y  declinacion.  Ellas  ee  fundan  en  la 
trasformadon  de  las  tares  ecuaciones  fundamentales  del  n9-  9,  an41oga  a 
la  trasformacion  espuesta  en  el  no-  7  de  este  capitulo.  Tablas  mas  com- 
pletas  se  dan  en  el  Jahrbuche  de  1856. 

10*  Para  el  caso  inverso,  es  deeir,  para  la  trasformacion  de 
las  coordenadas  de  nna  estreUa  referidas  a  la  ecliptica,  en  coordena- 
das  referentes  al  ecnador ,  las  förmulas  son  del  todo  parecidas  a  las 
anteriores.  Por  medio  de  las  förmulas  (l),  relativas  ä  la  trasforma- 
cion de  las  coordenadas ,  6  tambien  por  la  consideracion  del  triän- 
golo  esf^rico  arriba  mencionado  se  obtiene : 

cos  d  cos  a  =  cos/?  cos  X 
cosd  sena  =  cos/?  senA  cosc  —  sen^  sene 
sen^=co8/3senZ  senc  +  sen/^coss. 

Las  mismas  ecuaciones  resultan  tambien ,  reemplazando  en  las 

tres  ecuaciones  primitivas  del  n?-  ^  ß  y  k  por  6  y  a,  j  tomandose 

negativo  el  angulo  f.    Del  mismo  modo  se  deducen  en  seguida  de  las 

förmulas  (6): 

tang^ 


tang^ 


sen;i 


,  cosW-ff),        , 

tanga  = ^    ^^  ^  tangi 

^  cosJV^  ® 

tang  d  =  tang  (JV-f  b)  sen  a 

j  de  (c)  la  ecuacion  de  comprobacion : 

cos  (N-h  c)  _  cos  d  sen  « 
cobN     ""cospsenX* 

en  donde  N  significa  el  angulo  formado  con  la  ecliptica  por  el  cir- 
cnlo  maximo  que  une  la  estrella  al  equinoccio  de  la  primavera. 

Las  ecuaciones  de  Graus s  dan  finalmente  en  este  caso : 

ßen(45<»-ia)  senj  {E+a)  =  sen(450  +  iZ)  sen[450-i  (f+/3)] 
8en(45  -  id)  cos  i  (E-hcc)  =  cos  (45  +  J 1)  cos  [45  -  i  (fi-/3)] 
cos  (45  -ja)Beni(^-a)  =  cos(45  -f  ii)8en[45  -4(ß-/3)] 
co8(45  - ia) cos J (.&-«)  =  sen (45  +iZ)cos[45  -i(«+/?)]. 

No  hai  necesidad  de  dar  un  ejemplo  para  este  caso ,  puesto  que 
las  förmulas  son  del  todo  analogas  ä  las  anteriores. 

Nota,  Para  el  Sol,  que  se  mueve  en  el  piano  de  la  ecliptica,  estas 
espresiones  se  hacen  mas  sencillas.  Llamandose  L  la  lonjitud  del  Sol, 
ÄjDm.  ascesdon  recta  y  declinacion,  se  obtiene: 
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taug  J.  =  tang  Xr  C08  f 

Ben  2>  =  sen  L  sens 
6  tambien: 

tang  2)  =:  tang  c  sen  A 

11.  Haci^ndose  nso  de  las  förmnlas  de  Grauss  se  determina  a 
mas  de  A.  7  j?  6  de  er  7  d ,  al  mismo  tiempo  el  4ngulo  en  la  estrella, 
comprendido  entre  el  circxdo  de  declinacion  7  el  de  latitad  en  el 
consabido  triaügulo,  puesto  qne  dicho  &ngnlo  17  es  igual  a  90^— ^. 

Pero  caando  este  angulo  se  pide,  sin  haber  calcolado  las  f5r- 

mulas  de  Gauss,  se  lo  balla  mas  cömodamente  per  las  ecuacionea : 

cos  ß  sen  17  =  cos  a  sen  £ 

cos  ^  cos  17  =  C08  e  cos  S  +  sen  e  sen  S  sen  a 


6: 


6  poni^ndose: 


6: 


cos  J  sen  17  =  cos l  sene 

cosc^co8i7  =  cosccos^  — senc  sen^senX, 

co8e  =  mco83f 
sen  e  sen  a  =  fn  sen  M 

cos«  =ncos3r 
sene  senZ  =  n  seniV 


per  las  ecuaciones : 

cos  ß  sen  17  =  cos  a  sene 

cos  ß  cos  J7  =  w  cos  {M—9^ 

6: 

cob6  seni7  =  co8il8ene 

cos  d  cos  17  =  n  cos  {N-^ß\ 

Se  bace  nso  de  este  angulo  al  investigar  el  influjo  ejercido  per 

pequefias  yariaciones  de  las  cantidades  k,ßjtenayöyj  vice- 

versa.   Pues  se  obtiene ,  aplicando  al  tri4ngulo  arriba  mencionado  la 

primera  7  tercera  de  las  förmulas  (1 1)  del  n*'-  9  de  la  introduccion : 

d^  =  00817  d^  — C08d8eni7  da  —  eenXdB 
ooaß  dl  =  Ben7]  dd-\'COB5cosrjda'hooaldenßds, 

7  vice -versa: 

£?5  =  co8i7  (ip  +  C08^8eni7  dX-hBenocds 
cob8  da  =  — Ben  ff  dß-^coBßcoBrj  dX  —  ooBOBend  de 

Nota.  La  suposicion  becba  arriba  de  que  el  centro  del  Sol  ae 
mueve  siempre  en  el  piano  de  la  ecKptica  no  es  rigorosamente  ezacta, 
mas  bien  tiene  el  Sol,  k  causa  de  las  perturbacionea  ejercidae  por  los  pla- 
netas,  comunemente  unapequena  latitud  septentrional  6  austral,  laque, 
sin  embargo,  nunca  pasa  de  an  segundo  en  arco.    Por  esta  razon  es  me- 
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nester  correjir  la  asoension  recta  7  dedinacion  c&lealadas  medianie  las 
förmulas  dadas  en  la  nota  ad  10,  por  el  efecto  de  la  latitud.  Desig- 
nando  &  esta  ultima  oon  dB,  resultan  las  förmulas  diferenciales: 

coaD       ' 
dDzzcoBTi  dB, 

6j  pomendo  en  ellas  los  Talores  de  seni^  y  cos  17  sacados  de  las  f6rmu- 
Tas  pära  cos/}  seil  17  y  cos 9  cos  17,  despues  de  haber  puesto  en  eatas  ß=:0: 

cosD  dA  =  —  co%ABentdBy 

dD  =  ^,dB. 

12«  A  fin  de  no  omitir  nada  dar^mos  todaYiä.  las  förmulas  me« 
dianfe  las  cuales  pueden  trasformarse  azimnt  y  altnra  en  lonjitud  y 
latitud ,  si  bien  estas  förmulas  nunca  se  emplean. 

£b  primer  lugar  se  tiene  con  respecto  al  piano  del  horizonte : 

a;  =  cos^co8Ä, 
y=:sen^co87i, 
z  =  Benh. 

Haci6ndose  jirar  el  eje  de  las  x  en  el  piano  de  las  a;;er  h&cia  el  lade 
positiyo  del  eje  de  las  j?  en  el  4ngulo  Wfi—tp,  resultan  las  nuevas 
ooordenadafi: 

/=  z  Ben  fp-'X  CO89. 

En  seguida  se  bace  jirar  el  eje  de  las  x'  en  el  piano  de  las  x'  y 

(dl piano  del  ecuador)  en  el  angulo  6  de  modo ,  que  el  eje  de  las  x' 

coineida  ahora  con  el  punto  equinoccial.    Teni^ndose  presente,  que 

el  eje  positiyo  de  \qa  y'  debe  estar  dir\jido  al  punto  00^  de  ascension 

recta  y  que  los  ängulos  borarios  y  las  ascensiones  rectas  se  cuentan 

en  direcciones  opuestas ,  resulta : 

«"=  a;' cos  0  +  y' sen  O 
—  y"=  y  cos  B  —  x  sen  B 

z  =z . 

Pinalmente  se  bace  jirar  el  eje  de  las  y"  en  el  piano  de  las  y"  /' 
h&cia  el  eje  positiro  de  las  /'  en  el  4ngulo  e,  resultando  asi: 

X    =x 

y'" = y"  cos  f  +  /'  sen  e 

«'" = -  y"  sen  «  +  i»"  cos  » 
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y  como  por  otra  parte  se  tiene : 

a?"'=:co8/?coBi,    y"—C06ßsenXj    £f'"=±aen/J, 

se  puede ,   eliminando  x\  y\  z  y  x\  y\  z'\  espresar  directamenie 
Xjß&n  funcion  de  A ,  Ä ,  <p ,  6  y  f. 


m.  —  DEL  MOVIMIENTO  DIURNO  CONSIDERADO  COMO  MEDIDA 

DEL  TIEMPO.    TIEMPO  SIDEREO,  TIEMPO  SOLAR,  TIEMPO 

MEDIO. 

13«  Como  la  rotacion  diurna  de  la  esfera  Celeste,  6  en  realidad, 
la  rotacion  de  la  Tierra  al  rededor  de  su  eje  se  efectua  de  un  modo 
perfectamente  uniforme,  6sta  nos  sirve  de  medida  del  tiempo.  £1 
tiempo  que  necesita  la  Tierra  para  efectuar  una  rotacion  en  tomo  de 
SU  eje,  es  decir,  el  tiempo  que  trascurre  entre  dos  culminaciones 
consecutiyas  de  una  misma  estrella,  se  llama  undiasid6reo.  £1 
dia  sid^reo  principia,  ö  se  dice,  que  es  0^  de  tiempo  sid6reo,  en  el 
instante  en  que  el  punto  equinoccial  de  la  primavera  pasa  por  el 
meridiano.  Del  mismo  modo  se  dice,  que  es  1**,  2**,  3**  etc.  de  tiempo 
sid^reo,  cuando  el  angulo  horario  del  mismo  punto  equinoccial  es 
1^,  2**,  3^  etc.,  lo  que  equivale  a  decir,  cuando  el  punto  del  ecuador 
culmina,  cuya  ascension  recta  es  respectivamente  1^,  2**,  3*^  etc.  6 
15^  30®,  45®,  etc. 

Se  Yer&  en  lo  que  sigue,  que  los  puntos  equinocciales  de  la  pri- 
mavera  y  del  otofio  no  son  puntos  fijos,  sino  que  est&n  movi6n- 
dose  lentamente  sobre  la  ecliptica.  Este  movimiento  se  compone  de 
dos,  de  los  que  el  uno  es  proporcional  al  tiempo  y  se  combina,  por 
eso,  con  el  movimiento  diumo  de  la  esfera  Celeste;  el  otro,  al  con- 
trario, es  un  movimiento  periödico.  En  virtud  de  este  ultimo  el  an- 
gulo horario  del  punto  de  la  primavera  no  esta  variando  uniforme- 
mente  y  de  consiguiente,  el  tiempo  sid^reo  considerado  rigorosa- 
mente,  no  es  una  medida  uniforme.  Sin  embargo  esta  irregula- 
ridad  es  sumamente  pequeila,  puesto  que  en  el  periodo  de  19  aüos 
queda  comprendida  entre  + 1 "  y  —  1". 

14«  Estando  el  Sol,  el  21  de  Marzo,  en  el  punto  del  equinoccio  de 
la  primavera ,  debe  pasar  en  ese  dia  por  el  meridiano  pröximamente 
k  (fi^  de  tiempo  sid6reo.  Pero  como  el  Sol  tiene  un  movimiento  pro- 
gresivo  en  la  ecliptica,  y  como  llega  al  punto  equinoccional  del  otofio 
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el  23  de  Setiembre ,  en  donde  tiene  la  ascension  recta  12^,  debe  cnl- 
minar  en  äste  dia,  hacia  las  12^  sid.    La  culminacion  dol  Sol  tendr& 
logar,  de  consiguiente ,    en  el  curso  de  un  ano  sucesivamente  & 
todas  las  horas  de  un  dia  sid^reo ,  y  k  causa  de  esta  incomodidad  no 
se  hace  oso  del  tiempo  sid^reo  en  la  vida  civil ,  sino  el  Sol  mismo 
sirve  para  medir  el  tiempo.     El  &ngulo  horario  del  Sol  en  un  in- 
stante dado,  se  llama  el  tiempo  solar  verdadero,  j  el  tiempo 
trascnrrido entre  dos  culminacionea sucesivas  del  Sol  es  un  dia  solar 
verdadero.    En  un  lugar  dado  la  hora  verdadera  es  0^,  cuando  el 
centro  del  Sol  pasa  por  el  meridiano.  Pero  como  la  aacension  recta  del 
Sol  no  esta  variando  unifonijemente,  este  tiempo  verdadero  presenta 
tambien  el  inconveniente  de  no  ser  uniforme.    Dos  causas  producen 
este  movimiento  no- uniforme  del  Sol  en  ascension  recta,  ä  saber: 
la  inclinacion  de  la  ecliptica  con  respecto  al  ecuador  j  el  movimiento 
no- umforme  del  Sol  en  la  misma  ecliptica.    Este  movimiento  knao 
del  Sol  es  aparente  j  producido  por  el  movimiento  de  la  Tierra  al 
rededor  del  Sol.   En  virtud  de  las  leyes  de  Kepler  la  Tierra  se  mueve 
sobre  una  elipse,  de  la  que  el  Sol  ocupa  uno  de  los  focos  j  de  tal  modo, 
qne  la  linea  que  une  el  centro  de  la  Tierra  al  centro  del  Sol  (el  radio 
vector  de  la  Tierra)  describe  4reas  iguales  en  tiempos  iguales.   Como 
el  area  de  toda  la  elipse  es  igual  k  a^nyi—e^,  la  velocidad  areal  F 

de  la  Tierra  sera :  ^  *r    — g*  ^  designandose  por  x  la  duracion  del 

ano  sid6reo,  es  decir ,  el  tiempo  que  tarda  la  Tierra  en  verificar  una 
revolucion  completa  en  tomo  del  Sol.  Poni6ndose  el  semi-eje  mayor 
de  la  elipse  igual  a  uno ,  6  introduci^ndose  en  lugar  de  la  escentrici- 
dad  e  el  4ngulo  <py  determinado  por  la  relacion  e^sen^),  sera: 

j,_%co8y 

Llamando  en  seguida  T  a  la  6poca,  en  que  la  Tierra  est&  mas 
proxima  al  Sol  6  la  6poca  del  perihelio,  el  sector  descrito  por  el 
radio  vector  desde  la  6poca  del  perihelio  hasta  el  tiempo  t  serä 
=F(t—T).     Pero  este  sector  se  espresa  tambien  por  la  integral 

definida  -J-   ir^  dvj  siendo  r  el  radio  vector  y  v  el  ängulo  compren- 

0 

dido  entre  el  eje  mayor  y  el  radio  vector  correspondiente  al  tiempo  f, 
6  sea  la  anomalia  verdadera  de  la  Tierra.  Asi  resulta  la 
ecuacion : 
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9F(t-T)  =  ft*dv. 

Como  enlaelipsees:  r=^^;j^=~~^,  la  integral  qneprecede 

se  faaria  complicada.  Sin  embargo ,  se  puede  introdncir  otro  ängolo 
en  Ingar  de  v;  pnes  como  el  radio  vector  es  =:a— ac  para  el  peri- 
helio  y  =:^a'\-ae  para  el  afelio,  se  podr&  poner  r-=:a  (l  — cosJ5^,  en 
donde  E  significa  an  angolo  que  se  anula  simnltaneamente  con  v. 
De  las  dos  espresiones  relativas  a  r  se  obtiene  para  la  determinacion 
de  J^la  ecoacion: 

COSf'-t-C 


C08J?  = 


H-CC08«r' 


y  por  ella  se  v^,  que  E  tendra  siempre  un  valor  real,  puesto  qne  el 

yalqr  del  lado  derecho  es  siempre  menor  qne  + 1 . 

Por  nna  sencilla  trasformacion  se  obtiene  todavla: 

cos  -&— «  cos  «  sen  E 

=  C08»    V    - — =r  =  8eny 


1— ecosJE?"  ^     l—eco^E 

y  diferenciando  las  dos  espresiones  de  r,  resulta: 

dv  _OC08<p 

dE~~T^' 

Introdnci6ndose  ahora  la  variable  E  en  la  integral  definida  de 
arriba,  se  obtiene: 

2F (t-T)=:a^ coaqt  r{i'-ecosE)dE=^a*coQq>{E-eaenE), 

6 

luego ,  poni^ndose  el  semi  -  eje  mayor  igual  a  uno ,  y  sustituy^ndose 
el  valor  de  F  hallado  antes : 

—  {t-T)  =  E--e8enEy 

en  donde  —  significa  el  movimiento  medio  sid6reo  de  la  Tierra  en 

un  dia,  es  decir,  el  movimiento  diurno  que  teridria  la  Tierra  si  elia 
verifica.se  la  vuelta  completa  en  torno  del  Sol  durante  el  tiempo  t 
con  velocidad  uniforme.  Asi  el  lado  izquierdo  de  la  ultima  ecuacion 
espresa  el  angulo  que  esta  Tierra  ficticia,  movi^ndose  con  velocidad 
uniforme  al  rededor  del  Sol,  hubiera  descrito  durante  el  tiempo  t—T, 
Se  Uama  t.  este  ängulo  la  anomalia  media,  y  designandola  por  Jtf, 
la  ecuacion  de  arriba  puede  escribirse  como  sigue : 
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j  despues  de  haber  determinado  por  ella  el  4iigulo  auxiliar  JEJ,  se 
halla  la  anomalia  verdadera  mediante  la  ecuacion : 

coBopsen^ 

Sin  embargo,  si  la  escentricidad  es  pequeda,  es  mas  cömodo  de- 
sarrollar  la  diferencia  entre  la  anomalia  verdadera  y  media  en  una 
Serie ,  para  lo  cual  hai  varios  m^todo^  elegantes,  cnja  esposicion  nos 
alejaria  demasiado  de  nuestro  objeto.  Si  se  piden  solo  pocos  t6rmi- 
nos,  lo  cnal  basta  para  el  objeto  presente,  se  pude  hallar  estos  f&cil- 
mente  del  modo  siguiente.  Como  4  c=0  corresponde  v^=M,  se  tiene : 
v  =  i»f +t^'o  .  e  + i  tr"o  .  c«  +  iv'"o  .  c»4- . . . ., 

en  donde  v'^,  v''q,  etc.  espresan  las  derivadas  sucesivas  de  v,  tomadas 
con  respecto  ä  e,  despues  de  haber  puesto  en  sus  espresiones  a=0. 

Diferenciandose  logaritmicamente  la  eouacion  SQnv=-j-^ — »r  9 

se  tiene : 

C03V  ,         dE     coBjK— c   .    dq)      cosE—e 
dv  = r=^.- Y=,-h 


flenv  BenE'l—ecosE     cosg)'l— ecos^* 

0: 

-  dv  = ^.  dE-^ d<p:= -dE-^ do. 

BenE  cos 9     ^  r  cosqp    ^ 

Diferenciandose  tambien  la  ecuacion  para  Mj  j  considerandose  como 
variables  solo  E  y  e,se  sigue : 

dE=Renv  dtp 

dv      senv,^  ,  .         dv      senv  _  .  . 

T— = (2+CC08I')  y    -=-= 5(2-fcco8v). 

dtp      co8q>  '^    de     costp* 

Poni^ndose  aqui  e=0,  se  obtiene:  v'^=2senM, 

Para  haUar  las  derivadas  de  ördenes  superiores  pöngase : 

P= sV     ö  =  2  +  ßC08f. 

cosqp*  "^    ^ 

Designando  por  P'q,  Q'q,  etc.  los  valores  de- las  derivadas  de  P  y  ^, 
despues  de  haber  puesto  en  ellas  e=0,  se  obtieine  facilmente: 

P'o  =  cos  M.  Vo  =  sen  2  M, 
Q'^  =  cosM 

»"0  =  Ben3f .  Q'o  +  2P'o  =  f  sen  2M 

P"o  =  cosM.  v*o  —  senüf .  v\  +  2  senilf  =  f  senS  If  +  i  senM', 
Co  =  ~  2  senitf .  r  0  =  -  4  senJP, 

i'"'o  =  Benilf.e"o  +  2e"o.P'o  +  2P"o=V8e^33f-}8en3f. 

7* 
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Asi  ser&: 

y  =  3f  4-  e  .  2  ßenJlf  +  c* .  J  sen  2ilf  4-  «*  (Ü  sen  SM—  J  sen  Jf) 
=  Jlf  +  (2c  —  i  6»)  sen  Jtf  4-  J  c»  sen  2  Jlf  4-  Ü  c*  aen  3-af4- 

Para  la  6rbita  de  la  Tierra,  correspondiente  al  afio  1850,  es 

6=0.0167712.    Sustituyendo  este  valor,  y  multiplicando  por  206265, 

&  im  de  espresar  todo  en  segundos,  resulta: 

V  =  3f  4-  6918".  37  senüf  4-  72".  62  sen  2 M-h  1".  05  sen  SM, 

j  la  parte  periodica  de  esta  espresion  que  se  ha  de  a^egar  k  la  anoma- 

lia  media  para  obtener  la  verdadera,  se  llama  la  ecuacion  del 

centro.    Como  el  moviiniente  angular  aparente  del  Sol  es  igual  al 

moyimiento  angular  de  la  Tierra  al  rededor  del  Sol,  se  obtiene  la 

lonjitud  verdadera  de  este  ultimo,  agregando  kv  l&  lo]\jitud  n  del  Sol 

cuando  la  Tierra  est&  en  el  perihelio.    AI  contrario,  M-^n  serä  la 

lonjitud  del  Sol  ficticio  ö  medio ,  que  se  mueve  uniformemente  sobre 

la  ecliptica,  j  esta  lonjitud  se  llama  la  lonjitud  media.    Desig- 

nando  la  primera  por  A,  la  ultima  por  X,  se  tiene,  de  consiguiente, 

para  la  lonjitud  verdadera  del  Sol  la  espresion  siguiente: 

X  =  Zf  4-  6918".  37  senJf 4-  72".  62  aen  2 Jlf  4- 1".  05  sen  SJlf  ♦ 

Mas  tarde  sera  necesario  conocer  la  espresion  de  l  en  funcion  de  L ; 

introdnciendo ,  pues ,  L  en  lugar    de  Jlf,    mediante    la  relacion 

JM"=X—  np,  y  tomando  n;=280^2l'4l".  0,  resulta: 

i  =  i  4- 1244".  31  ^en    L    4- 6305".  56  cos    L 

—  67  .  82  sen  2  i    4-     25  .  66  cos  2  i 

—  0  .  54  sen  3  X    —       0  .  90  cos  3  X. 

Para  deducir  de  la  lonjitud  del  Sol  la  ascension  recta,  sirve  la 

förmula: 

tang  J.  =  tangX .  cost, 

de  donde  se  deduce,  conforme  con  la  förmula  (17)  del  no.  11  de  la 
introducion : 

A  =  X  —  tang  ^  ««  sen  2  X  4-  4  tang  ^  c*  sen  4  X  — ... . 
y,  despues  de  baber  sustituido  en  lugar  de  c  el  valor  23®  27' 81".  0,  y 
multiplicado  por  206265: 
A  =  X-  8891 .  56  sen  2  X  4- 191".  65  sen  4  X  -  5".  51  sen  6  X  4-  0".  18  sen  8  X. 


*  Procediendo  con  rigor  se  ha  de  agregax  k  estos  t^rminos  todavfa 
el  efecto  de  las  pertarbaciones  de  la  loi^jitud  ejercida  por  los  planetas; 
tambien  deberfa  atenderse  k  los  pequefios  movimientos  del  punto  equi- 
nocdal. 
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La  parte  periödica  de  esta  förmula,  tomada  con  signo  opuesto,  se 
üama  la  reduccion  &  la  ecliptica. 

Siistituy^ndose  finalinente  en  la  ultima  förmula  en  lugar  de  X 
la  Serie  hallada  arriba,  j  desarrollando  los  senos  de  los  arcos  com- 
pnestos  se  halla,  despues  de  verificadas  debidamente  las  reducciones 
7  divido  por  15,  a  fin  de  espresar  todo  en  tiempo: 


^= 

=  i+   86«. 

53  Ben  X 

+  434i. 

15  cos  X 

-596  . 

64sen2l> 

+     1  . 

69co82iy 

-     3  . 

77  8en3  L 

-    18  . 

77C083X 

+    13  . 

23  8en4  L 

-     0  . 

19C084X 

4-     0  . 

16  8en5X> 

+     0  . 

82C085X 

-     0  . 

36  86116  L 

+     0  . 

02CO86  2/ 

-     0  . 

OlaenlL 

-     0  . 

04cob7  2/. 

15«  Como  las  ascensiones  rectas  del  Sei  no  varian  uniforme- 
mente,  el  tiempo  solar  verdadero,  igual  al  4ngulo  horariö  del  Sol, 
tampoco  es  una  medida  de  tiempo  uniforme.  Por  esta  razon  se  ha 
introdncido  un  otro  tiempo  uniforme,  el  tiempo  solar  medio, 
determinado  por  el  movimiente  de  un  segundo  Sol  ficticio ,  que  se 
maeve  sobre  el  ecuador  con  la  misma  yelocidad  uniforme  que  el  su- 
puesto  Sol  medio  sobre  la  ecliptica.  La  ascension  recta  de  este  Sol 
medio  es,  de  consiguiente,  igual  k  la  lonjitud  L  del  primer  Sol  me- 
dio. En  un  lugar  dado  es  medio  dia  medio ,  cuando  el  Sol  medio 
esta  en  el  meridiano,  de  consiguiente,  cuando  el  tiempo  sid6reo 
es  igual  a  la  lonjitud  media  del  Sol,  y  cada  ^gulo  borario  de  este 
Sol  medio ,  correspondiente  k  un  instante  dado ,  es  el  tiempo  medio, 
que  se  cuenta  en  los  datos  astronömicos  desde  un  medio  dia  al  sigui- 
ente,  de  0^  &  24^. 

Segun  Hansen  la  ascension  recta  media  L  del  Sol,  correspon- 
diente a  1850  Enero  0  0^  de  tiempo  medio  de  Paris  es : 

18J»  39»  9« .  261 , 

y  comola  duracion  del  aüo  tröpico,  es  decir,  el  tiempo  que  necesita 
el  Sol  para  yerificar  una  revolucion  entera  con  respecto  al  punto  equi- 
noccial  de  la  primavera  es  365.2422008  dias,  el  movimiento  diumo 
tröpico  medio  del  Sol  viene  k  ser: 

366.2422008  =  ^'  ^'-  »^  =  8«  66.  .  665  de  tiempo  sid. 
el  moYimiento  en  365  dias  =  23*»  59»  2» .  706  =  -  57» .  294 
el  movimiento  en  366  dias  =  24     2  59  .261  =  +  2»  59«.  261. 
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Con  estos  datos  ja  puede  calcularse  el  tiempo  sid^reo  oorrespon- 
diente  k  cualquier  otra  6poca.  Para  calciQar  el  tiempo  sid§reo  al 
medio  dia  en  un  otro  meridiano  se  tiene  para  el  medio  dia  medio  de 
Enero  0  de  1850  el  tiempo  sid6reo : 

k 

Igh  39m  9.  .  261  +-r  X  3»  56»  .  566, 

en  donde  k  significa  la  diferencia  de  lonjitud  con  respecto  a  Paris, 
espresada  en  horas,  tom^ndola  positiva  al  Oeste  y  negativa  al 
Este*. 

La  relacion  entre  el  tiempo  medio  y  el  tiempo  yerdadero  se 
deduce  inmediatamente  de  la  eeuacion  relativa  &  Ä  de  arriba.  El 
8ol  medio  estar4  unas  veces  adelan^o,  otras  veces  atrasado  con 
respecto  al  Sol  verdadero,  segun  el  signo  de  la  parte  periödica  de  A. 

Calcul^ndose  L  para  el  medio  dia  medio  de  un  lugar,  esto  es,  el 
tiempo  sid^reo  a  medio  dia  medio,  el  valor  de  L—Äy  dado  por  la 
fÖrmula  de  arriba,  sera  el  angulo  horario  del  Sol  en  el  momento  del 
medio  dia  medio**.  La  cantidad  que  hai  de  agregar  al  tiempo  ver 
dadero  para  obtener  el  tiempo  medio  se  llama  la  ecuecion  del 
tiempo.  Asi  es,  que  para  deducir  de  la  espresion  de  X— J.  la  eeua- 
cion del  tiempo  ic,  correspondiente  al  instante  del  medio  dia  verda- 
dero, se  debe  convertir  el  angulo  horario  L—Ä  en  tiempo  medio  y 
darle  el  signo  opuesto.  Luego ,  si  t»  es  el  movimiente  diumo  medio 
del  Sol,  espresado  en  tiempo,  j  n+w  el  movimiento  diumo  verda- 
dero del  Sol  para  el  dia  dado ,  24  horas  de  tiempo  medio  seran  igua- 
les  a  24— «;  horas  de  tiempo  verdadero  y,  por  eso,  debe  ser: 

X  :  A—L  =  24t :  241»— «7, 

ö: 

*  Tambien  aqui  debe  atenderse  al  pequeno  movimiento  periödico 
del  pimto  equinoccional  de  la  primavera,  el  cual  ha  de  agregarse. 

**  La  espresion  de  arriba  dÄ  L—A  solo  apröximadamente.  El 
valor  exacto  debe  calcularse  mediante  las  tablas  solares  y  es  igual  k  la 
loigitud  media  menos  la  ascension  recta  verdadera  del  Sol.  Las  tablas 
del  Sol  mas  modemas  son  las  de  Hansen  y  Olufsen,  Tables  du  Soleil. 
Copenhague  1858,  y  las  tablas  solares  de  Leverrier.  Annalea  de  TObser- 
vatoire  finp^riale.    Tom.  IV. 
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F^dbnente  pnede  inferirse  de  la  ecuacion  de  arriba  relatiTa  &  Ä 
el  modo  como  va  variando  la  ecuacion  del  tiempo  en  el  curso  de  im 
aäo-   Poni^ndose ,  al  efecto,  ^— X=0,  y  tomluidose  en  cuenta  solo 
los  tres  t^rminos  mas  importantes ,  se  obidene  la  ecuacion : 
0  =  86 . 5  Ben  £  —  596 . 6  Ben2  L  +  434 . 1  cosX, 

de  la  cual  se  deducen  los  valores  de  X ,  4  que  cgiresponde  el  valor 

nulo  de  la  ecuacion  del  tiempo,   a  saber:  i=23^  16',  X=83^26', 

L=\t0^lb\  i=273^3',   k  cuyos  valores  corresponden  lafi  fecbas: 

15  de  Abril,  14  de  Junio,  31  de  A^osto  j  25  de  Diciembre,  Las  ^po- 

cas  en  que  la  ecuacion  del  tiempo  toma  sus  valores  m4ximo8  6  mini- 

mos  se  siguen  de  la  ecuacion  diferencial ,  resultando  los  4  valores 

signientes : 

+  14«  31« ,        -  3»  63» ,         4-  6n»  12« ,        —  16«  18« 
para  Februar  12        Mayo  14         Julio  26    Noviembre  18. 

£1  dia  verdadero  es  el  mas  largo ,  cuando  la  variacion  de  la 
ecuacion  del  tiempo  en  un  dia  es  positiva  y  un  m&ximo.  Esto  tendr& 
Ingar  hacia  el  23  de  Diciembre ,  en  cuya  6poca  dicha  variacion  es 
de  SO",  y  de  consiguiente  la  duracion  de  un  dia  verdadero  24^0°*  30 •. 
AI  contrario,  el  dia  verdadero  6er&  el  mas  corto,  cuando  la  variacion 
de  la  ecuacion  del  tiempo  es  un  minimo  pero  negativa,  lo  cual  tendrÄ 
lugar  ä  mediados  de  Setiembre,  ascendiendo  entonces  la  variacion 
de  la  ecuacion  del  tiempo  k  — 21',  y  la  duracion  del  dia  verdadero 
a  23^  5«"  39». 

Lo  que  precede  |co&tiene  todo  lo  neccsario  para  la  conversion 
de  las  tres  especies  de  tiempo,  la  ima  en  la  otra;  sin  embargo,  ser& 
bneno  reunir  las  reglas  practicas  en  lo  que  sigue. 

]6*   Conversion  del  tiempo  medio  en  tiempo  sidöreo 

yvice-versa.    Como  el  Sol,  en  virtud'de  su  movimiento  de  Oeste 

ä  Este,  desde  el  equinoccio  de  la  primavera  basta  el  mismo  punto, 

queda  atrasado  en  una  revolucion  diuma  completa  con  respecto  k  las 

estrellas  fijas,  el  aiio  tröpico  debe  contener  exactamente  un  dia  sid6- 

reo  mas  que  dias  medios ,  y  por  este  motivo  es : 

,.      .,,  366.242201   ,.  ,. 

un  dia  sidereo  =  ^^^^,^^^^  diafl  medios, 

366.242201  ' 

=  un  dia  medio  —  3«  55* .  909  de  tiempo  medio, 

,.  ,.         366.242201    ,.        .,,, 

T  un  dia  medio  =  ^^,  ^.^^^:  dias  sidereos , 
'  366.242201 

=  un  dia  sidäreo  +  3«  56  ■ .  555  de  tiempo  sidereo. 
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Luego ,  si  Ö  es  el  tiempo  sid^reo ,  M  el  tiempo  medio ,  y  ö©  ®^ 
üempo  sid^reo  que  corresponde  a  Jtf=0,  es  decir,  al  medio  dia  me- 
dio, sera: 


e^9o+M 


241» 

24h+3m56B.655 
24h 


£1  tiempo  sid^reo  a  medio  dia  medio  puede  calcularse  conforme 
con  lo  espuesto  arriba,  6  tomarse  de  las  efem^ridas  astron6micas,'en 
donde ,  para  major  comodidad ,  se  da  esta  cantidad  para  cada  medio 
dia  medio. 

Para  facilitar  mas  todavia  el  calculo  se  usan  tablas  que  dan  los 
valores  de: 

241i-3m65  .909 


24h 

24h +3"  56»  .  665 
24h 


,t 


A 


para  los  diferentes  valores  de  t.  Tales  tablas  se  hallan  tambien  en 
las  efem6ridas  astronömicas ,  y  en  todas  las  colecciones  de  tablas 
astronömicas. 

Ejemplo:  Se  pide  convertir  14^  16™  36". 35  de  tiempo sid6reo  de 
Junio  9  de  \Si9  en  tiempo  medio  de  Berlin. 

El  tiempo  8id6reo  al  medio  dia  medio  de  este  dia  es  segun  el 

Jahrbuch  de  Berlin : 

6h  10«  48» .  30. 

De  consiguiente,  desde  el  medio  dia  medio  hasta  el  tiempo  dado  han 
trascurrido  ^  5™  48" .  05 ,  y  estas  equivalen ,  segun  las  tablas  auxilia- 
res ,  6  efectuando  la  multiplicacion  por 

24h~3m  66»  .  909 
24h  ' 

a  0**  4"*  18'. 68  de  tiempo  medio.  Suponiendo  dado  el  tiempo  medio 
se  lo  convertiria  mediante  las  tablas  auxiliares  en  tiempo  sid^reo, 
y  este  se  agregaria  al  tiempo  sid6reo  correspondiente  al  medio  dia 
medio  para  hallar  el  tiempo  sid6reo  correspondiente  al  tiempo  me- 
dio dado. 
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17.  Conversion  del  tiempo  verdadero  en  tiempo 
medio  y  vice-versa. 

Para  convertdr  tiempo  verdadero  en  tiempo  medio  se  tiene  que 
tomar  de  las  efem6rides  simplemente  la  ecuacion  del  tiempo  corres- 
pondiente  al  tiempo  verdadero  dado  y  agregar  esta  con  su  signo  al 
tiempo  dado.  Segun  el  Jahrbuch  de  Berlin  la  ecuacion  del  tiempo 
ä  medio  dia  verdadero  es : 

Dif.  I       Dil  n 

1849  Junio  8    -lm20«.73      ,,     .,^ 

^       ^     ««  +11". 36    .  ^    ^„ 
9         1      9-37  +0..27 

10        0    57  .74       "  -^^ 

Si  se  pide  ahora  convertir  en  tiempo  medio  el  tiempo  verdadero 
9^  5*°  28*. 60  para  Junio  0,  se  haUa  para  este  momento  la  ecuacion 
del  tiempo  — 1™4».98,  luego  el  tiempo  medio  9^4°*  18». 62. 

Para  convertir  tiempo  medio  en  tiempo  verdadero  sirve  la 
misma  ecuacion  del  tiempo ;  pero  como  esta  se  da  en  las  efem6rides 
para  tiempo  verdadero ,  ya  seria  necesario  conocer  el  tiempo  verda- 
dero para  saber  interpolar  la  ecuacion  del  tiempo.  Sin  embargo, 
como  esta  ultima  varia  poco  en  el  curso  de  un  dia ,  sera  suficiente 
convertir  el  tiempo  medio  dado  en  tiempo  verdadero  aplicando  un 
valor  aproximado  de  la  ecuacion  del  tiempo ,  6  interpolar  en  seguida 
la  ecuacion  del  tiempo  mediante  este  tiempo  verdadero  aproximado. 
Sea,  p.  ej.,  el  tiempo  medio  9*»  4™  18*.62;  en  tal  caso  tömese  —  1™ 
como  valor  aproximado  de  la  ecuacion  del  tiempo.  Con  el  tiempo 
verdadero  9^5"  18". 63  se  halla  la  ecuacion  del  tiempo  —1™  4*. 98, 
luego  el  tiempo  verdadero  9*^  5°*  23*. 69. 

En  el  Nautical  Almanac  se  da,  a  mas  de  la  ecuacion  del 
tiempo  para  cada  medio  dia  verdadero,  tambien  la  cantidad  L—A^ 
correspondiente  ä  cada  medio  dia  medio ,  la  cual  debe  agregarse  al 
tiempo  medio  para  obtener  el  tiempo  verdadero.  De  este  modo  el 
calcolo  viene  a  ser  el  mismo  en  ambos  casos,  vali6ndose  de  la  segunda 
tabla  para  convertir  tiempo  medio  en  verdadero. 

18«  Conversion  del  tiempo  verdadero  en  tiempo 
sidfereo  y  vice-versa. 

Como  el  tiempo  verdadero  es  igual  al  angulo  horano  del  Sol,  no 
hai  mas  que  agregar  a  este  la  ascension  recta  del  Sol  para  obtener 
el  tiempo  sidereo.  Segun  el  Jahrbuch  de  BeWin  se  tiene  las  siguien- 
tea  ascensiones  rectas  del  Sol  para  el  medio  dia  verdadero  de  Berlin : 
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Dil  I       mtu 

1849  Junio  8    61»  5»  30« .  79    .  ,     ^.   ^^ 

/v     ««     «^  4- 4m  7«.  96      ^    ^^ 
9         9    38  .76  +0I.27. 

10       13    46  .98 

Pidi^ndose  ahora  convertir  9^  5"*  23" .  60  de  tiempo  verdadero  de 
Junio  9  en  tiempo  sid6reo,  se  halla  para  esta  6poca  la  ascenaion  recta 
del  Sol  6**  11«  12«. 75,  luego  el  tiempo  sid^reo  igual  4  14*»  10"»3Ö".35. 

Para  convertir  tiempo  sid^reo  en  tiempo  verdadero  se  necesita 
un  conocimiento  aproximado  del  tiempo  verdadero  para  la  interpola- 
cion  de  la  ascension  recta  del  Sol.  Con  este  fin  se  resta  del  tiempo 
sid^reo  dado  la  ascension  recta  del  Sol  correspondiente  al  principio 
del  dia,  obteni6ndose  asi  el  nümero  de  las  horas  siderales  trascurri- 
das  desde  dicho  momento.  Estas  horas  siderales  deberian  conver- 
tirse  en  tiempo  verdadero ;  pero  basta  trasformarlas  en  tiempo  me- 
dio,  ^  interpolar  la  ascension  recta  del  Sol  para  esta  6poca.  Restando 
6sta  del  tiempo  sid6reo  dado  resiiltarä.  el  tiempo  verdadero. 

Por  ej.  al  medio  diji  verdadero  de  Junio  9  la  ascension  recta  del 
Sol  es  6^  9™  38" .  75,  luego  desde  este  instante  hasta  el  tiempo  sid6reo 
14^  16"  86*. 35  han  trascurrido  9'*6"57».60  de  tiempo  sid6reo,  6 
9^  5™  28*. 00  de  tiempo  medio.  Interpol&ndose  la  ascension  recta  del 
Sol  para  este  tiempo,  se  obtiene  5^  1 1™  12» .  75,  luego  el  tiempo  verda- 
dero 9**  5™  23" .  60.  Se  puede  efectuar  esta  conversion  de  un  modo  no 
meuos  cömodo,  trasformando  el  tiempo  sid^reo  en  tiempo  medio  y 
deduciendo  de  este  ultimo,  mediante  la  ecuacion  del  tiempo,  el  tiempo 
verdadero. 

Nota.  Con  el  fin  de  efectuar  estas  trasformacioDes  para  el  tiempo  t 
de  un  meridiano,  cuya  diferencia  de  loi\jitud  con  respecto  al  meridiano 
de  la  efem^ride  es  k  (positiva  si  es  ocddental  y  negativa  si  es  oriental) 
es  menester  interpolar  para  el  tiempo  1 4:  X;  las  cantidades  dadas  en  las 
efem^rides,  es  decir,  el  tiempo  sid^reo  k  medio  dia  medio,  la  ecuacion 
del  tiempo  y  la  ascension  recta  del  Sol. 


IV.  —  FENOMENOS  ESPECIALES  RELATIVOS  AL  MOVIMIENTO 

DIURNO. 

19*  En  virtud  del  movimienta  diumo  cada  astro  pasa  dos  veces 
por  el  meridiano  de  un  lugar ,  k  saber ,  en  la  culminacion  superior 
cuando  el  tiempo  sid6reo  es  igual  a  la  ascension  recta  del  astro  y  en 
la  culminacion  inferior  cuando  el  tiempo  sid^reo  escede  la  asoeasioB 


107 

recta  en  12  horas.  De  ahl  se  sigue  inmediatamente  la  hora  de  la 
calminacion  de  una  estrella  fija.  Si ,  al  contrario ,  el  astro  tiene  tin 
movimiento  propio ,  seria  necesario  conocer  ya  la  hora  de  la  ctümi- 
nacion  para  calcular  la  ascension  recta  correspondiente  k  esta  dltima. 

En  cuanto  al  Sol  la  ecuacion  del  tiempo  k  medio  dia  medio, 
deducida  de  las  efem6ridas,  d&  el  tiempo  medio  de  an  culminacion 
para  el  meridiano  a  qne  corresponde  la  efem^ride ;  interpol&ndose  la 
ecuacion  del  tiempo  para  el  tiempo  verdadero  ky  se  obtiene  mediante 
ella  el  tiempo  medio  de  la  culminacion  para  un  meridiano  cuja 
diferencia  de  lonjitud  occidental  es  k. 

Las  posiciones  de  la  Luna  j  de  los  planetas  se  dan  en  las  efe- 
meridas  para  el  medio  dia  medio  de  im  meridiano  determinado. 
Designando  por  f  (a)  la  ascension  recta  del  astro  espresada  en  tiempo 
a  medio  dia,  por  t  la  hora  de  la  culminacion,  la  ascension  rect^  al 
tiempo  de  la  ciilminacion  serä ,  segun  la  förmnla  de  interpolacion  de 
Newton,  si  se  desprecian  las  terceras  diferencias: 

6  mas  aproximadamente : 

fia)  + 1  f  (a+i)  +  *-M  f  (a+i). 

Ccmo  esta  cantidad  debe  ser  igual  al  tiempo  sid^reo  en  dicho  instante, 
se  obtiene,  llamando  Bq  al  tiempo  sid6reo  ä  medio  dia  medio,  j 
saponiendo  de  24  horas  el  int6ryalo  de  los  argumentos  de  /'(a),  la 
ecuacion : 

00+«  (24h  3m  668.56)  =  f{a)  4- 1'  f{a+i)  +  ^-^^^  T  («+4), 

luego :  ^ /"(g)  —  Sp 

24k  3m  56» .  56  -  f  (ö+i)  -  ^  T  (a+i) 

En  el  lado  derecho  entra  todavia  t\  pero  como  las  segandas  dife- 
rencias son  siempre  pequefias ,  se  puede  en  el  calculo  de  esta  förmnla 
admitir  como  valor  aproximado  de  t  el  sigoiente : 

/"W-Qo » 

24h3m56B.56-/^(a+i)' 


*  Si  el  intäryalo  de  los  argimientos  de  /"(a)  faese  de  12  horas,  en 
Ingar  de  24  horas,  el  primer  t^rmino  del  denominador  de  la  förmula  de 
arriba  serfa  12^»  1»  58*. 28,  y  parti^ndose  de  un  valor  de  /"(a),  cuyo  argu- 
mento  faese  la  media  noehe,  se  pondna  Oo+  ^^  1°^  58«  .28  en  lugar  de  9o- 


108 

La  cantidad  /"(a)  — Öq  es  el  4ngulo  horario  orieutal  del  astro 
para  el  medio  dia  del  meridiano ,  para  el  cual  esta  construida  la  efe- 
m6ride;  si  +k  es  la  lonjitud  de  un  otro  lugar  situado  al  oeste  de 
dicho  meridiano,  el  angulo  horario  oriental  seria  para  este  lugar 
f(a)—SQ+'k\  de  consiguiente  la  hora  de  la  culminacion  para  eate 
lugar,  espresada  en  tiempo  del  primer  meridiano : 

., f{a)'-eo  +  k 

t  —  —, 


1861  Julio  14.5 

f{a) 
13h  7m  58.3 

15.0 

13  34    22  . 9 

15.5 

14     2    21  . 7 

16.0 

14  31      4.0 

2411 3m  568 .56  -  f  (a+j)  -  ^-i■/"'  {a+i) 


Ejemplo :  Se  dan  las  siguientes  ascensiones  restas  de  la  Luna 
para  el  tiempo  medio  de  Berlin: 

Dif.  I.  Dif.  IL 

27  58.8 

28  42.3  *^-^' 

como  asimismo  el  tiempo  sid6reo  4  medio  dia  medio  de  Julio  15, 
Sq=1^  33™  7". 9.  Se  pide  la  hora  de  la  culminacion  de  la  Luna  para 
Greenwich. 

Como  la  diferencia  en  lonjitud  de  Greenwich  es  ä;=+53"  34". 9^ 
el  numerador  de  t'  sera  &^  54™  4ft*.9;  los  primeros  t6rminos  del  deno- 
minador  son  1 1'*  33™' 59* .  5 ,  luego  el  valor  aproximado  de  t'  igual  ä 
0.59775;  con  esto  la  correccion  del  denominador:  +8". 5,  y  el  valor 
correjido  de  f  igual  ä  0.59762,  6  1^  10™  17».0;  luego  la  hora  local  de 
la  culminacion  ö'*  16™  42».  l. 

Designando  por  a  el  argumento  mas  proximo  a  la  culminacion 
inferior,  se  tendr&  para  la  culminacion  inferior  la  ecuacion 

00  + 1  (24li  3"  56» .  6)  =  12^  +  f{a)  +  «  T  («+1)  +  ^-^J-^  ^'  (^■*"*) » 
y  la  förmula  jeneral  ser&  de  consiguiente : 

^,^ 12h -f /•(«)- ^0  +  fe 


24h  3m  56s.  56  -  f  (a+i)  +  ^-^  f  (a+i^ 

lyemplo:  Pidi6ndose  la  hora  de  la  culminacion  inferior  de  la 
Luna  para  Greenwich  el  15  de  Julio,  se  partir4  de  Julio  L5.5;  luego  el 
numerador  sera  7**  20™  50" .  4 ,  los  primeros  törminos  del  denominador : 
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11^33"  16".0;  Inego  el  valor  aproximado  de  i'  igual  4  0.6359  y  el  va- 
lor  correjido  0.63577  6  7^  37"  45*.  1.  La  culminacion  inferior  tendrä, 
pues,  lugar  ä  laa  19^  37™  45".  l  de  tiempo  de  Berlin,  6  4  las  18*»  44™ 
10*. 2  de  tiempo  de  Greenwich. 

20*   £n  el  vP'  7  hemos  hallado  la  ecuacion : 

sen  A  =  Ben  9  sen  9  +  cosg)  cosd  cos  i, 

Estando  el  astro  en  el  horizonte ,  h  debe  ser  =  0 ,  de  donde 

se  siguer 

0  =  sen^  sen^  +  coeqp  cosd  cos^o 
luego: 

coB^o  =  —  tang  (p  tang  9. 

Mediante  esta  formnla  se  halla,  de  consiguiente,  para  nna  lati- 
tad  dada  tjp ,  el  4ngulo  horario  de  im  astro  correspondiente  al  in- 
stante en  qne  se  leyanta  6  se  pone  nn  astro  cuya  declinacion  es-d. 
El  yalor  de  este  angulo  horario ,  tomada  de  un  modo  absolnto ,  se 
llama  elsemi-arco  diurno  dela  estrella.  Conociendose  el  tiempo 
sid^reo  del  paso  de  la  estrella  por  el  meridiano ,  6  sea  su  ascension 
recta,  se  puede  calcular  la  hora  sid^rea  del  instante  en  que  la  estrella 
sale  ö  se  pone,  restando  de  la  ascension  recta  ö  agregando  k  esta  el 
valor  absoluto  de  t^.  De  la  hora  sid^rea  se  dedace  en  seguida,  segnn 
las  reglas  anteriores,  la  hora  media. 

^emph:  Se  pide  calcular  la  hora  &  que  sale  y  se  pone  la 
estrella  Arcturo  para  Berlin.  Para  el  principio  del  aik)  de  1861  la 
posicion  de  Arcturo  es : 

o  =  14k  9»  19«.  3        a  =  +  19»  54'  29" 
ademas  es: 

9  =  52»  30'  16". 

Con  estos  datos  se  halla  el  semi  -  arco  diurno : 

*o  =  118«  10'  1".  3  =  71»  62»  40». 

Luego  Arcturo  se  levanta  k  las  6^  16™  39"  y  se  pone  4  las 
22*»  1™  59"  de  tiempo  sid^reo. 

Con  el  fin  de  hallar  la  hora  de  la  salida  y  puesta  de  un  astro 
errante  se  hace  necesario  conocer  la  declinacion  para  los  momentos 
en  que  el  astro  sale  y  se  pone,  y  por  tanto  el  problema  debe  resolverse 
por  el  m^todo  de  las  aproximaciones  sucesivas.    En  cuanto  al  Sol  el 
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ddculo  se  hace  sencillo.  Adoptando  primero  \in  valor  aproximado 
de  la  declinacion,  se  obtiene  un  valor  aproximado  del  ängulo  horario 
del  Sol  6  del  tiempo  verdadero  correspondiente  k  la  salida  y 
puesta.  Como  la  declinacion  del  Sol  se  dÄ  en  las  efem^rides  para 
los  medios  dias  verdaderos,  se  puede  hallar  por  interpolacion  la  decli- 
nacion correspondiente  a  los  dos  referidos  instantes  y  repetir  con  esta 
el  calculo. 

Algo  mas  largo  se  hace  el  cIlIciiIo  para  la  Luna.  Despues  de 
calculados  los  tiempos  medios  de  la  culminacion  superior  6  inferior 
de  la  Luna,  se  puede  hallar  el  tiempo  medio  correspondiente  ä  cada 
angulo  horario  de  la  Luna.  Mediante  una  declinacion  aproximada 
de  la  Luna  se  halla  el  angulo  horario  para  los  instantes  de  la  salida 
y  puesta  de  la  Luna  y  de  este  modo  un  valor  aproximado  del  tiempo 
medio.  Se  repite  en  seguida  el  calculo  con  la  declinacion  interpolada 
para  este  ultimo  tiempo.  ün  ejemplo  se  halla  en  el  n^*  1|  del  tercer 
capitulo. 

Nota.  La  ecuacion  relativa  al  angulo  horario  de  la  salida  j  puesta 
puede  escribirse  todavla  bajo  otra  forma.  Rest^ndose  aquella  de  uno 
y  smn&ndola.tambien  con  uno,  j  dividiendo  una  por  otra  las  nuevas  eciia- 
cionee,  resultardr: 

4.       WS     coB  {<p—9) 

21*  La  formula  de  arriba  relativa  a  cos  (q  permite  dar  razon 
de  todos  los  fenomenos  que  presentan  el  orto  y  ocaso  de  los  astros 
para  los  diferentes  puntos  de  la  superficie  de  la  Tierra. 

Si  ö  es  positiva,  es  decir,  si  la  estreUa  se  halla  al  norte  del 
ecuador ,  cos  Iq  serk  negative  para  los  lugares  del  hemisferio  septen- 
trional ;  luego  ^q  es  mayor  que  90*^,  y  la  estrella  permanece  un  tiempo 
mas  largo  sobre  el  horizonte  que  debajo  de  61.  Para  las  estrellas 
australes,  al  contrario,  t^  Berk  menor  que  90®;  estas  permanecen,  de 
consiguiente ,  para  los  lugares  del  hemisferio  septentrional  de  la 
Tierra,  menos  tiempo  sobre  el  horizonte  que  debajo  de  dl.  En  el 
hemisferio  austral  de  la  Tierra,  en  donde  (p  es  negativa,  sucede  lo 
contrario,  puesto  que  el  arco  diurno  de  las  estrellas  australes  es 
mayor  que  12  horas.  Si  9=0,  (q  6er4  igual  a  90^,  cualquiera  que 
sea  el  valor  de  6 ;  luego  para  el  ecuador  terrestre  todas  las  estrellas 
permanecen  el  mismo  tiempo  sobre  el  horizonte  que  debsgo  de  61, 
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Si  d=0,  sera  i^rualinente  ^^=00^,  cnalquiera  que  sea  el  yalor  de  q>. 
De  consiguiente ,  para  todos  los  Ingares  de  la  Tierra  las  estrellas 
ecnatoriales  permanecen  igual  tiempo  sobre  y  debajo  del  horizonte. 
Halländose ,  pues ,  el  Sol  al  norte  del  ecuador ,  los  dias  para  im 
lugar  del  hemisferio  septentrional  son  mas  largos  que  las  noches, 
j  vice -versa  coando  el  Sol  est4  al  sur  del  ecuador.  Mas  si  el  8ol  se 
encuentra  sobre  el  ecuador,  los  dias  y  las  noches  son  iguales  para 
todos  los  lugares  de  la  Tierra.  Para  los  habitantes  del  ecuador  esto 
se  verifica  siempre. 

£n  lo  demas  se  v6,  que  el  valor  de  t^  sera  real  solo  si 
tangqp  tangd  <C  1-  l^e  consiguiente,  un  astro,  visto  desde  un  lugar 
cuya  latitud  es  g),  es  pondra  si  tangö<rcotgip  6  d<C^^ — 9>.  Si 
6=Wfi—(p,  t  sera  =180°,  y  el  astro  tocara  solamente  el  horizonte 
en  8u  culminacion  inferior.  Si  5  >90° — qp,  el  astro  nunca  se  pone; 
al  contrario,  si  la  declinacion  austral  es  mayor  que  90®— qp,  el  astro 
nunca  se  levanta  sobre  el  horizonte. 

Como  la  declinacion  del  Sol  se  halla  comprendida  siempre  entre 
los  limites  —  c  y  +« ,  todos  los  lugares  de  la  Tierra,  para  los  cuales 
el  Sol  deja  de  levantarse  ö  ponerse  siquiera  una  sola  vez  en  el  afio, 
deben  teuer  una  latitud  septentrional  ö  austral  igual  ä  00°'— e  6  6G-^°. 
Estos  lugares  estan  situados  sobre  los  dos  circulos  polares.  Para  los 
Ingares  situados  mas  pröximos  todavia  al  polo ,  el  Sol  permanece  du- 
rante'el  verano  tanto  mas  tiempo  sobre  el  horizonte  y  durante  el 
inviemo  tanto  mas  tiempo  deb%jo  de  61  cuanto  mas  se  acerquen 
estos  lugares  a  los  polos. 

Kota,  Un  punto  del  ecuador  se  levanta  cuando  su  ftngulo'  horario 
es  igual  k  6  horas.  Designando  la  ascension  recta  de  este  punto  con  a, 
Be  obtendran  todas  las  estrellas,  que  se  levantan  al  mismo  tiempo, 
trazando  un  circulo  maximo  por  dicho  punto  del  ecuador  y  por  los 
puntoa  de  las  esföra,  cuyas  ascensiones  rectas  son  ot  —  &^  y  «  +  61»,  y 
cuyas  declinaciones  son  respectivamente  —  (90— g>)  y  4-90^—9.  Bei 
mismo  modo  se  obtienen  todas  las  estrellas  que  simultaneamente  con 
aqnel  punto  del  ecuador  se  ponen,  haci^ndose  pasar  un  circulo  mäximo 
per  los  puntos ,  cuyas  ascensiones  rectas  son  er  +  6*»  y  « —  6^  y  cuyas 
declinaciones  son  respectivamente  —(90®— 9)  y  90^—9.  De  consiguiente, 
el  punto  que  k  la  salida  del  punto  a,  estaba  en  su  culminacion  inferior 
tocando  el  horizonte,  (se  hallara  en  la  culminacion  superior  k  9  gra- 
dos  sobre  el  polo,j6  k  la  altura  de  29  sobre  el  horizonte  septentrional. 
Por  eso,  b^o  la  latitud  de  45°,  todas  las  constelaciones  jiran  90®  con 
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respecto  al  horizonte  en  el  cnrso  de  12  horas  siderales,  puesto  que  el 
semi-circulo  maximo,  que  se  levanta  simultaneamente  con  un  punto  del 
ecuador,  estar^  perpendicular  al  horizonte  al  ponerse  dicho  pirnto.  Bi^o 
el  ecuador ,  al  contrario ,  todas  las  estrellas  que  se  levantan  k  un  mismo 
tiempo  se  ponen  tambien  al  mismo  tiempo. 

22«  Para  determiDar  el  punto  del  horizonte  en  donde  una 
estrella  se  levanta  j  se  pone ,  basta  poner  en  la  ecuacion : 

send  =  sen9  senh  —  cos  9  cosA  cos^, 

^=30;  se  obtiene  asi: 

.  sen  d 

COB^  = .  (M 

COS 9  ^  ' 

El  valor  negative  de  A^  es  el  azimut  de  la  estrella  en  el  instante 
de  levantarse,  y  el  valor  positivo  el  azimut  de  la  estrella  k  su  puesta. 
La  distancia  de  la  estrella,  al  tiempo  de  levantarse  y  ponerse,  a  los 
puntos  cardinales,  Este  y  Oeste,  se  Uama  la  amplitud  ortiva 
ö  amplitudocciduadela  estrella.    Designandola  por  A^y  serä : 

^0  =  900  +  ^1 

luego : 

.       send 

sen-4,  = ,  (c) 

C0S9  ^^ 

en  donde  se  toma  A^^  positiva,  si  la  estrella  se  levanta  6  se  pone  en 
un  punto  situado  al  norte  de  los  puntos  E.  y  0. ,  negativa  si  este 
punto  esta  situado  al  sur. 

Se  puede  dar  k  la  förmula  (c)  otra  forma,  escribiendo: 

1  +  sen^i  _  sen-^  +  sen B 
1  —  sen-4i  ~  sen^  —  sen 5  * 

en  donde  es  1^=00— g).    De  ella  se  sigue : 

t^ng(46-^)=— ^^^. 

Para  Arcturo  se  obtiene  con  los  valores  de  d  y  <p  dados  arriba : 

Ai  =  340  0'.  9. 

23*  Poni^ndose  en  la  ecuacion : 

sen  ^  =  sen  9  sen  d  4- cos  9  COB  d  cos  ^ 

1  —  2  sen^^f*  en  lugar  de  cos<,  se  obtiene:  , 

senÄ  =  cos  (9— d)  —  2  cos  9  cos  8  sen  J  t*. 
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De  ella  se  infiere  que  a  ignales  valores  de  ty  k  ambos  lados  del 
meridiano,  corresponden  alturas  igaales.  Ademas,  como  el  segimdo 
termino  es  siempre  negativo,  h  ser4  un  maximo  para  ^=0,  j  este 
maximo ,  6  el  minimo  de  is^  se  determina  por  la  ecuacion : 

COB  jJ  =  COB  (fp—d)  {d) 

de  donde  se  sigue : 

g  =  q>  —  9    6  z^d  —  tp. 
Tomändose ,  de  consiguiente ,  de  iin  modo  jenei*al : 

las  distancias  zenitales  australes  deben  considerarse  negativas,  por- 
qne  para  las  estxellas  que  culminan  al  Siir  del  Zenit  es  d<^g>. 

AI  contrario,  para  la  cnlminacion  inferior,  6  para  ^=180^,  h 
sera  im  minimo,  como  se  reconoce  facilmente  introduci^ndose  180 +<' 
en  lugar  de  ^ ,  de  manera  que  f  se  cuenta  desde  la  parte  del  meri- 
diano que  se  halla  debajo  del  polo.     En  tal  caso  sera: 

senk  =  sen  q>  sen  d  —  cos  tp  cos  d  cos  t\ 

6  poni6ndose:  1 — 2  sen-J^^'*  en  lugar  de  cos^': 

senÄ  =  cos  [180  +  (qp+d)]  +  2  cosqp  cosd  sen  Ji'*. 

Como  el  segundo  t6rmino  del  lado  derecbo  es  siempro  positivo, 
h  sera  iin  minimo  para  f=0,  es  decir  en  la  culminacion  inferior, 

j  se  tiene : 

C082?  =  cos  [180  *+  (9>4-d)]. 

Como  z  debe  ser  siempre  menor  que  90^,  con  tal  que  la  estrella 
quede  visible  en  la  cnlminacion  inferior,  es  preciso  tomar  el  signo 
superior,  si  (p  j  por  eso  tambien  d  es  positiva;  el  signo  inferior 
corresponde  4  los  lugares  del  bemisferio  austral.  Asi  se  tiene  en 
el  primer  caso : 

j  en  el  segundo : 

2  =  -(180<»+9+^). 

J^emplo:  La  decUnacion  de  o  Ljrae  es  38^80',  luego  para  la 
latitud  de  Berlin  es  ö  —  g)  =  — 13^51'.  La  estrella  a  Lyrae  pasa  de 
consiguiente  por  el  meridiano  de  Berlin,  en  su  culminacion  superior, 
a  la  distancia  de  13^51'  al  sur  del  zenit.  Ademas  es  180^— 9  — Ä, 
6  la  distancia  zenital  en  la  culminacion  inferior  igual  k  88^51^ 

8 
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34*  La  altura  maxima  de  un  astro  tiene  lugar  en  el  instante 
de  SU  paso  por  el  meridiano  si  la  declinaciou  del  astro  no  varia  mien- 
tras  est4  permaneciendo  sobre  el  horizonte.  Mas,  si  la  declinacion 
del  astro  es  vAriable  su  altura  Uega  4  su  maximo  fuera  del  meridiano. 
Diferenciöjidose  la  förmula: 

cosif  =  senqp^enÄ  4-  co8<p  cosd  cosf , 
con  respecto  h  g,  d  j  t  como  variables ,  se  obtiene : 

--Benz  dz  =  [%enq> coad  —  cosq)  nenS oost]  dd  —  costp  coadsentdt 
y  de  ella  se  sigue  para  el  minimo  de  is: 

dz  =  0;  luego:  sen*  =  -j-(tang<jp  — tangdcosQ. 

De  esta  ecuacion  resulta  el  &ngulo  horario  del  astro  en  el  in- 
stante de  SU  altura  maxima.  ^  esprcsa  la  razon  entre  la  yariacion  de 
la  declinacion  y  la  del  ängulo  horario,  de  modo  que  si,  p.  ej., 
dt  significa  un  segundo  de  arco,  -jx  sera  la  yariacion  de  la  declina- 
cion durantß  -^  de  un  segundo  de  tiempo.  Como  esta  razon  es  pe- 
quefia  para  todos  los  astros ,  se  podrä  reemplazar  sen  i  por  el  arco, 
y  poner  cos^  igual  k  uno,  obteni^ndose  asi  para  el  ängulo  horario 
correspondiente  a  la  altura  maxima : 

^     d9 ,.  .        j.,  206265  ,  . 

en  cuya  förmula  -vr  signifia  la  variacion  de  la  declinacion  en  im  se- 
gundo de  tiempo  y  ^  el  angulo  horario ,  espresado  en  segundos  de 
tiempo.  Este  angulo  horario  ha  de  agregarse  siempre  con  su  signo 
al  tiempo  de  la  culminacion  para  obtener  la  hora  de  la  altura  maxima. 

Si  el  astro  culmina  al  Sur  del  zenit  y  viene  acercandose  al  polo 

septentrional ,  en  cuyo  caso  -tt  es  positivo ,  la  altura  maxima  tendra 

lugar  despues  de  la  culminacion,  suponiendose  tp  positiva;  al  con- 
trario ,  si  la  declinacion  va  diminuyendo ,  la  altura  maxima  tendra 
lugar  antes  de  la  culminacion. 

25«   Diferenciandose  Iss  formulas : 

cos  h  Ben  J.  =  cos  5  sen  t , 
cosÄ  cos  J.  =  —  C089  sen  9  +  sen^  cos  9  cos  f , 
se  obtiene: 


o: 


(»■) 
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sen Ä  ^  =  cos  o  [sen  9  cos^  sen *  —  cos  t  sen  J.] , 

,  dA  -  r 

cos Ä -^  =  cos d  [cos 4 cos f  4- sen 9  sen*  senJ.], 

dh 

-ji  =  —  cos  o  sen|)  =  —  cos  9  sen  -4 , 

cos  n  -TT  =  4-  cos  0  cosp. 

Precuentemente  se  necesitan  tambien  las  segundaa  derivadas. 
Luego  se  halla: 

d*Ä  .    dA 

—  =^cobvcobA.^^, 

__     cos  9  cos  9  cos  J.  cosp 

~  COSÄ 

Del  misino  modo  se  tiene: 

dx  ^ 

--TT-  =  cos  o  senp  =  coey  sen  A , 

d'z  _  cos  9  cos  ^  cos -4  cosp 
dt^~  co&h 

Ademas  se  sigue  de  la  segunda  de  las  formulas  (//) : 

, ,  d'A  _        ^  dp  ^  dh 

CO8'*  jtj-  =  —  cosä  cos  ^  seup  -^  +  cosÄ  cosjp  sen  h  -tt-. 

Mas,  diferenciandose  la  förmula: 

sen  9  =  sen  h  sen  8  +  cos  H  cos  d  cos|5 , 
se  halla: 

cos  h  cos  6  senp  -^^  =  [cos  ä  sen  5  -  sen  ä  cos  5  cos  «1  ^-. 

at  'dt 

Luego  sera  tambien : 

d^A 
coBÄ*  -TTj-  =  +  [cosÄ  sen ^  —  2  cos 5  senÄ  cosp]  aosd  senjp , 

6 ,  introdaci6ndose  A  en  lugar  de  p : 

dt* 
26«   Come  se  tiene : 


(k) 


d^A 
cosÄ*-— -^  =  —  CO89  sen  J.  [cosä  seni  +  2  C0S9  cos^]. 


dh 

^  =  —  COS9  sen-4., 

dh 

sera  ^  =0,  6  Ä  un  maximo  ö  minimo,  cuando  ^=0,  es  decir,  cuando 

la  estrella  se  halla  en  el  meridiano. 

8* 
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Ademas  ser&  -ri  un  maximo  para  sen  ^==  Hh  1 ;  luego  debe  ser 

^=90°,  6  =  270^ 

La  altura  de  un  estrella  varia,  de  consigoiente,  lo  mas  mas  rapi- 
damente  posible  en  el  instante  de  pasar  por  el  circulo  vertical,  cujo 
azimut  es  00^  6  270^.  Este  circulo  vertical  se  llama  el  primer  ver- 
tical. 

Con  el  fin  de  hallar  la  hora  del  paso  de  una  estrella  por  el  pri- 
mer vertical ,  como  asimismo  la  aitura  en  est«  instante ,  se  debe  po^ 
ner  -4=90  en  las  förmulas  especificadas  en  el  n®-  6  de  este  capitulo, 
ö  lo  que  es  lo  mismo ,  considerar  el  tri^ngulo  determinado  por  la 
estrella,  el  zenit  j  el  polo,  rectangulo  en  el  caso  presente.  Se  ob- 
tiene  asi: 

C08<=         ^ 


Finalmente  s&rk: 


tangqp 

^       send  ^*^ 

sen  9 


006  (p 

sen  ü  =: ^. 

008  0 


Si  d!><p,  cos^  no  tiene  un  valor  real;  luego  la  estrella  no 
Uega  al  primer  vertical,  sino  culmina  entre  el  zenit  y  el  polo. 
Si  d  es  negativa,  cos^  sera  negativo;  pero  como  para  latitudes  sep- 
tentrionales  los  4ngulos  horarios  de  las  e^trellas  australes  son 
siempre  menores  de  90®  durante  su  permanencia  sobre  el  Horizonte, 
tampoco  estas  estrellas  llegan  a  la  parte  visible  del  primer  vertical. 

Para  la  estrella  Arcturo  y  la  latitud  de  Berlin  se  halla : 

t  =  73»  52'.  1  =  4h  5«  28«» 
h  =  25°  24'.  9. 

Luego  Arcturo  Uega  al  primer  vertical  de  Berlin,  antes  de  la 
culminacion,  ä  las  9^  13'*' 51*  y  despues  de  ella  a  las  19**  4™  47'. 

Si  el  angulo  horario  se  aproxima  a  0 ,  se  halla  t  por  el  c<^seno 
y  h  por  el  seno  con  poca  exactitud.  En  tal  caso  se  obtiene,  sin  eni- 
bargo ,  de  la  förmula  para  cos  t ,  del  mismo  modo  que  antes : 

^^         sen  {(p-hS) 

y  para  el  c&lculo  de  la  altura  sirve  en  seguida  la  förmula : 

cotgh  =  tang  t  cos  9. 
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27.    Como  se  tiene : 

dÄ_oosS  coap 

dt  ~        COBÄ 

se*  v6 ,  que  esta  derivada  sera  igual  a  cero ,  j  que  por  consiguiente, 
solo  la  altura  de  la  estrella  yaria  por  un  momento,  cuando  cos  j9=0, 
es  decir ,  cuando  el  circulo  vertical  de  la  estrella  esta  perpendicular 
al  circulo  de  declinacion.    Pero  como : 

senqp  — senÄ  »entf 
V.  cosp= — =; 5 

^  cos Ä 008 d 

la  derivada  -^  se  amilara  si: 

senÄ  = ?. 

seno 

Asi,  este  fenomeno  tiene  lugar  solo  para  aqiiellas  estrellas 
circiimpolares ,  cuya  declinacion  es  mayor  que  la  latitud,  j  en  parti- 
ciilar  en  aquel  punto  en  doiide  el  circulo  vertical  es  taiyente  al  cir- 
culo panUelo.  La  esti-ella  se  encuentra  entonces  en  su  mayor  digre- 
^ion ,  y  el  azimut  correspondiente  ä  este  tiempo  se  da  por  la  ecuacion : 

.      cos  8 
cos  9 

y  el  ängulo  horario  por  la  ecuacion: 

tSLUgtp 


C08t  = 


tangd* 


Para  la  estrella  polar ,  cuya  declinacion  para  1801  es  igual  a  88^ 
34' 6",  y  para  la  latitud  de  Berlin  se  halla:  • 

^  =  i  88»  8'  0"  =  5h  52m  32« 

J.  =  2°21'9"  contado  desde  el  punto  septentrional , 
Ä  =  52«31'.7. 

28.  En  conclusion  de  este  capitulo  detenninar6mo8  todavla  el 
tiempo  que  necesitan  los  discos  del  Sol  y  de  la  Luna  para  pasar  por 
un  circulo  maximo  dado.  Si  z/  a  significa  el  incremento  de  la  ascen- 
sion  recta  de  un  astro ,  espresado  en  segundos  de  tiempo ,  entre  dos 
culminaciones  consecutivas ,  se  obtiene  el  tiempo  sid^reo  sc,  en  el 
cual  el  astro  recorre  cierto  angulo  horario  t^  mediante  la  proporcion : 

0?  :«  =  86400  +  iS/a  :  86400 
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puesto  que  se  puede  considerar  el  movimiento  del  Sol  y  de  la  Luna 
como  uniforme  para  angolos  horarios  tan  pequefios  como  aqui  se 
snponen.    De  ella  se  sigue : 

1  * 


x  =  t 


1-    -*" 


86400  +  ^« 


ö,  designan^ose  el  segundo  termino  del  denominador,  el  que  espresa 
el  incremento  de  la  ascension  recta  del  astro  en  un  segundo  de  tiempo 
sid^reo,  por  k: 

Estando  el  borde  occidental  del  astro  en  el  meridiano  el  ängalo 
horario  oriental  del  centro  se  da  por  la  ecuacion: 

cos  JJ*  =  sen  S^  +  cos  d*  cosi* 

•en  la  que  ^  significa  el  semidiametro  aparente,  6  tambien: 

sen  ^B  =  cosd  sen  1 1. 

Como  t  es  pequeflo,  se  tendrä  por  valor  aproximado  de  t ,  espre- 
sado  en  tiempo: 

löcosd 

y ,  de  consiguiente ,  la  duracion  de  la  cnlminacion  del  Sol,  espresado 

en  tiempo  sid6reo : 

2B         1 

2a;  = 


Estando  el  borde  superior  de  un  astro  en  el  horizonte,  la  de- 

presion  del  borde  inferior  es  igual  ä  2i?,  y  como  -^=cosdsenp, 

la  diferencia  de    los  angulos  horarios  de  estos  bordes,  espresada 
en  tiempo  sera: 

2JR 

15  cos  d  aenp 

y,  por  consiguiente,  la  duiticion  de  la  salida  ö  puesta  del  astro, 
espresada  en  tiempo  sidereo  igual  a: 

2JB  1 


löcosdseuj)  'l-X* 
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j  p  se  dk  por  la  ecuacion : 

senqp 

C08  Ü  =  ^. 

Haci^ndose  pasar  dos  circulos  verticales ,  el  iino  por  el  centro, 
el  otro  por  el  borde  del  astro ,  la  diferencia  de  sus  azimutes  se  halla 
por  la  ecuacion: 

Ben  }i2  =  cos  A  Ben  ^a 

ö  como  el  valor  de  a  es  pequeäo : 

Pero  como  dt  =  — 5-^ ,  resulta  para  el  tiempo  sid6reo ,  du- 

rante  el  cual  el  astro  pasa  por  un  circulo  vertical  dado : 

» 

2Ä  1 


en  cu ja  espresion  es : 

cosd  sencp  —  sen  d  coso;  ooßt 
008  o  = T . 

^  008  Ä 


CAPlTÜLO  II. 

DE  LAS  VARIACIONES  DE  LOS  PLANOS  FUNDAMENTALES, 
A  QÜE  SE  REFIEREN  LAS  POSICIONES  DE  LAS  ESTRELLAS. 

Como  los  polos  no  cambian  de  posicion  en  la  superficie  de  la 
Tierra,  el  &ngalo  que  forma  el  piano  del  horizonte  de  un  lugar  con 
el  eje  terrestre,  ö  con  el  piano  del  ecuador  terrestre,  es  constante. 
Por  esta  razon  guardan  tambien  los  polos  j  el  ecuador  de  la  esfera 
Celeste  una  situacion  invariable  con  respecto  al  circulo  maidmo  del 
horizonte.  Mas ,  como  la  posicion  del  eje  del  mundo ,  en  el  espacio, 
estä  sujeta  4  variaciones  continuas  por  el  efecto  de  las  atracciones 
combinadas  del  Sol  y  de  la  Luna,  el  circulo  mäximo  ideal  del  ecua- 
dor, como  asi  mismo  el  polo  ideal  coincide  con  diferentes  estrellas 
en  diferentes  epocas ,  6  las  posiciones  de  las  estrellas ,  referidas  al 
ecuador  varian  continuamente.  Ademas  las  atracciones  ejercidas  por 
los  plaoetas  hacen  yariar  la  posicion  del  piano  de  la  örbita  terrestre 
en  el  espacio;  por  consiguiente  la  örbita,  que  parece  describir  el 
centro  del  Sol  un  el  curso  de  un  ano,  coincide  igualmente  con  dife- 
rentes estrellas  en  diferentes  6pocas.  Asi  es,  que  por  los  movimien- 
tos  de  ambos  planos  se  orijinan  variaciones  tanto  de  su  inclinacion 
mütua,  ö  de  la  oblicuadad  de  la  ecliptica,  como  de  los  puntos  de 
interseccion  de  estos  dos  circulos  mäximos.  Las  lonjitudes  y  lati- 
tudes ,  como  asimismo  las  ascensiones  rectas  y  declinaciones  de  la:^ 
estrellas  son ,  de  consiguiente ,  variables ,  y  es  de  suma  importancia 
conocer  las  variaciones  k  que  se  hallan  sujetas  estas  cantidades. 

Para  formarse  una  idea  clara  de  los  movimientos  mütuos  del 
ecuador  y  de  la  ecliptica  conviene  referirlos  ä  un  piano  fijo ,  j  por 
tal  se  adopta,  segun  Laplace,  el  circulo  maximo  con  el  cual  coinci- 
dia  el  piano  de  la  ecliptica  al  principio  del  ano  de  1750.  En  la  Astro- 
nomia  fisica  se  enseiia  que  las  atracciones  del  Sol  y  de  la  Luna  sobre 
el  esferöide  terrestre  producen  un  movimiento  del  eje  terrestre  y, 
por  eso ,  del  ecuador  con  respecto  a  la  ecliptica  fija;  en  virtud  de  este 
movimiento  los  puntos  de  interseccion  toman  un  movimiento  lento  y 
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retrogrado  sobre  el  piano  fijo  y  al  mismo  tiempo  un  movimiento 
peri6dico ,  dependiente  de  las  posiciones  del  Sal  j  de  la  Luna  7  de 
]a  situacion  de  los  nodos  de  esta  ultima.  El  primer  movimiento  se 
Uama  la  precesion  Inni-solar;  el  segundo,  esto  es,  el  movi- 
miento periödico,  es  la  nutacion  luni-solar  de  la  oblicuidad. 
Estas  atracciones  producen  ademas  una  variacion  periödica,  depen- 
diente de  los  mismos  elementos ,  de  la  inclinacion  del  ecnador  con 
respecto  al  piano  fijo,  la  cual  se  Uama  la  nutacion  luni-solar 
de  la  oblicuidad. 

ademas,  como  las  atracciones  mütuas  de  los  planetas  producen 
yariaciones  de  las  inclinaciones  y  posiciones  de  las  lineas  de  inter- 
seccion  de  las  örbitas  planetarias  con  la  ecliptica  fija ,  tambien  yaria 
la  posicion  del  piano  de  la  örbita  terrestre  con  respecto  &  la  eclip- 
tica fija,  con  la  cuaJ  coincidia  al  principio  del  afio  de  1750.  De  abi  se 
orijina  una  variacion  de  la  inclinacion  de  la  ecliptica  verdadera  con 
respecto  al  ecuador,  la  cual  se  Uama  la  variacion  secular  de  la 
oblicuidad;  ademas  el  movimiento  de  los  puntos  de  interseccion 
del  ecuador  y  de  la  ecliptica  verdadera,  contado  sobre  la  ultima  y 
Ilamado  la  precesion  jeneral,  es  distinto  del  movimiento  del 
ecuador  sobre  la  ecliptica  fija,  es  decir,  de  la  precesion  luni-solar*. 

Esta  variacion  del  piano  de  la  ecliptica  tiene  todavia  otro  resul- 
tado.  En  efecto,  como  en  virtud  de  ella  varia,  aunque  sea  mui  lenta- 
mente,  la  posicion  de  las  örbitas  del  Sol  y  de  la  Luna ,  precisamente 
debe  or\jinarse  un  movimiento  del  ecuador ,  parecido  ä  la  nutacion  y 
de  un  periodo  mui  largo ,  que  hace  variar  tanto  la  inclinacion  del 
ecuador  con  respecto  a  la  ecliptica ,  cuanto  la  posicion  de  los  puntos 
de  interseccion.  A  causa  del  periodo  mui  largo  de  estas  variaciones 
se  las  renne  con  la  variacion  secular  de  la  oblicuidad  y  la  precesion. 
El  movimiento  del  ecuador  causado  indirectamente  por  las  pertur- 
baciones  de  los  planetas  afecta,  por  eso,  im  poco  la  precesion  luni- 
solar  y  la  precesion  jeneral,  como  asimismo  los  angulos  compren- 
didos  entre  el  ecuador  y  la  ecliptica  fija  y  la  ecliptica  variable*. 


*  Los  tärminos  periodicos,  la  nutacion,  quedan  los  mismos  para 
la  ecliptiGa  ^ja  y  la  ecliptica  variable. 

**  En  las  espresiones  desarrolladas  en  series,  estas  yariaciones  al- 
t«ran  solo  los  t^rminos  dependientes  de  t*. 
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I.   LA  PRECE8I0N. 

1.  Laplace  da  en  §  44  del  libro  sesto  de  la  M^canique  Celeste 
las  espresiones  para  los  diferentes  movimientos  lentos  del  ecuador 
y  de  la  ecliptica,  en  las  cuales  las  perturbaciones  seculares  de  la 
örbita  terrestre  han  sido  calcnladas  con  suficiente  aproximacion  para 
que  puedan  servir  para  int^rvalos  de  tiempo  como  de  1200  aflos  antes 
j  despues  de  la  6poca  de  1750.  Bessel  ha  desarroUado  estas  yaiia- 
ciones  con  respecto  a  las  potencias  del  tiempo  j  da  en  la  intro- 
duccion  de  sus  Tabulae  Eegiomontanae  las  espresiones  desarrolladas 
hasta  la  segunda  potencia  del  tiempo ,  suficientemente  exactas  para 
poder  servir  durante  algunos  siglos  antes  y  despues  de  dicha  6poca. 
Conforme  con  ellas  la  precesion  luni-solar  para  la  6poca  1790+t  es: 

^  +  50".  37572  -  0".000243589« 
at 

y  la  variacion  misma  para  el  int^rvalo  de  1750  ä  1750+^: 

li=t.  60".  37572  - i« 0.00012,7945. 

Esta  espresion  representa,  de  consiguiente,  el  arco  de  la  eclip- 
tica fija  entre  los  puntos  de  interseccion  de  este  gran  clrculo  con  el 
ecuador  al  principio  del  afio  de  1750 ,  y  con  el  ecuador  al  principio 
de  1750+^. 

Ademas  es  la  precesion  jeneral  4nua: 


^  =  50".  21129  +  0".0002442966« 


y  la  variacion  misma  para  el  int^rvalo  de  1750  ä  1750+^: 

l=:t.  50".  21129  + 1*  0".  0001221483, 

cuya  cantidad  es  el  arco  de  la  ecliptica  verdadera  comprendida  entre 
los  puntos  de  interseccion  de  ella  con  el  ecuador  al  principio  de  los 
aiios  de  1750  y  1750 +t 

Ademas  es  el  ängulo ,  comprendido  entre  el  ecuador  y  la  eclip- 
tica fija  para  1750+^: 

«0  =  23<»  28'  18".  0  -f  ««  0".  0000098423 

y  el  ängulo  entre  el  ecuador  y  la  ecliptica  verdadera,  llamado  la 
oblicuidad  media: 
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=  23°  28'  18".  0  - 1 0".  48368  -  «*  0.00000272295  * 
de  modo  qiie  se  tiene : 

^  =  +  0".  00001968466  t, 
dt 

dB 

-TT  =  ~  0".  48368  -  0.".0000054459  t 
dt 

Fig.  2. 


A. 


Sea,  en  la  figura  2,  AÄq  el  ecuador  j  EEq  l2i,  ecliptica  del 

afio  de  1750;   tambien   sean  Ä'A''  j  EJP  el  ecuador  y  la  eclip- 

j  tica  para   1750 H-f;  el  arco  BD  de  la  ecliptica  fija,   recorrida   de 

un  modo  retrogrado  per  el  ecuador,  representa  la  precesion  luni- 

solar  \  durante  t  aüos.     Ademas  son  BCE  y  ÄBE  las  inclina- 

ciones  Sq  y  s  de  la  ecliptica  fija  y  verdadera  con  referencia  al 


*  Bessel  lia  modiiieado  uu  poco  Iob  valores  nuniöricos  de  las  es- 
presiones  dadas  en  la  Mdcanique  cdleste.  En  el  calculo  de  las  pertur- 
Ijiaciones  seculares  de  la  Tierra  ha  hecho  uso  de  un  valor  correjido  de 
la.  masa  de  V^nus,  y  valiendose  de  observacioneö  mas  modemas  ha 
determinado  el  coeficiente  de  t  de  la  precesion  luni- solar  ?i.  La  disnii- 
nucion  anual  de  la  oblicuidad  deducida  de  las  observaciones  mas  mo- 
demas difiere  un  poco  del  valor  dado  en  el  teste ,  y  es  0".  4645.  Sin 
embargo,  en  el  calculo  de  las  cantidades  ir  y  71,  que  determinan  la 
posicion  de  la  ecliptica  verdadera  con  respecto  ä  la  fija,  se  ha  conser- 
vado,  como  se  verä  mas  adelante,  el  valor  dado  arriba,  cuyo  proce- 
dimiento  adoptado  por  Bessel  es  mas  exacto,  puesto  que  para  la  deter- 

minacion  de  n  j  11  dicho  valor  debe  combinarse  con  el  valor  de  -jj 
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ecoador.  Bepret>entando  por  S  una  estrella  cnalquiera  j  bajando 
loa  arcos  perpendiculaies  SL  j  S L'  k  ]&  ecliptica  fija  y  verda- 
dera,  se  sigue  que  DZ  es  la  lonjitud  de  la  estrella  para  1750  y 
CL'  \ak  lonjitud  de  la  e^^trella  para  17504-^  Designando  sobre  la 
ecliptica  variable  con  7/  al  mismo  punto  que  se  ha  designado  cod 
D  sobre  la  ecliptica  fija,  el  arco  CD\  esto  es,  el  arco  de  la  eclip- 
tica verdadera  comprendido  entre  el  equinoccio  de  1750  y  el  corres- 
pondiente  a  1760+ f,  sera  la  precesion  jeneral.  Esta  parte  de  la  pre- 
ccHion  en  lonjitud  es  la  misma  para  todas  las  estrellas.  Para  dedu- 
cir  de  ella  la  precesion  total  en  lonjitud  de  una  estrella  se  ha  de 
agregar  ä  la  precesion  jeneral  el  arco  V  L'  —  DL.  Pero  esta  ultima 
parte  es  considerablemente  mas  pequena  que  la  primera  a  causa  de 
la  variacion  lenta  de  la  oblicuidad.  Para  calcularla  se  necesita  co- 
nocer  la  posicion  de  la  ecliptica  verdadera  con  respecto  a  la  fija, 
posicion  conocida  por  las  perturbaciones  seculares  de  la  Tierra,  y  la 
que  puede  deducirse  tambien  de  las  espresiones  arriba  dadas.  Desig- 
nandose,  al  efecto,  por  77  la  lonjitud  del  nodo  ascendente  de  la 
ecliptica  verdadera  söbre  la  fija  (es  decir  el  punto  de  interseccion  de 
ainbos  circulos  maximos  desde  el  cual  la  ecliptica  verdadera  toma 
una  latitud  septentrional  con  respecto  a  la  fija) ,  y  contando  este  an- 
gulo  desde  el  equinoccio  fijo  del  afio  de  1750,  se  tendra  BE=  180^ 
—  Tl  —  l^  y  CE  =  180®  —  77 —  i,  puesto  que  las  lonjitudes  se  cuen- 
tan  en  la  direccion  de  J?  a  D,  y  porque  E  es  el  nodo  descendente 
de  la  ecliptica  verdadera  sobre  la  fija,  luego  DE=  180®—  77.    Sea 


deducido  de  las  miamas  masas.  Los  t^rmiuos  multiplieados  por  f,  de- 
pendientes  de  las  perturbaciones  causados  por  los  planetas,  se  fundan 
en  las  masas  odoptadas  por  Laplace  y  nccesitarian  ser  determinados  mas 
cxactamente. 

Peters,  adoptando  en  su  obra:  ,,Numeru8  constans  nntatio- 
nis^'  las  masas  planetarias  dedueidas  de  las  determinaciones  mas  recien- 
tes,  y  la  constante  de  la  precesion  luni- solar  empleada  por  Beasel,  da 
loH  valores  siguientes,  referidos  al  ano  de  1750: 

J,  =  e  .  60".  37572  - 1*  0".  0001084 
l  =  t,  60".  21484  +  e»  0".  0001 134 
«0  =  23«'  27'  17".  9  +  0.00000140 e« 
e  =  23°  28'  17".  9  -  O".  4738«  -  O".  O".  00000140*«. 

Mas,  como  los  valores  dados  por  Bessel  se  emplean  casi  jenerai- 
mente,  se  han  conservado  estos  en  el  testo. 


i 
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n  la  inclinacion  de  la  ecliptica  verdadera  con  respecto  k  la  fija,  es 
decir  el  ^mgnlo  BEC;  las  analojias  de  Napier  aplicadas  al  triangulo 
BEC  dan': 

tangi«.Ben|  Jl-b-^-^]  =8eii-^-^taiig— ^, 

tangj  Ä .  C08  I  77  +  -^y-}  =  cos  -^^  tang— ^. 

Como  J?  es  el  punto  del  ecuador  que  en  el  afio  de  1750  coiuci- 
dia  con  el  punto  D,  se  infiere  que  J9C  es  la  parte  del  ecuador  en 
qae  se  hp.  adelantado  el  punto  de  interseccion  de  la  ecliptica  y  del 
ecuador  sobre  este  ultimo  durante  el  tiempo  /.  Design4ndo8e  este 
arco  pora,  llamado  la  precesion  planet  aria  durante  el  tiempo  t, 
se  sigue  del  inismo  triangulo : 

tang  i  a  cos  i-^  =  tang  i  (Zi  -  ?)  C08 -^^. 

Mediajite  estas  ecuaciones  pueden  desarrollarse  las  cantidades 
a,  jry  77  en  series  ordenadas  por  las   potencias  ascendentes  del 

tiempo  t     Introduciendose  fo+i(*"~0  ^^  lugar  de         °,  y  los 

arcos  en  lugar  de  los  senos  y  de  las  tanjentes  de  los  pequefios  &ngu- 
los  ij— Z,  aj  s  —  Bqj  se  obtiene  de  la  ultima  ecuacion: 

cos  «0         COB  6o*  206265 

Poniedo  en  lugar  de  Z^ ,  l  y  e  —  Sq  las  espresiones  de  arriba  que 
tienen  las  formas:  lit  +  k\fi^Xt+Jifiyrit  +  r{t^^  resultara: 

'cosFo  f  coseo  206265    'cosfo'i 

k  introduciendose  los  valores  num6ricos : 

a  =  «  .  0.17926  -  <«  O".  0002660393 , 
j?=     0.17926 -<  0".0005320786. 

Ademas  es: 

7      I  ^^^  — 5 

tang|n+?lf'j=tang|..— ^, 

tangl  «•  =  I  tang  it^  tang  !^' +  teng  ?I^  j  COB  ^, 
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y  tratando  estas  espresiones  del  itiismo  modo  qne  arriba: 

«»  =  «»  «en*o*  +  (e-*o)'  + 2Ö6-265 ' 

Introduciendose  tambien  aqui,  en  lugar  de  6 —  ^qJ  ci^  las  espre- 
siones  rif  +  rit^  y  «^  +  «'^>  sera: 

n  +  i  (/+?,)  =  arctang ? 

+ 1  { — 5L____! ».  206265  +  icf  cos  fo}  cosIP 

ö ,  sustituy6ndose  los  valores  mimericos : 

n=  1710  36'  10"  -  * .  5".  21 

n  =  t,  0".  48892  -  *«  0".  0000030715 

-5^  =  0".  48892  - 1 . 0".  000001430 
dt 

ä*  Conocidas  las  variaciones  mütuas  de  los  planos  a  que  se 
refieren  las  posiciones  de  las  estrellas,  ya  es  f&cil  determinar  los  cam- 
bios  producidos  por  ellas  en  las  posiciones  mismas  de  las  estrellaK«?. 
Designando  por  A,  y  |3  la  lonjitud  y  latitud  de  una  estrella,  refe- 
ridas  a  la  ecliptica  verdadera  correspondiente  al  afio  de  1750 +f,  las 
coordenadas  de  la  estrella  seran: 

co8^cob(X  — TT— ?),    C09ßsen(l  — 11— Ij    senß 

si  se  toma  por  punto  de  partida  de  las  lonjitudes  el  nodo  ascendente 
de  la  ecliptica  verdadera  sobre  la  fija.    " 

Representando  ahora  por  L  y  B  \vl  lonjitud  y  latit\id  de  la 
estrella,  referidas  a  la  ecliptica  fija  para  1750,  las  tres  coordenadas 
con  respecte  ä  este  piano  fundamental,  contadas  desde  el  misnio 
punto  de  partida,  ser&n: 

cobB  cos  {L— II) y    cosB  8cn  {L—II)j    senB. 

Los  planos  fundamentales  de  los  dos  sistemas  de  coordenadas 

forman  entre  sf  el  ängulo  n^^j  segun  las  formulas  (i  a)  de  la  inti'O- 

duccion,  se  obtiene: 

C08/JC08  (X  — IT— Z)=:     cos^cos  (X  — 77) 

C08p8en(X— TT— Z)=     cos5Hen(7>— TT)cos7r  +  8enB8fen«        (A) 
senß  =  —  cosB  sen  (Z— TT)  sen«  +  sen^  cos«. 
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Diferenciindose  estas  ecuaciones ,  en  que  L  y  B  se  consideran 
constantes ;  se  obtiene  mediante  las  formiilas  diferenciales  (1 1)  en  el 
n**-  9  de  la  introduccion : 

d  {1-11-1)  =  —  dJl-^-  n  tang/J  «eti  {X-U—T)  d Tl-h  tangjJ  cob(A - TI-l)  dn 
d|J  =  +  «co8 (i-/T— Z) dJT~ Ren  (1--7T— I)  <^« 

atendido  que  es:  a=90^— /J,  h^^  —  B,  c^n,  A^^OP+L—U, 

^=90^— (i— 7J— 2).    Dividiendo  por  dty  j  poniendo  '  ji  en  lugar 

de  ff  en  el  coeficiente  de  d  U^  se  siguen  las  siguientes  formulas  para 
las  vaiiaciones  anuales  de  la  lonjitud  y  latitud  de  la  estrella : 

^^      ^K  i       o       (i^      TT     1      dn  \dn 
dß  /,     „    7      dn  \d7e 

Teniendo  presente  qne  17+-^ f=  171^36' 10"— MO". 42,  jponiendo: 


77+ 1  ^  + 1  =  171«  36'  10"+ 1 39".  72  =  M, 


se  obtendrä : 


dX      dl      ,        -        ..     ,^  dn 

los  valores  mim6rico8  <^e  "^  7  77  se  dan  en  el  articulo  que  precede. 

Designemos  de  nuevo  con  L  j  B  a  la  lonjitud  y  latitud  de  una 
estrella,  referidas  a  la  ecliptica  fija  y  al  equinoccio  de  1750.  Esta 
lonjitud  contada  desde  el  punto  de  interseccion  del  ecuador  corres- 
pondiente  4  1750-J-^  con  la  ecliptica  fija  de  1750  sera  igual  k  L+\, 
llamando  l^  al  valor  de  la  precesion  luni- solar  en  el  int^rvalo  de 
1750  &  1750 -{-f.  Las  coordenadas  de  la  estrella  con  respecto  a  la 
ecliptica  de  1750  y  al  punto  de  interseccion  asi  definido  seran  de 
consiguiente : 

008  5  008  (i+Zi),    cosJB8en(Z/+Zi),    senJB. 

Si  «  y  3  significan  la  ascension  recta  y  declinacion  de  la  estrella, 
referidas  al  ecuador  y  equinoccio  verdadero  para  1750+^,  en  tal 
caso  sera  a+a  la  ascension  recta,  contada  desde  el  orijen  adoptado 
arriba.    Por  consiguiente  las  coordenadas  de  la  estrella  con  respecto 
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al  piano  del  ecuador  verdadero  j  k  este  punto  de  interseccion  adop- 

tado  seran: 

co8dco8(a+a),    C08d8en(a+a),    send. 

Como  los  dos  planos  coordenados  forman  entre  si  el  &ngulo  e^, 
se  signe  de  las  förmulas  (l)  de  la  introduccion : 

coB^  cos  (a+a)  =  cosB  cos  (i+^) 

cos  d  sen  («+ a)  =  cos^  sen  (i+Zi)  cos  So  —  seil  B  sen  Cq  (C) 

send  =  cosB  sen  (Zr+^i)  senco  +  senB  coscq. 

Diferenciandose  tambien  estas  förmulas ,  en  las  que  L  j  B  se 
consideran  constantes ,  se  obtiene  mediante  las  förmulas  diferencia- 
les  (11)  de  la  introduccion: 

d  {a+a)  =  [cos Co  +  senso  tangd sen  (a+a)]  dli  —  cos  (a-^a)  tangdd Bq 
dd  ■=  cos  (oH-a)  sen  SQdli-^  sen  (a+a)  dsoy 

atendiendo  a  que  en  el  triangulo,   determinado  por  el  polo  de  la 
ecllpüca,  el  del  ecuador  j  la  estrella,  es  a=90** — d,   h=Wfi — B, 

Asi  resultan  para  las  variaciones  annales  de  las  ascensiones 
rectas  j  declinaciones  de  las  estrellas  las  förmulas : 

da         da     .  ,  .        ^         ^dli 

^  =  —  ^  +  [coseo  +  Benfo  tangd  sen  o]  -^ 

4-jasen.o^-^jteiigacos«, 

dd  dl,      (  dl,      dto  ( 

^  =  cos«  sen «, -^  -  j  a  sen  e,  ^  - -^  I  Ben«, 

ö  despreciändose  en  cada  ecuacion  el  ultimo  t^rmino  mui  pequeüo*: 

da        da     .  .        .         -,  dli 

■^  =  — -jT  +  [cosjo  +  8en«o  tangd  senaj  ^ , 

dS  d  h 

-jT  =  cos «  sen Sq  •  -jT' 
at  at 

Poni6ndose  por  brevedad : 

d  h     da 

'^^''-di-Tt='^^ 
dit 

sen«,^=n, 


resulta  simplemente: 


J71  1 

*  Elvalornuni^rico  del  coeficieute  a  sen  «o-^ — rr  es  -0.0000022471 1, 

at     at 
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—  zsm-hn  tangd  sen  a, 


(i>) 


Sustituyendose  los  valores  numericos  ^6  *o »  "51  y  "Ti »  r^sulta : 

m  =  46".  02824  +  O".  0003085460« 
n  =  20".  06442  -  0".  0000970204«. 

Para  obtener  el  valor  de  la  precesion  en  lonjitud  y  latitud,  6  en 
ascension  recta  y  declinacion  para  el  intervalo  de  1750+/  k  1750+«' 
seria  necesario  tomar  las  integrales  de  las  ecuaciones  {B)  6  (D)  entre 
los  limites  t  y  t\  Sin  embargo ,  se  puede  tambien  determinar  este 
valor,  aproximado  hasta  los  t^rminos  de  segundo  Orden  inclu- 
sive,  mediante  el  cuociente  diferencial  correspondiente  al   tiempo 

-^  y  el  tiempo  trascurrido.    En.efecto,  si  f{t)  y  f{t')  son  dos  fun- 

ciones  cuya  diferencia  fit")  —  f{f}  se  trata  de  determinar,  es  decir, 
en  el  caso-  presente  el  total  de  la  precesion  correspondiente  al  tiempo 
f — ty  pongase: 

j  se  tendi^: 

f{t)  =  f{x-dx)  =  f{x)-  Jx  fix)  -¥  l  J  X*  r  {a:)j 

f{t')  =  f{x-\-dx)=:f{x)  +  Jxf{x)-hidX^r(x), 

designandose  por  f  (x)  y  f"  [x)  las  dos  primeras  derivadas  de  f{x). 
De  ahl  se  sigue: 

Asi  resulta,  que  para  obtener  la  precesion  correspondiente  al 
intervalo  f  —  t,  se  necesita  solamente  calcular  el  cuociente  diferen- 
cial correspondiente  al  t^rmino  medio  de  las  6pocas  estremas,  y  mul- 
tiplicar  este  cuociente  por  el  tiempo  trascurrido.  De  este  modo  se 
toman  en  cuenta  tambien  los  terminos  de  segundo  6rden. 

Tratemos  p.  ej.  de  determinar  el  valor  de  la  precesion  en  lon> 
jitud  y  latitud,  para  el  tiempo  de  1750  a  1850,  de  una  estrella  cuya 
posicion  para  1850  es  la  si^iente: 

X  =  21000%     ß  =  +  3^^0'. 

Luego  se  tiene  los  valores  de  -^ ,  -^  y  M  para  1800 : 


-TT  =  50".  22350 ,     ^,  =  0".  48861 ,    M=  172°  9'  20 
dt  dt 
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Calcnlando  aproximadamente  la  precesion  de  1750  4  1800,   se 

sigue  para  1800: 

X  =  210ö42'.l,     |J  =  +  33öB9'.8 

7  con  estos  datos  resnlta,  segun  las  fönnnlas  (B),  para  1800: 


4^  =  -f-  60".  48122 ,    4?  =  -  0''.  30447. 
at  at 


De  consiguiente ,  el  total  de  la  precesion  de  1750  k  1850  ser&: 
en  lonjitud:  +  1<^  24' 8".  12   y  en  latitud:  -50".  46. 
Del  mismo  modo  se  calcula  el  valor  de  la  precesion  en  ascen- 
sion  recta  j  declinacion  de  1750  &  1850  para  una  estrella  cuya  aflcen- 
sion  recta  j  declinacion  correspondientes  a  1750  son: 

a  =  2.200  r  24",    «  =  H- 20»  21' 16". 
Se  tiene  Inego  para  1850: 

tn  =  46".  04367 , '  n  =  20".  05967. 
En  segxiida  para  la  misma  6poca  las  coordenadas  aproximadas : 

a  =  220° 36'.  8,     ff  =  4- 20*8'.  6 
j  luego  segun  las  förmulas  (D) : 

tangd     9.56444  n  tangr5sena  =  —  4.78806 

sena     9.81340^  tn  =  +  46.04367 

tang  9  Ben  cc  =  9.37784^  d«  ^  ^  41.26661 

n  =1.30252  ö* 

cos«  =  9.88042^  ^^_   15  2314 

dt 

De  consiguiente,  el  total  de  la  precesion  de  1750  a  1850  es: 

en  ascenBiou  recta:  +1^8' 46".  66,  y  en  declinacion:  —25' 23".  14. 

En  los  cat41ogos  de  estrellas  se  da  communemente  al  lado  de 
cada  estrella  la  precesion  anual  en  ascension  recta  y  declinacion 
(variatio  annua)  correspondientes  k  la  6poca  del  cat41ogo,  y  ademas 
la  variacion  de  ella  durante  cieh  anos  (variatio  saecularis).  Si  t^  es 
la  6poca  del  cat41ogo ,  la  precesion  de  la  estrella  durante  el  tiempo 
t — tQ  es,  con  arreglo  ä  lo  que  precede,  igual  a: 

I  variatio  annua  +  -öt^  variatio  «aecularia  |  (t— ^). 

Diferenciando  las  förmulas : 

dtt 

—  =  w  4-  n  tangff  sen  a , 

dS 

-j-=WC08«, 

at 
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y  considerando  todas  las  cantidades  como  variables ,  se  obtiene : 

■j^  = — sen 2«  [1  +  tangd*]  H tangd  cos«  +  m'+ n'  tangd  sen   , 

-TT.= aena'tango sena  +  n  cos«, 

dt*        w  °         w 

en  cayas  espresiones  significan  m'  j  vi  las  yariaciones  anuales  ae 
tn  jr  n,  y  ir  el  nümero  206265.  Multiplicando  por  100  resulta  de 
estas  la  Tariatio  saecularis  en  ascension  recta  y  declinacion.  De  este 
modo  se  obtiene  la  yariatio  saecularis  para  el  ejemplo  arriba  puesto : 

en  ascension  recta  =  +  0''.  0286 
en  declinacion       =  +  0".  2654. 

3«  Las  förmnlas  diferenciales  que  acaban  de  darse  no  pueden 
serrir  para  el  calculo  de  la  precesion  de  las  estrellas  que  se  hallan 
situadas  en  la  cercania  del  polo.  En  tal  caso  se  tiene  que  hacer  uso 
de  las  formulas  rigurosas. 

Sean  X  y  j3  la  lonjitud  y  latitud  de  una  estrella  referidas  &  la 
ecliptica  y  al  equinoccio  de  1750 +f,  y  L  j  B  lo,  lonjitud  y  latitud 
referidas  a  la  ecliptica  fija  de  1750.  Estas  ültimas  coordenadas  se 
deducen  de  las  siguientes  ecuaciones  que  se  deriyan  inmediatamente 
de  las  ecuaciones  {Ä)  dadas  en  el  n®  2 : 

cos^cos  (i— J7)  =  cos^co8  (X~7I— Q 
cos  J5  sen  (i—  TT)  =:coaß  sen  (1 — 71—2)  cos  w  —  sen  ß  sen  n 
8en£  =  cosjJ  sen(i— 17— Z)  senw  +  8enpC08  7r. 

Mediante  L  y  B  se  determinan  en  seguida  la  lonjitud  y  latitud 
l'  y  py  referidas  k  la  ecliptica  y  al  equinoccio  de  1750 +  <'  por  las 
siguientes  ecuaciones ,  en  las  que  77',  n  y  V  significan  los  valores  de 
n^  n  y  l  correspondientes  a  la  6poca  f : 

co8|J'  cos  (i'-TT-O  =  cobJB  cos  (L-W) 
cos^'  Ben(i.'—  TT—V)  =  cos J8  8en(L— 77')  cos  «'  +  sen JB  sen«'  * 

sen  ß'  =  —  cos  B  sen  {L — 77')  sen  n  +  sen  B  cos  n. 

Eliminando  de  estas  ecuaciones  las  cantidades  B  y  L^  se  obtie- 
nen  l!  y  ßf  espresadas  inmediatamente  por  los  yalores  de  Z,  11  y  n 
correspondientes  4  las  6pocas  t  y  t\ 

Las  formulas  rigurosas  para  la  ascension  recta  y  declinacion  son 
del  todo  an41ogas  ä  las  que  preceden.  Si  se  d4n  la  ascension  recta 
y  declinacion  a  y  ^  de  una  estrella  para  la  6poca  1750-|-^,  se  dedu- 

9* 
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cen  de  ellas  la  lonjitnd  y  latitud  L  y  B,  referidas  k  la  ecliptica  fija 

de  1750,  mediante  las  ecuaciones*. 

cos  JB  coB  (X-{- 7,)  =  cos  tf  coB  (a+a) 
cosB  sen(XH-Zi)  =  cosd  8en(a+a)  cosfo  4-  send  sen^o 
sen  B  =  —  coßS  sen  (a + a)  sen  Sq  4-  sen  ^cos  f  ©• 

Trant&ndose  aliora  de  buscar  la  ascension  recta  j  declinacion 

a  j  6'  correspondientes  a  1750 +f\  se las  deducirÄ deLjB  mediante 

las  ecuaciones: 

cos  d'  008  («  +  a)  =  cos  JB  cos  (i + Vi ) 
cssd'  sen  (a'+a')  =  cosJB  sen(X-l-ri)  cos  s'q  —  senJB  sene'o 
sen  6*  =  cos  B  sen  {L  -f  Ti )  sen  e'q  -f  sen  B  cos  s'q 

en  las  cuales  se  designan  per  T^,  a  y  *'  los  valores  de  l^^  ay  t  corres- 
pondientes a  la  6poca  f\    Como  se  tiene: 

cosB  senL  =  — cosdcos(ö+a)8enZi  +  co8döen(a-f-a)cos«co8Z| 

+  sen  5  sen  £  cos /| 
cos  B  cos  L  =  cos  ö  cos  {a-\-a)  cos  Zi  +  cos  d  sen  (a-fa)  cos  £  sen  /, 

+  send  sen  s  sen  li 
sen  B  =  —  cos  S  cos  (a +a)  sen  £  +  sen  8  cos  §, 

se  siguen  fäcilmente ,  eliminando  de  ambos  sistemas  de  ecuaciones 
las  cantidades  L  y  B^  las  ecuaciones  siguientes : 

cos  B'  cos  («'  -f  a)  =  cos  Ä  cos  (a  +  a)  cos  (J!\  —  h ) 

— cos  B  sen  (« + a)  sen  (Z'i  — 1\ )  cos  £o 
--  sen  8  sen  (Z'i  —  Z, )  sen  «o 

cos d'  sen (a' + a)  =  cos J cos (a+a) sen (Z',  —  Zi ) cos b\ 

4- cos  5  sen  (a  +  o)  [cos  Q\ —}()  cos  £o  cos  t'o  +  sen  «o  son  c'©] 
-f  sen  d  [cos  (Z'i — /j )  sen  «o  cos  e'o  —  cos  £o  sen  f'o] 
s^n  d'  =  cos  8  cos  (o + a)  sen  (Z'i — 7])  sen  c'o 

+  cos  Ä  sen  (a + a)  [cos  (J\  —  7i )  cos  £o  sen  e'o  —  s^n  £o  cos  £'o] 
+ sen  8  [cos  (ri  —  Z)  sen  Sq  sen  «'©  +  cos  £o  cos  f'o]. 

Imajinandose  un  tri&ngulo  esf6rico,  cuyos  tres  lados  son  t^—\y 
ÖO^— :^  y  90^+/,  y  cuyos  6.ngulos  opuestos  k  estos  lados  respec- 
tiyamente:  0,  i\y  180*^— e^,  los  coeficientes  de  las  ecuaciones  pre- 
cedentes  que  contienen  l\ — Z^,  b^  y  e'^,  pueden  espresarse  por  Ö, 
st  y  z\  de  este  modo  resulta : 

cos 8' cos (a' + a)  —  cos 8 cos («4- a)  [cos B cos ^r cos «'  —  sen jP sen ir*] 

—  cos d sen (a+a)  [cos  G  sen^;  cosxr'+  cos  ir  sen/] 
r-sen^senOcos/ 


*  Estas  ecuaciones  se  siguen  de  las  ecuaciones  {C)  del  no.  2. 
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C08^  8en(a'-fa')  =  cos  d  cos  (a+a)  [cos  ö  cos  jS  sen^r'  +  sen^f  cos;^'] 

—  cos  8  sen  (a+  a)  [cos  B  sen  2f  sen/  —  cos  z  coez*] 

—  een  Ösen  Ösen  z' 

sen  6'  =  cos  d  cos  (a+a)  sen  6>'  cos  z 

—  cos  d  sen  («H-a)  sen  ö  sen  ip 
H-senÄcosö. 

Estas  ecuaciones  trasformar^mos,  multiplicando  la  primera  per 
sen/,  la  segunda  per  cos/  y  restando  la  primera;  en  seguida  se  mul- 
iäplica  la  primera  per  cos/,  la  segunda  per  sen/  y  se  suman  los 
productos.    Asf  resulta : 

cobS'  8en(a+a—z*)  —no&Ssenia-^a+z) 

cos  d*  cos  («'  -f  a' — /)  =  cos  8  cos  (a  4-  a  +^)  cos  (9  --  sen  d  sen  G       (a) 
sen  d'  =  cos  8  cos  (a+ a+if)  sen  0  +  sen  ^  cos  G 

Estas  formulas  dan  a'  y  d'  directamente  espresadas  en  or ,  d ,  a, 
/  y  en  las  cantidades  auxiliares  z^  z  y  S!  Estas  ültimas  se  deter- 
minan,  por  sn  parte,  apllcando  las  formulas  de  Gauss  al  triängulo 
esf&rico  arriba  senalado.    Asi  se  aigue : 

sen  4  ö  cos  4  (z'—z)  —  sen 4  (^i  —l\)  sen  J  («'o+«o) 
sen 4  0  seni  (/— ir)  =  cos  |  (l\  —li)  senj  (fi'o— «o) 
cos  1  0  sen  4  (z-^z)  =  sen^  {l\  —  Z,)  cos  J  {s'o+Sq) 

cos  i  Ö  cos  i  (JS'+Z)  =  cos  J  {l\  —li)  cos  4  )B'o  —  fo)- 

Como  sen  4"  (z—z)  y  sen-J-  (/o^^o)  Paeden  reemplazarse  siempre 
por  los  arcos,  6  iguaJarse  a  uno  los  cosenos  correspondientes,  se  siguen 
de  las  ültimas  ecuaciones  para  el  c41culo  de  las  tres  cantidades  auxi- 
liares las  formulas  sencillas : 

lang!  [z^z)  =  cos  J  (8'o+«o)  tang  J  (Z'i  — ^i) 

tang J  e  -  tangj  («'o+«o)  sen J  (/+«). 

A  las  formulas  (a)  puede  darse  una  forma  mas  comoda  para  el 
calculo,  introduciendose  un  angulo  auxiliar,  6  tambien  puede  hacerse 
uso  de  un  otro  sistema  de  ecuaciones  que  igualmente  se  derivan  de 
las  ecuaciones  de  Gauss.  En  efecto,  las  formulas  (a)  se  hallan,  apli- 
cando  las  tres  ecuaciones  fundamentales  de  laTrigonometria  esfcrica  a 
un  triängulo  esf6rico,  cuyos  tres  lados  son  90^—  d',  90**—  ö  y  6 ,  y  los 
angulos  opuestos  a  losdosprimeros  lados :  a-\-a+z  y  180®— «'—a'—/. 
Empleando  en  lugar  de  ellas  las  formulas  de  Gauss  se  obtendran  las 
ecuaciones : 
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OOB  \  (90+aO  C08  a  (J.'+c)  =  COS  1  [90®+d+ €>]  cos  i  -1 
cos  i  (90+d')  senj  {Ä' + c)  =  cos l  [90^-^0-9]  senj  J.  ,,. 

sen  J  (90 + a')  cos  4  U'  -c)  =  sen  ^  [900+ «  +  9]  cos  4  J.  ^  ' 

sen J  (9ü+d')  seni  (Ä'—c)  =  senj  [90^+^-  9]  senl  -4., 

en  las  qne  c  significa  el  tercer  angulo,  j  en  donde  se  ha  puesio  por 
brevedad : 

Se  obtendra  todavia  un  resiütado  de  major  exactitud,.bascando 
las  diferencias  A'^-Ä,  ö'—d  en  lugar  de  A  j  d\  Con  este  fin  se 
multiplica  la  primera  de  las  ecuaciones  (a)  por  cos  Ä ,  la  segunda 
por  senJ.,  restando  uDa  de  otra;  en  segoida  ^e  multiplica  la  pri- 
mera ecuacion  por  sen  J:,  la  segunda  por  cos^  7  se  suman  los  pro- 
ductos.    De  este  modo  resulta: 

oosd'  Ben{Ä'—A)  =  cosd  sen  J.  sen  9  [tang^  +  tang^  9  cos  J.] 
cosd'  C08(^'— J.)  =  cosd  —  cosd  cos  J.  sen  9  [tang^  +  tangj  9  cobA] 

luego : 

f        f  A'     A\—     BenJ.8enO[tanga-f  tang^OcosA) 
^  ' ""  1  —  cos^  sen  9  [tang S  +  tang^  9  coaA] 

7  por  medio  de  las  förmulas  de  Gauss  se  halla : 

cosjc .  sen 4  (d'— Ä)  =  seniOcosJ  {A'-\-A) 
cos^  c .  008^  (d'— d)  =  cos  J  9  cos^  (A'—A) 

Poni^ndose  pues : 

p  =  sen  ö  [tanga  +  tangi©  cos^]  (B) 

serä : 

1  —p  008^ 

y  }  (O) 

El  c41culo  riguroso  de  la  ascension  recta  7  declinacion  de  una 
estrella  correspondientes  al  tiempo  de  1760+^'  mediante  su  ascen- 
sion  recta  7  declinacion  para  1750+^  se  reduce  asi  al  calculo  de  las 
förmulas  (Ä),  (B)  j  {C). 

Ejemplo:  La  ascension  recta  7  declinacion  de  la  estrella  polar 
correspondientes  al  principio  del  afio  1755  son: 

a  =  10^  55'  44".  955 
a=87  59  41  .42. 

Se  pide  deducir  de  estos  datos  la  posicion  de  la  estrella  referida 
al  ecuador  7  al  equinoccio  de  1850. 
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Se  halla: 

ii  =  4' .  11".  8756  r,  =  1°  23^  56".  3541 

a  =  0".  8897  a  =  15".  2656 

io  =  23«  28'  18".  0002  •'©  =  2S^  28'  18".  0984. 

Con  estos  datos  las  förmulas  (Ä)  dan : 

4  (z'-he)  =  0»  36'  34".  314    i{z-z)  =  10".  6286 

luego: 

Xf  =  0»  36'  23".  685 

z  =  0»  36'  44".  943 

J 

0  =  0^31' 45".  600 

j  de  consigaiente : 

^  =  a  +  a  +  j2r=llö32'9".  530. 

Calcnlando  segun  las  förmulas  {B)  j  {(T)  los  valores  de  Ä'—Ä 

j  (f—S)  se  halla: 

\ogp  =  9.4214471 

J 

^'-^  =  4« 4'  17".  710;     J  (Ä'-^)  =  0»  16'  26".  780, 

luego: 

^'=15^36' 27".  240 

yporfin:  «'=  16«  12' 55".  917 

d'=88  30  84  .680. 

4«  Como  el  punto  de  interseccion  del  ecuador  con  la  eclipidca 
retrocede  sobre  la  ultima  pröximamente  50".  2  por  aiio ,  el  polo  del 
ecuador  describir4  en  el  curso  del  tiempo  al  rededor  del  polo  de  la 
ecliptica  un  circulo ,  cujo  radio  es  igual  k  la  oblicuidad  de  la  eclip 
tica*.  Por  esta  razon  el  polo  del  ecuador  ir4  coincidiendo  sucesiva- 
mente  con  diferentes  puntos  de  la  esfera  Celeste  aparente ,  6  en  dife- 
rentes  6poca8  se  ballaran  diferentes  estrellas  situadas  en  la  cercanla 
del  polo.  En  la  actualidad  es  la  ultima  estrella  de  la  cola  del  osa 
menor  (a  ürsae  minoris)  la  que  se  haJla  mas  prözima  al  polo  sep- 
tentrional,  por  cuya  razon  se  la  llama  tambien  estrella  polar. 
Esta  estrella,  cuya  declinacion  es  al  presente  88-^^,  irk  aproximlm- 
dose  mas  todavla  al  polo  hasta  que  su  ascension  recta  (ahora  170) 
Uegue  k  ser  igual  &  00^.  La  declinacion  laAhrk  llegado  entonces  k 
sn  maximo,  es  decir  a  89^32',  y  desde  esta  6poca  ira  disminuyendo 


*  HablanQo  ngurosamente,  äste  radio  no  es  eonstante,  sino  igual 
k  la  oblicuidad  actual  de  la  eclipüca. 
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puesto  que  la  precesion  en  declinacion  es  negativa  para  las  estrellas 
situadas  en  el  segundo  cuadrante. 

Con  el  fin  de  determinar  la  posicion  del  polo  del  mundo  para 
un  tiempo  dado  <,  consid^rese  el  triangulo  esf^rico  determinado  por 
el  polo  de  la  ecliptica  correspondiente  a  un  tiempo  determinado  Iq  y 
los  polos  del  ecuador  P  y  P'  correspondientes  4  las  ^pocas  (q  j  t. 
Designando  con  a  y  d  la  ascension  recta  y  declinacion  del  polo  del 
mundo  al  tiempo  t,  referidas  al  ecuador  y  al  equinoccio  de  la  ^poca  t^^ 
j  por  £q  y  e  la  oblicuidad  de  la  ecliptica  para  los  tiempos  t^jt,  se 
tendra  el  lado  PP'^Wf^—ö,  EP=fQ,  EP'=s,  el  angulo  en 
P=90®-j-a,  y  el  angulo  en  E  igual  ä.  la  precesion  jeneral  en  el  int6r- 
valo  t — (q.  Luego  las  tres  ecuaciones  fundamentales  de  la  Trigono- 
metria  esförica  dan : 

cos  9  Ben  a  =  sen  £  cos  Bq  cos  7  —  cos  t  sen  Sq 
•        cos  d  cos  a  —  sen  c  sen  l 

sen  d  =  sen  %  sen  fo  css  Z  +  cose  cos  «o 

Como  no  se  ex\je  una  exactitud  grande  en  este  calculo,  sino  una 
determinacion  aproximada  de  la  posicion  del  polo,  y  como  adema^s 
la  disminucion  de  la  oblicuidad  puede  considerarse  proporcional  al 
tiempo  solo  durante  cortos  espacios  de  tiempo,  puesto  qüe  en  realidad 
est4  sujeta  k  un  periodo ,  si  bien  de  mucha  duracion ,  sera  permitido 
poner  6  =  foi  y  asi  resulta  simplemente: 

tang  a=i—  cos  Cq  tang^  l 

y  «      senfoscn? 

co8a=- 


cosa 


Aunque  S3  determina  aqul  a  por  la  tangente ,  se  obtiene  su  va- 
lor  sin  ambigüedad  alguna,  puesto  que  cos«  y  senZ  deben  tener 
siempre  el  mismo  signo. 

Tratandose,  p.  ej.,  de  conocer  la  posicion  del  polo  del  mundo 

para  el  aflo   14000,   referida  al  equinoccio  de   1850,    la  precesion 

jeneral  durante  los    12 150  afios  ser&  proximamente  igual  k  174®; 

luego  ser&: 

a  =  273»  16'     y     d  =  H-  43°  7'. 

Esta  es  mui  aproximadamente  la  posicion  de  a  Lyrae,  cuya 
ascension  recta  y  declinacion  para  1850  es: 

«=2770  58'    y    d  =  -f38<»39'. 

En  el  aäo  14000  se  podra,  pues,  dar  ä  esta  estrella  el  nombre 
de  estrella  polar. 
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A  causa  de  la  variacion  de  las  declinaciones  de  las  estrellas  por 

efecto  de  la  precesion  sucedera ,  que  en  el  curso  de  los  siglos  llega.- 

ran  a  levantarse  sobre  el  horizonte  de  un  lugar  ciertas  estrellas  invi- 

sibles  hasta  entonces;  al  contrario  otras  estrellas  actualmente  yisib- 

les,  p,  ej.,  desde  un  lugar  del  hemisferio  septentrional  tomarän  una 

decHnacion  austral  tan  grande  que  dejarän   de  levantarse  sobre  el 

horizonte  de  tal  lugar.    Del  mismo  modo  habra  estrellas  que  en  la 

actoalidad  permanecen  siempre  sobre  el  horizonte  de  este  lugar  y  las 

que  comenzaran  ä  levantarse  y  4  ponerse ,  al  paso  que  otras  tomarän 

una  declinacion  septentrional  tan  grande  que  aun  en  su  culmina- 

cion  inferior  permaneceran  sobre  el  horizonte.     Asi  es ,  que  en  el 

trascurso  de  muchos  siglos  el  aspecto  de  la  esfera  Celeste  desde  un 

punto  dado  de  la  Tierra  cambiara  considerablemente  a  causa  de  la 

precesion. 

En  las  tablas  mas  modemas  del  Sol  se  da  para  el  afio  sidereo 

el  valor  de  365  dias  6  horas  9  min.  y  9.35  seg. ,  ö  365.2563582  dias 

medios.    Este  ano  equivale  al  tiempo  que  necesita  el  Sol  para  reco- 

nocer  360®  en  la  esfera  Celeste  aparente ,  6  el  tiempo  empleado  por 

el  Sol  en  volver  ä  la  misma  estrella  fija.     Como  los  pimtos  equi- 

nocciales  tienen  un  movimiento  retrögrado ,  es  decir ,  opuesto  al  del 

Sol,  se  sigue,  que  el  ano  tröpico  ö  el  tiempo  que  tarda  el  Sol  en 

volver  al  mismo  punto  equinoccial ,  es  mas  corto  que  el  aflo  sid6reo, 

y  qne  la  diferencia  es  igual  al  tiempo  en  el  cual  el  Sol  recorre  el 

pequeno  arco  que  espresa  la  precesion  anual.     Para  el  aflo  1800 

es  Z=50".  2235,  y  como  el  movimiento  medio  del  Sol  importa^9'8".33, 

dicha  diferencia  es  igual  ä  0.01415t  dias;  de  consiguiente  laduracion 

del  ano  tröpico  es  de  365.242204  dias.     Pero  como  la  precesion  es 

variable  y  su  aumento  anual  igual  ä  O".  0002442906,  tambien  el  aflo 

tröpico  es  variable  y  su  variacion  anua  igual  a  0.000000068848  dias. 

Espresando  las  decimales  en  horas,  minutos  y  segundos,  se  obtiene 

asi  para  la  duracion  del  aflo  tröpico : 

365  dias  5^  48™  46«  .42-0«  .00595  (<-  180Ö). 


IL  —  LA  NÜTACION.  , 

5-  Hasta  aqui  no  hemos  atendido  ä  la  variacion  periödica  del 
ecuador  con  respecto  ä  la  ecliptica  la  que ,  segun  lo  espuesto  arriba, 
consiste  en  un  movimiento  periödico  de  los  puntos  de  interseccion 
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del  ecuador  y  de  la  eclipti(5a  sobre  esta  ultima  7  en  ona  yariacion 
periödica  de  la  oblicuidad.  El  primer  movimiento  se  Uama  la  nuta- 
cion  en  lonjitud,  mientras  la  segunda  yariacion  es  la  nuta- 
cion  de  la  oblicuidad.  El  punto  en  que  se  cortariau  el  ecuador  y 
la  ecliptica  si  la  nutacion  no  existiese ,  sino  tan  solo  los  moyimientos 
lentos  que  acabamos  de  considerar,  se  llama  elequinocoiomedio; 
la  oblicuidad  de  la  ecliptica  que  bajo  la  misma  suposicion  tendria  lu- 
gar,  se  llama  la  oblicuidad  media  de  la  ecliptica.  AI  con- 
trario, el  punto  en  que  se  cortan  realmente  dichos  dos  circulos  m&xi- 
mos  se  llama  el  equinoccio  yerdadero,  y  la  oblicuidad  modifi- 
eada  por  la  nutacion  es  la  oblicuidad  yerdadera  de  la  ecliptica. 
Peters  da  en  su  obra  titulada  „  Numerus  constans  nutationifi  *^ 
las  espresiones  siguientes  para  la  nutacion  en  lonjitud  y  oblicuidad : 

Jl:=-  17".  2406  senQ  4-  O".  2073  8en2Q 

-  1".  2692  sen2  ®  -  O".  2041 8en2([ 

+  0".  1279  Ben  (©-P)-0".  0213  8en(©+P) 
+  0".  0".  0677  8en(((-l>') 
zf  «  =  4-  9".  2231  cobQ  - 0".  0897  C0s2 Q 
+  0".  5509  C082  ©  +  0".  0886  C082(I 
+  0".  0093  cos  (©4-P) 

en  donde  Sl  significa  la  loi^'itud  del  nodo  ascendente  de  la  örbita 
lunar  sobre  la  ecliptica ,  ©  y  C  ^^  lonjitudes  del  Sol  y  de  la  Luna, 
P  y  P'  las  lonjitudes  del  perihelio  del  Sol  y  del  perijeo  de  la  örbita 
lunar.  Dichas  espresiones  siryen  para  el  aflo  1800;  los  coeficientes 
de  los  dj^erentes  t^rminos  yarian  un  poco  con  el  tiempo ,  de  manera 
que  para  1900  los  referidas  espresiones  son  las  siguientes: 

Jk=:^  17".  2577  senQ  +  0".  2073  8en2Q 

-  1".  2693  8en  2  ©  -  O".  2041  8en  2  (( 

+  0".  1275  8en(©-P) - 0".  0213  Ben(©+P) 
+  0".  0677  8en((I-P') 
^  e  =  -f  9".  2240  008  Q  -  O".  0896  cos  2  Q 
4-  0".  5606  C082 ©  +  O".  0885  cos2([ 
. +0".  0092  cos  (®+P). 

Para  deducir  de  ellas  las  yariaciones  correspondientes  de  la 
ascension  recta  y  declinacion  de  un  estrella  se  tiene : 
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Espresando  en  las  förmulas  diferenciales  dadas  en  el  u®*  11, 
lo3  productos  cosjJ  seniy  y  cosj5  cosi^  en  fimcion  de  or,  ^  y  e  resulta: 

^  =  cos«  +  sen«tangosena  -r-T  =  co8a8enÄ 

da  .        _  ^dd 

3-  =  — cosa  tango  -7-=:8ena, 

dB  ^  di  ' 

y  diferenciändose  estas  förmulas  de  nuevo,  se  obtiene: 

\-jT2J  —  seil ^*  [i seil 2 a  -f  cotg e  cos a  tang Ä  +  sen 2a tang6*J 
•  (jj     /  )  —  "" ®^^*  [^^ "' "~ cotg€ tang^ sen«  +  tang^' co82a] 
-T-^)  —  —  \\  8€n2 a  +  sen 2 a  tang 5*] 
( -jyj- )  =  —  sen  €*  sen  a  [cotg  «  +  tang  d  sen  a] 
(  ^^ — -r-  )  =  sen  €  cos  a  [cotge  +  sen  a  tang^] 

Sustituyendo  estas  espresiones  en  las  ecuaciönes  (a),  y  poniendo 
ea  lugar  de  ^  A.  y  -^  t  los  valores  dados  por  las  ecuaciönes  {Ä) ,  y  en 
lugar  de  e  la  oblicuidad  media  de  la  ecliptica  correspondiente  al  prin- 
cipio  del  ano  1800 =23®  27' 54".  2,  los  t^rminos  de  primer  Orden  seran: 

o'-a=-  15".  8U8  senQ  -  [6".8650  senQ  sena+  9".  2231  cosQ  cos«]  tangd 
+  0".  1902 sen 2Q +  [0". 0825 sen 2Q sen a-hO". 0897 cos 2Q cos  a]  tang5 

-  1".  16428en2©— [O".5O54sen20sena4-O".55O9co82©co8a]  tang* 

-  0".  18728en2([— [0".08138en2([8ena+0".0886cb82([eosa]  tang* 

-  0".  0195  sen  (©  +  P)  iß) 

-  [0".  0085 8en(©+P)  sena  +  0".  0093  cos(©+P)  cosa]  tangd 
+  [0". 062H-0".  0270  sen«  tangd]  8en(([-P') 

H-  [0".  1 173  +  0".  0509  sen  a  tang *]  sen  (© -P) 

i'-Ä=-  6".  8650  senQ  cosöH-  9".  2231  cosQ  sena 

-f  0".  0825  Ben  2  Q  cos  a  -  O".  0897  cos  2  Q  sen  a 

-  0".  5054  sen 2  ©  cos  a  +  O".  5509  cos  2  ©  sen  a 

-  0".  0813  sen  2  ^  cos  a  +  O".  0886  cos  2  J  sen  a  (C) 

-  0".  0085  sen  (© +P)  cos  a  +  O".  0093  cos  (©  -f-  P)  sen  « 
+  0".  0270  C08  a  sen  ((J  ~  P') 

+  0".  0509  cos  a  sen  (®  -  P). 


Estas  espresiones  correspönden  al  ano  1800  5   sus  coeficientes 
varian  un  poco  con  el  tiempo  5  sin  embargo  la  variacion  se  hace  apre- 
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ciable  solo  en  los  primeros  t^rminos  dependientes  de  Sl.    Estos  Ulti- 
mos son  para  1900: 

en  a'-a:-  15".832l8enQ-[6".86838enQ8ena+9".2240cO8Qco8a]taiigd 
en  S'—d:  —  6".8683  senQ  C08  0f  +  9".  2240  cosQ  sen«. 

De  los  terminos  de  segundo  orden  solo  aquellos  podran  ser  de 
algana  importancia  que  se  derivan  del  mayor  t^rmiDo  de  las  espre- 
siones  de  dk  y  de.    Poniendo  por  brevedad: 

Jl  =  9".  2231  cosQ  =  a  cosQ 

7' 

—  senc  Jl  =  6".  8650  senQ  =  6  sen  Q 

estos  terminos  eu  asceusion  recta  seran : 
6»-a«        ^    ,.        ..     ,,      6* 


a  — «=: 


—  sen  2 a  [tangd*  +  J]  +  -p  tangd  cos cc  cotge 
4-  4 


+  [i  —  cotg  e  sen  a  tang  8  +  tang  6*  cos  2  a  +  J  cos  2  a]—  sen  2  Q 
— — -tang5*8en2a+-7-  tang d  cos  a cotg «  H — 8en2a>cos2Q 

y  en  declinacion: 

0  — d=— j — ! —   —  C08  2a>  tango j-senacotg* 

—  [tang  8  sen  2  a  +  2  cotg  c  cos a]  —  sen  2Q 

—  \{ — ^ 1 TT—  COS 2a  )  tango—  j-  sena cotge  >  cos2Q. 

Entre  estos  terminos  hai  algunos  independientes  de  Slj  que 
influyen  solo  en  la  posicion  media  de  la  estrella  y  que  paeden,  per  lo 
tanto ,  despreciarse.    Los  otros  terminos ,  a  saber : 

ah 
4 

y 


sen  2 Q  —  f  -^  cotg  c  sen  a  sen  2  Q  +  —  cotg  b  cos  a  cos  2  q)  tangd 


ab     ,  ^  ^  b*      ,  „^ 

—  — -  cotg  e  sen  2  Q  cos  a  -}-  —-  cotge  sen a  cos  2  Q 
2  4 

pueden  agregarse  a  los  analogos  de  primer  Orden  que  se  hallan  mul- 
tiplicados  por  sen 2^  y  oos  2^,  de  modo  que  estos  Ultimos  serän: 

en  asecnsion  recta: 
+  0".  1902  sen  2  Q  -f  [O".  0822  sen  2  Q  sen  a  +  u".  0896  cos  2  Q  cos  o]  tang  6 
y  en  declinacion:  (D) 

+  0".  0822  sen  2  Q  cos  a  -  o".  0896  cos  2  Q  sen a. 
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Los  i^rminos  de  segundo  Orden  que  aun  quedan  son  los  si- 
guientes: 

en  ascension  recta : 

4-  0".  0001535  [tanga»  +  J]  sen  2  Q  cos  2  a 
-0".  000160    [tanga*-f  i]co8  2Qsen2a 

7  en  declinacion:  ^^ 

—  0".  0000768  tang  d  sen  2  a  sen  2  Q 

-  [0".  000023  +  0".  000080  cos  2  «]  tang  *  cos  2  Q.  * 

Pero  como  los  valores  de  los  primeros  t^rminos  ascieiiden  a 
0*.  Ol  en  tiempo  solo  cuando  la  declinacion  Uega  k  88^10',  y  como  los 
segundos  t^rminos  no  pasan  de  0".0L  en  arco  para  la  declinacion  de 
80^20',  resolta  que  dichos  t6rminos  son  de  poca  importancia  ann  en 
la  yecindad  del  polo  y  por  eso  siempre  despreciables ,  esceptuando 
las  estrellas  situadas  en  la  inmediacion  del  polo. 

6«  £n  lo  que  sigue  se  necesitara  conocer  las  variaciones  causa- 
das  en  las  espresiones  (J5)  y  (C)  por  una  variacion  de  la  constante 
de  la  nutacion ,  es  decir ,  del  coeficiente  de  cos  ^  en  la  nutacion  de 
la  oblicuidad,  cuyas  variaciones  son  distintas  para  los  t6rminos  de 
la  nutacion  -lunar  y  de  la  nutacion  -  solar.  Efectivjimente,  en  la  f6r- 
mula  que  se  da  en  la  teoria  para  la  nutacion  se  hallan  todos  los  ter- 
minos  de  la  nutacion -lunar  multiplicados  por  un  factor  N\  depen- 
diente  de  los  momentos  de  inercia  de  la  Tierra,  como  tambien  de  la 
masa  y  del  moyimiento  medio  de  la  Luna,  al  paso  que  los  t^rminos 
de  la  nutacion -solar  estan  multiplicados  por  uu  factor  analogo  N, 
que  representa  la  misma  funcion  de  los  momentos  de  inercia  de  la 
Tierra,  de  la  masa  y  del  movimiento  medio  del  Sol.  Como  no  es 
posible  determinar  por  el  calculo  los  momentos  de  inercia  de  la 
Tierra  se  hace  necesario  determinar  los  valores  de  N  y  N'  mediante 
observaciones. '  El  coeficiente  del  t^rmino  de  la  nutacion  de  la 
oblicuidad ,  multiplicado  por  sen  ft ,  es  igual  ä  O".  765428  N\  Igual- 
ando  este  producto  k  9".  2231  (1+i),  en  donde  9".  2231  es  el  valor  de 
la  constante  de  la  nutacion  deducido  de  las  observaciones,  y  9''.  2231  ,i 
la  correccion  posible  de  este  valor ,  se  tiene : 

0 .  765428 -Y'  =  9".  2231  (1  +i) 

La  precesion  luni- solar  depende  de  las  mismas  cantidades  ^y 
N\  j  el  valor  de  ella  (50".  36354  para  1800)  deducido  de  las  •observa- 
ciones conduce  k  la  siguiente  ecuacion: 
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17  .  469346  -N+0.  991988  N\ 

De  la  combinacion  de  las  dos  ültimas  ecaaciojies  se  sigae : 

N=:  6  .  516287  (1-2  .  16687t). 

Suponiendo,  pues,  la  constante  de  la  nutacion  igual  k  9".2281  (I  +  0» 
todos  los  terminos  de  la  nutacion-lunar  han  demultiplicarse  por(l+t), 
mientras  que  todos  los  t^rminos  de  la  nutacion  -  solar  demandan  el 
foctop  (I— 2.16ö87i),  j  poniendo  9".2235i  =  di/,  sera: 

,^.  __  1 -1.87028enQH-0.0225sen2Q— 0.022l8en2((+0.00738en(([— PO }  ^y 
~  i  4-0.2981  aen2  ©  -  0.0*300  8en(©-P)  -f  0.0050  Ben(©+P)  J 

d^e=[co8Q  ~  0.0097  C082Q  +  0.0096  cob2  i  -  0.1294  C082® 

-  0.0022  C08(® +P)]  d9 

de  cuyas  espresiones  se  obtiene  facilmente  del  mismo  modo  que  en 
elnümero  anterior: 

^"  """^=—1.7156  senQ  —  [0.7445  senQ  sen  a  +  1.0000  C08Q  cosa]  tang* 

+ 0.0206 sen  2  Q + [0.0090 sen  2  ^  sen a  +  0.0097  cos  2  Q cos  a]  tang  d 
— 0.0203  sen  2  ([  —  [0.0088  sen  2  J  sen  a  +  0.0096  cos  2  J  ccs  a]  tang  d 
+0.0067  8en(([-P')  -f  [0.0029  8en(([~P')  sena  ]  tanga 

-H0.?735Ben2©+ [0.1187Ben2® 8ena4-0.1294cos2  ©  cosa]  tang* 
—0.0275  8en(®-P)  —  [0.0119  8en(©— P)  sen«  ]  tang^ 

H-0.0046  8en(®  H-P)  +  [0.0020  8en(®+P)  sen« 

-f  0.0022  cos  {® + P)  cos  a]  tang  a 

^^~   ^  =-0.7445  senQ  cosa  +  1.0000  cosQ  sena 

4-0.0090  sen  2  Ö  cos  a  -  0.0097  cos  2  Q  sen  a 

—0.0088  8en2^  coBü  4-0.0096  cos2([  sena 

4-0.0029  Ben(([-P')  cosa 

4-0.1187  sen 2®  cosa  — 0.1294 cos 2©  sena 

— O.Ol  19  sen  (©—P)  cosa 

4-0.0020  8en.(® +P)  sena  —  0.0022  C08(®  4-P)  sena. 

7«  AI  calcular  la  nutacion  en  ascension  recta  y  declinacion  se 
procede  del  modo  mas  comodo,  buscando  mediante  las  förmulas 

{Ä)  y  (-4J,  Jk  j  /Isj  los  valores  nüm6ricos  de  las  derivadas  ^-r, 

■^  etc.    Sin  embargo ,  hai  tambien  tablas  construidas  con  arreglo  a 

las  förmulas  {B)  j  (C),  por  medio  de  las  cuales  se  facilita  mucho  el 
calculo.  En  primer  lugar  se  han  calculado  tablas,  cujos  argumentos 
sonji  y  2Q,  para  los  t6rminos: 

-15".82BenQ  =  c   J    -l".16sen2©=:5f. 
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Los  diferentes  t^nninos  para  la  ascension  recta,  multiplicados 
por  tBüngdy  tienen  la  forma: 

a  cfAß  ooBff  +  &  Bsn^  sena  =  A\h  cos^  cos«  +  9enß  sen  «] 

j  ä  cada  espresion  de  esta  forma  se  puede  dar  Ta  forma  siguiente : 

determinando  convenientemente  las  cantidades  x  ^  y,    DesarroUando 

la  ultima  espresion  j  comparändola  con  la  anterior  resultan  para 

la  determinacion  de  a;  6  y  las  ecuaciones : 

Ah  co6ß  =  x[coBßcosy  —  6enßBeny] 
Aaenß=:x[senßcoBy-^coBßfieny]f  ^  ' 

de  donde  se  sigue: 

OE^^zA*  [1--(1-Ä«)  cob(J«] 

J 

Como  1 — h^  BB  menor  que  uno,  el  Tslor  de  x  ser&  siempre  real. 
Tabulando los  valores  de  x  ^y  con  el  argumento  ß,  se  obtendrä  el 
t^rmino  de  la  nutacion  en  ascension  recta ,  dependiente  de  ß  j  mul- 
tiplicado  por  tangd,  mediante  la  förmula: 

ajco8ÜJ+y-o];        I 
j  la  espresion:  /  (c) 

da  el  t^rmino  de  la  nutacion  en  declinacion  dependiente  de  ß.  En 
efecto,  los  t^rminos  relatives  &  la  declinacion  tienen  la  forma: 

A[—h  cob/7  Ben  a  +  senf}  cos  a] , 

^  ignalando  esta  espresion  k  «sen  [jS+^—o])  se  obtiene  para  la 
determinacion  de  o;  6  y  las  mismas  ecuaciones  {h), 

Con  arreglo  k  las  förmulas  que  preceden ,  indicadas  por  Gkiuss, 
dichas  tablas  hau  sido  calculadas  por  Nicolai  j  publicadas  por  Wams- 
dorff*.  En  ellas  se  hallan,  a  mas  del  t6rmino  c,  las  cantidades 
logh  j  B  con  el  argumento  ^,  j  mediante  estas  se  obtienen  los  t^r- 
minos  dependientes  de  senA  y  cosA,  q^e  son  en  ascension  recta: 

c— 6  tangd  C08(Q+jB— a) 
7  en  declinacion :  )  iß) 

-58en(Q+B-«) 


*  Wamsdorff,  Sammlung  yon  Hülfstafeln,  pag.  109. 
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Esta  parte  de  la  nntacion  j  los  peqnenos  idrminos  dependientes 
de  2Ü,  2^  y  C^ — -P)  forman  la  nntacion •  lunar. 

Una  segimda  tabla  da  con  el  ai^g^nmente  20  las  cantidades  p, 
logfj  Fy  por  medie  de  laä  que  se  ballan  los  terminos  dependientes 
de  20,  j  que  son  en  ascension  recta: 

g  —  f.taaigScosl2s-hF—a]  i 

y  en  declinacion :  >  W 

—  fseB[2®-hF  a]  \ 

Esta  parte  de  la  nutacion  y  los  pequenos  terminos  dependientes 
de  G  +  P  y  ©  — P  forman  la  nutacion  -  solar. 

Para  los  pequenos  terminos  dependientes  de  2^,  ?ß  y  ©+P 
no  hai  tablas  especiales.  Estos  terminos  pueden  obtenerse  mediante 
las  tablas  para  la  nutacion  -  solar,  tomando  en  ellas,  en  lugar  de20f 
sucesivamente  2^,  180^^+2^  (porque  estos  terminos  tienen  sig- 
nos  opuestos)  y  Q  +  P^  y  multiplicando  los  valores  asi  calculados 
mediantes  las  ecuaciones  (e),  por  ^,  6  mas  exactamente  por -^, 
para  los  dos  primeros  argumentos,  y  por  -^  para  el  tercer  argu- 
mento,  atendido-que  estos  nümeros  espresan  aproximadamente  las 
razones  entre  los  coeficientes  de  estos  terminos  y  los  correspondien- 
tes  &  la  nutacion  -  solar. 

La  forma  de  los  terminos  multiplicados  por  ([ — P'  y  0  —  P 
es  distinta  de  la  anterior,  pero  analoga  ä  las  espresiones  de  la  prß- 
cesion  anual  en  ascension  recta  y  declinacion ;  se  los  obtiene  mul- 
tiplicando dichas  precesiones  anuales  por  -^^  sen  (^  —  P')  y 
7i7  8en(©-P). 

8»   Ateniendose  solo  al  primer  termino,  el  mas  importante  de 

la  nutacion,  se  puede  representar  intuitiyamente  el  efecto  de  ella. 

En  tal  caso  se  tiene : 

Jl  =  -lt'.26senQ 
^£  =  +  9".  22C08Q, 

6  mejor,  segun  la  teoria: 

sen«  ^X  =  —  10".  05  C082 s  sen Q 
^e  =  — 10".  05co86CosQ. 

En  virtud  de  la  precesion  luni-  solar  el  polo  del  ecuador  describe 
im  pequeiio  circulo  con  el  radio  a  al  rededor  del  polo  de  la  ecliptica. 
Imajin^ndose  en  seguida  un  piano  tanjente  en  el  polo  medio  corres- 
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pondiente  a  un  üempo  dado ,  j  en  dicho  plauo  dos  ejes  perpendicu- 
lares  entre  si,  de  los  cuales  el  de  las  x  es  tanjente  al  circulo  de  lati- 
tod,  se  obtendr4:  y^sensJky  x=de,  designandose  por  o:  6  y  las 
coordenadas  del  polo  verdadero  (afectado  de  nutacion);  de  consi- 
gniente,  en  virtud  de  las  espresiones  de  arriba: 

cos  2  fi' 

y«  =  C*.co82e« ^x^;    en  donde  C=10".05. 

^  cos  «*      ' 

Por  consiguiente,  el  polo  verdadero  describe  una  elipse  en  tomo 
del  polo  medio  cuyo  semi-eje  mayor  es  Ccos  f  =  ö".  22 ,  y  el  seaii« 
eje  menor  (7.co82€  =  5^.86.  Esta  elipse  se  llama  elipse  de  nuta- 
cion. Para  fijar  la  posicion  del  polo  sobre  esta  elipse,  imajlnese 
un  circulo,  descrito  con  el  semi-eje  mayor  como  radio  al  rededor  del 
centro  en  el  piano  de  la  elipse.  En  tal  caso  es  claro^  que  un  radio 
de  este  circulo  debe  recorrerlo  con  un  movimiente  uniforme  j  retrö- 
grado  durante  el  perlodo  del  nodo  de  la  Luna*  de  tal  modo,  que 
coineida  con  la  parte  del  semi-eje  major  mas  pröxima  k  la  ecliptica 
cada  yez  que  el  nodo  ascendente  de  la  Luna  coincide  con  el  equi- 
noccio  de  la  primavera.  Bajando  del  punto  estremo  de  este  radio 
una  perpendicular  al  eje  mayor  de  la  elipse,  el  punto  de  interseccion 
de  dicha  perpendicular  con  la  elipse  representar4  el  lugar  verdadero 
del  polo  de  la  Tierra.         * 


*  A  causa  de  »er  retrögnido  el  movimiente  del  nodo  de  la  Luna. 
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CAPITÜLO  in. 

CORRECCIONES  DE  LAS  OBSERVACIONES  DEBIDAS 

k  LA  POSICION  DEL  OBSERVADOR  SOBRE  LA  SÜPERPICIE 

DE  LA  TIERRA  T  Ä  LAS  PROPIEDADES  DE  LA  LUZ. 

En  las  tablas  7  efemerides  astronömicas  se  dau  las  posiciones 
de  los  astros  tales  como  aparecerian  desde  el  centro  de  la  Tierra. 
Esta  posicion  se  confimde  con  la  posicion  observada  desde  un  punto 
cualqniera  de  la  superficie  de  la  Tierra  siempre  que  el  astro  se  halle 
k  una  distancia  infinitamente  grande.  AI  contrario,  si  hai  una  razon 
apreciable  entre  la  distancia  del  astro  y  el  radio  de  la  Tierra,  la 
posicion  del  astro  visto  desde  el  centro  de  la  Tierra  sera  distinta  de 
la  observada  desde  nn  punto  situado  sobre  la  superficie  de  ella.  De 
consiguiente,  para  poder  comparar  la  posicion  observada  de  tal  astro 
con  las  tablas ,  se  necesitan  los  medios  d»  deducir  de  la  posicion  ob- 
servada la  vista  desde  el  centro  de  la  Tierra.  Y  vice -versa,  se 
presenta  muchas  veces  la  necesidad  de  trasformar  en  posiciones  apa- 
rentes  las  posiciones  vistas  desde  el  centro  de  la  Tierra ,  dadas  en 
las  efemerides ,  ö  como  se  dice :  trasformar  las  posiciones  verdaderas 
en  posiciones  aparentes.  El  &ngulo  comprendido  entre  las  dos  visua- 
les  dirijidas  desde  el  centro  del  astro  al  centro  de  la  Tierra  j  al 
lugar  de  observacion  situado  sobre  la  superficie  de  esta  ultima  se 
llama  la  paralaje.  Asi  es,  que  se  necesitan  medios  de  calctdar  las 
paralajes  de  los  astros  correspondientes  k  un  instante  cualquiera  j 
4  un  punto  cualquiera  dado  de  la  superficie  de  la  Tierra. 

Ademas ,  la  Tierra  estk  circundada  de  una  atmösfera  que  goza 
de  la  propiedad  de  refractar  la  luz.  Por  esta  causa  los  astros  no  se 
ven  en  su  posicion  verdadera,  sino  en  la  direccion  que  guarda  el  rayo 
de  luz  refractado  por  la  atmösfera  en  el  instante  de  llegar  al  ojo 
del  observador.  El  &ngulo  entre  esta  visual  7  la  direccion  eh  que  se 
veria  el  astro  si  no  hubiese  atmösfera,  se  llama  la  refraccion. 
De  consiguiente ,  para  deducir  de  las  observaciones  de  los  astros  las 
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posiciones  yerdaderaa  de  estos  Ultimos  es  necesario  saber  c6mo 
determinar  la  refraccion  correspondiente  4  cada  punto  del  cielo  y  k 
cada  estado  de  la  atmosfera. 

Si  la  Tierra  no  tuviese  un  movirniento  propio,  ö  si  la  velo- 
cidad  de  la  luz  fuese  infinitamente  mas  grande  que  la  de  la  Tierra, 
en  tal  caso  este  moyimieiito  no  tendria  influencia  alguna  sobre  la 
posicion  aparente  de  las  estrellas.  Mas,  como  la  velocidad  de  la 
loz  guarda  una  razon  apreciable  ä  la  de  la  Tierra,  un  observador 
colocado  sobre  lasuperficie  de  6sta,  divisa  todas,las  estrellas  adelan- 
tadas  en  la  direccion  del  movirniento  de  la  Tierra  en  un  pequeno 
angulo  que  dopende  de  dicha  razon.  Este  pequefto  &ugulo,  que  pro- 
dnce  un  desvio  aparente  de  la  posicion  de  la  estrella,  se  llama  la 
aberracion.  Afinde  deducir  de  las  observaciones  las  posiciones 
Terdaderas  de  los  astros  se  hace,  por  consiguiente ,  necesario  des- 
pejar  las  posiciones  aparentes  obseryadas  del  efecto  de  la  aberracion. 


I.  —  LA  PARALAJE. 

1.   La  Tierra  no  es  una  esfera  perfecta,  sino  un  esferöide  acha- 

tado ,  es  decir ,  un  esferöide  enjendrado  por  la  rotacion  de  una  elipse 

al  rededor  de  su  semi-eje  menor.     Designando  con  a  al  semi-eje 

major,  con  b  al  semi-eje  menor  de  la  elipse  jeneratriz,  j  con  a  al 

achatamiento  del  esferöide  espresado  en  partes  del  semi-eje  major, 

serä: 

a—h     ^      b 
a  a 

Sea  ademas  la  escentricidad  de  la  elipse,  espresada  tambien  en 
partes  del  semi-eje  major  t,  de  modo  que: 


a' 


Lnego  tambien : 


Ademas : 


a 


10* 
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Segnu  las  investigaciones  de  Bessel  se  tiene : 

b      298 .  1628 


a 


a  = 


299 .  1628 

1 

299  .  1528 


j  en  toises : 


a  =-3272077  .14      log  a  =  6  .  5148235 
b  =  3261139  .33     .  log  5  =  6  .  6133693. 

En  la  Astronomia  no  se  hace  uso  de  la  toise  como  unidad  de 

medida,  sino  del  semi-eje  major  de  la  orbita  terrestre.    Designando 

per  7c  el  4ngulo ,  bajo  el  cual  aparece  desde  el  Sol  el  radio  de  im 

punto  del  ecuador  de  la  Tierra,  estando  el  Sol  en  el  horizonte  de 

dicho  punto ,  y  por  R  el  semi  -  eje  major  de  la  örbita  terrestre ,  6  la 

distancia  media  de  la  Tierra  al  Sol ,  sera : 

a  =  i2sen3E 
ö: 


a  = 


206265' 


El  &ngulo  7c  6  la  paralaje  ecuatorial  horizontal  del  Sol 
es ,  segun  Encke ,  ignal  k : 

8  ".  67116. 

2«  Con  el  fin  de  calcular  la  paralaje  de  un  astro  para  a  un 
punto  dado  de  la  superficie  de  la  Tierra  se  hace  necesario  referir 
cada  punto  de  la  superficie  del  esferoide  al  centro  mediante  coorde- 


Fig.  3. 


nadas.  Por  primera  coorde- 
nada  se  toma  el  tiempo  side- 
reo,  es  decir,  el  4ngulo  com- 
prendido  entre  el  piano  deter- 
minado  por  el  punto  de  obser- 
vacion  y  el  semi-eje  menor*,  y 
el  piano  que  pasa  por  el  semi- 
eje  menor  y  el  punto  equinoc- 
cial  de  la  primavera.  Si  OAC 
(Fig.  3)  representa  al  piano  que 
pasa  por  el  lugar  de  observa- 
cion  y  el  semi-eje  menor,  se 


*  Como  este  piano  pasa  por  los  polos  del  mundo  y  por  el  zenit  del 
lugar  de  observacion,  se  sigue  que  este  piano  es  el  del  meridiano. 
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necesita  conocer  todavia  la  distancia  AO:=q  j  el  ängulo  ÄOC,  para 
fijar  la  posicion  del  lugar  A.  Este  ultimo  angulo  se  llama  la  lati- 
tud  correjida  ö  jeoc6ntrica. 

Estas  cantidades  pueden  siempre  calcularse  mediante  la  altura 
del  polo  ANC  (es  decir,  el  ängulo  formado  por  el  horizonte  de  A 
con  el  eje  del  mundo ,  6  por  la  normal  ^  ^  en  -4.  de  la  superficie  con 
el  ecuador)  j  los  dos  ejes  del  esferöide  terrestre.  En  efecto,  si  x  t  y 
äOD  las  coordenadas  del  punto  A  con  respecto  al  centro  0,  tomando 
OCpor  eje  de  las  j,  y  OB  por  el  de  las  ^,  se  tendrä: 

puesto  que  -4  es  un  punto  de  la  elipse,  cuyos  semi-ejes  son  a  j  b. 
Designando  ä  la  latitud  jeoc6ntrica  con  q>\  ser4 : 

tang9'=:-^. 

Como  la  latitud  q>  es  igual  al  ängulo  comprendido  entre  la  nor- 
mal en  il  y  el  eje  de  las  x ,  debe  ser ; 

.  dx 

j  como  la  ecuacion  dif erencial  de  la  elipse  da : 

y  _       b*    dx 
X  "      a*  '  dy 

resnlta  la  siguiente  ecuacion,  en  que  entran  las  cantidades  (p  J  ff': 

5* 
tangy'  =  --jtang9  (a) 


a' 


Para  el  cömputo  de  q  se  tiene : 

Q  =  yx*+y*  = 


X 


COB<p 

De  la  ecuacion  de  la  elipse  se  sigue : 

a;  =  l/l+       tangy*=  — 

r  0  f^lH-tangy.  tangg) 

7  con  esto  se  obtiene : 


asecQp'  --/         cosqp  ... 

o  = .  =  a //   7 7-n — r.  (o) 

^l+tangip.tang^'       r    coaip  008(9-9) 

Por  medio  de  estas  dos  förmulas  se  puede,  de  consiguiente, 
calcttlar  para  cada  lugar  de  la  superficie  de  la  Tierra,  cuya  latitud 
se  supone  conocida ,  la  latitud  jeoc6ntrica  q/  y  el  radio  q. 


150 

Para  las  coordenadas  x  ^  y  resnltan  todavia  las  siguientes  for- 
mulas ,  de  las  que  se  hara  uso  en  lo  sucesiTO : 

X  =  —  =  —  —  (c) 

J^coB  9*  +  (1  -  £*)  sen  y*      Vi—B*  sen  9* 

y=:a;tang9  =a;— ytang  9  =  0:  (l—«')tang  9  =  —)====?■.      (o) 

ö  /^l—j«8en9* 

Mediante  la  förmula  (a)  se  puede  desarrollar  9'  en  una  serie 
cujos  t^rminos  contengan  los  senos  de  los  mültiplos  de  9 ;  en  efecto, 
segun  la  fönnula  (16)  del  n^- 11  de  la  introduccion  se  obtiene: 

v'=9^-5t+p^'^29  +  i(^^j-^;  oeniip-  ete.  (Ä) 

öponiendo:  _, 


9=9- 


o+ft 
2n 


=  n 


1+n« 


(2n  \* 
gl  sen 4 9—  etc.  {B) 


Introduciendo  el  valor  num^rico  del  acbatamiento  dado  arriba, 
7  espresando  los  coeficientes  en  segundos,  resulta: 

9'=  9  -  11'  30".  66  8en29  +  1".  16  sen49  - . . . .  (C) 

IJjempU):  La  latitud  de  Berlin  es:  52® 30' 16'. 0,  y  con  este  dato 
resulta  de  la  förmula  (0) : 

9'=  62«  19' 8".  3. 

Si  bien  el  valor  de  q  no  puede  desarrollarse  en  una  serie  tan 
elegante  como  la  hallada  para  9',  se  puede ,  sin  embargo ,  dar  una 
serie  cömoda  para  log^*.    En  efecto,  la  förmula  (&)  d4: 


COB  9'*  1  1  +  -y  tang9*  J 
Sustitu76ndose  aqul  en  lugar  de  cos  9''  el  valor : 


a* 


o*4-6*tang9*' 
se  obtiene:  ^ 


*  Encke,  Jahrbuch  para  1862,  pag.  326,  en  donde  se  dan  tarn  bien 
tablas  mediante  las  coales  se  hallan  9'  y  logp  correspondientcs  a  cada 
latitud. 


»t_ 


luego: 
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«—  <»*C08y'-^&*8eny*  _  a*  -»-  6*  +  (a*— &*)  co82q^ 
^  ~  a*  coB  qp*  +  6*  sen  y*  ""  o*  -f  &•  4-  (a"— &*)  cos  2  9 

_  (g'+fe')*  +  (a'-6y  -f- 2  (a'-f-fe*)  (a'-fe»)  cos  2y 
—      (a+&)*  +  (a~6)* H-  2  (a+6)  {a-b)  cos  29 


Tomando  los  logaritmos  de  ambos  lados,  j  desarroUando  los 
logaritmos  de  las  laices  cuadradas ,  segun  la  förmula  (l!>)  del  n**- 11 
de  la  introduccion ,  en  series  cuyos  t^rminos  contengan  los  cosenos 
de  los  mältiplos  de  *2q9,  se  obtiene: 

loghyp^^loghyp-j-^ +  |^j^_^^|  C0829 


—  etc. 


6  poniendo  de  nuevo : 


=  n. 


,  n+ft 

y  cambiando  los  logaritmos  hyperbölicos  con  log.  de  Brigg : 

+*[(iäy-**']*^*«'' 

—  etc. }, 

designandose  con  M  el  mödulo  de  los  logaritmos  de  Brigg,  de  modo 
que  log  Jlf=  9.6377843.  Tomando  a=  1,  6  introduciendo  los  valores 
num6ricos  de  los  coeficientes ,  se  obtiene : 

logp  =  9 .  9992747  +  0 .  0007271  cos  2^  -0 .  0000018  cos  49.        (F) 

Por  medio  de  este  förmula  se  halla,  p.  ej.,  para  la  latitnd  de 

Berlin: 

log  9  =  9.9990880. 
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Suponiendo,  pues,  conocida  la  latitiid  de  un  lugar  se  puede, 

mediante  las  series  (C)  y  (F)^  calcular  la  latitud  jeoc^ntrica  j  la 

distancia  de  este  lugar  al  centro  de  la  Tieri'a,  y  determinar  por  medio 

de  estas  caniddades,  en  combinacion  con  el  tiempo  sidereo,  la  posi- 

cion  de  dicho  lugar  con  respecto  al  centro  de  la  Tierra  para  cada 

instante.    En  efecto ,  imajinandose  un  sistema  de  coordenadas  rec- 

tangulares  que  pase  por  el  centro  dö  la  Tierra  y  cuyo  eje  de  las  ;er 

est6  perpendicular  al  piano  del  ecuador,-  al  paso  que  los  ejes  de  las 

a;  6  ^  se  hallen  en  el  ecuador  de  tal  modo ,  que  el  eje  positivo  de  lad 

X  se  dirya  al  equinoccio  de  la  primavera,  el  eje  positivo  de  las  y  ä 

90**  de  ascension  recta,  se  puede  espresar  la  posicion  del  lugar  con 

respecto  al  centro  por  las  tres  coordenadas  rectangulares : 

x=^Q  cos  <p'  cos  B 

y  =  QGOS(p'  sen  S  (G) 

z  =Q  seng?'. 

3*  Suponiendo  esf6rica  la  forma  de  la  Tierra,  el  piano  deter- 
minado  por  las  visuales  dirijidas  desde  el  centro  de  la  Tierra  y  del 
lugar  de  observacion  al  astro  pasarä  necesariamente  por  el  zenit  del 
lugar  de  observacion,  y  corta ,  por  esta  razon,  a  la  esfera  Celeste  apa- 
rente  en  un  circulo  vertical.  De  esto  se  sigue ,  que  la  paralaje  modi- 
fica  solamente  la  altura  del  astro  y  no  el  azimut.  Si  en  la  fig.  3  repre- 
senta  Ä  el  lugar  de  observacion ,  Z  el  zenit ,  S  el  astro  y  0  el  centro 
de  la  Tierra,  en  tal  caso  sera  ZOSlo.  distancia  zenital  verdadera  z, 
vista  desde  el  centro  de  la  Tierra,  mientras  que  ZAS^=b  ser&  la 
distancia  zenital  aparente  observada  desde  el  lugar  A  de  la  superficie. 
Designando  la  paralaje ,  es  decir ,  el  ängulo  z  —z  en  aS'  con  j?',  sera : 

sen«  —~  %enz , 

en  cuya  förmula  significa  ^  la  distancia  del  astro  a  la  Tierra.  Como 
p  es  siempre  un  angulo  mui  pequeüo,  esceptuando  la  Luna,  se  puede 
reemplazar  el  seno  por  el  arco ,  y  poner : 

»'  =  ~-  sen;?' .  206265. 

De  consiguiente ,  la  paralaje  es  proporcional  al  seno  de  la  dis- 
tancia zenital  aparente.  La  paralaje  es  nula  en  el  zenit ,  llega  k  su 
m&ximo  en  el  horizonte,  y  causa  que  las  alturas  se  ven  demasiado 
pequefias.    El  valor  maximo  para  /=90,  &  saber: 
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i>  =  ~  206265 

se  Uama  la  paralaje  horizontal,  y  el  valor: 

p  =  ^  206265 

deeignando  con  a  al  radio  del  ecuador  terrestre,  es  la  paralaje 
ecuatorial  horizontal. 

En  lo  que  precede  se  ha  supuesto  esferica  la  forma  de  la  Tierra ; 
pero  como  esta  ultima  es  un  esferoide ,  el  piano  en  el  cual  se  hallan 
las  vißuales  dirijidas  al  astro  desde  el  centro  de  la  Tierra  y  desde  el 
lugar  de  observacion,  no  pasa  por  el  zenit  de  este  ultimo,  sino  por 
el  punto  en  que  la  linea  determinada  por  el  centro  de  la  Tierra  y  el 
lugar  de  observacion  corte  a  la  esf^ra  Celeste  aparente.  Por  esta 
razon  tambien  el  azimut  del  astro  se  modifica  por  la  paralaje ,  y  al 
mismo  tiempo  la  espresion  rigurosa  para  la  paralaje  de  altura  sera 
distinta  de  la  que  acaba  de  darse*. 

Imajinandose  tres  ejes  rectangulares ,  de  los  que  el  eje  positivo 
de  las  5  se  dirija  al  zenit  del  lugar  de  observacion ,  mientras  que 
los  ejes  de  las  o;  e  t^  se  hallen  en  el  piano  del  horizonte  de  modo,  que 
ei  eje  positivo  de  las  x  este  dirijido  al  Sur  y  el  eje  positivo  de  las  y 
al  Oeste,  las  tres  coordenadas  de  un  astro  referidas  a  estos  ejes  seran : 

-^' Ben/ 008 X,    ^sen/ßenA'  y   z/'cos/. 

Aqui  significan  /f  la  distancia  del  astro  al  lugar  de  observacion, 
r'  y  A'  la  distancia  zenital  y  el  azimut  vistos  desde  este  ultimo  punto. 

Designandose  en  seguida  con  A  la  distancia  del  astro  al  centro 
de  la  Tierra ,  y  con  n  j  A  respectivamente  la  distancia  zenital  y  el 
azimut,  referidos  ambos  al  mismo  oentro,  las  coordenadas  del  astro 
referidas  ä  un  sistema  de  ejes  paralelos  al  anterior ,  pero  cuyo  orijen 
coincide  con  el  centro  de  la  Tierra,  seran: 

^senJcoB^,  ^sentrsenA  y   ^cosiV, 

y  como  las  coordenadas  del  centro  de  la  Tierra  con  respecto  al  pri- 
mer  sistema  son  respectivamente : 

—  psenCqp  — qp'),  0     y    —^008(9— qp') 


^  El  autor  debe  el  desarrollo  elegante  que  siguc  k  una  comunica- 
cion  del  Sr.  prof.  Encke. 
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se  signen  las  tres  ecuacienes : 


o: 


^  sen/  cos  A'  —  ^  sen^  cos  A  —  q  8en(9— qp ) 
/f  sen^er'  8en-4'  =  d  senjf  sen  J. 

^C08£f'  =^C08i?  — 9C0b(9  — qp'), 

^  Ben  z  8en( J.' —A)  =  q  sen  (qj  —  qp')  sen  A 

^  sen  z*  cos  (^' —A)  =  d  s^nz  —  9  sen  (qp  —  qp')  cos  A         (a) 

d"  COB  /  =  i:^  COS  z  —  Q  cos  (qp — qp')« 

Multiplicando  la  primera  ecuacion  per  sen  ^  {A'—A)y  la  se- 
gunda  per  cos^  {Ä—Ä),  y  sumando  los  produetos  resulta: 

d  Benz  =dsenz  —  Qsen(q?—(p) — ^-j-p — -A 

COS  X  l^A  —  Aj 

'^  cos  /  =  J  COS  Z  —  Q  cos  (qp— qp')- 


Poniendose  ahora : 

.  cosl{A+A).        ,         ^ 

^"gy=cosI(V~^)^'^g(y-^^> 

dichas  förmulas  se  trasforman  en  las  siguientes: 

^'  sen^j'  =  d  sen;??  —  9  cos  (qp— qp')  tang  y 
^  cos z'  =  d cos z~Q  cos  (qp— qp'), 
ö: 

^  8en(£f  —z)  —  Q  cos  (qp— qp ) ^^^ — — 

^  ^       cos  y 

V        /  '     -\       ^  /  '\  C08(;?— y) 

^  COS  (;?  —Z)  =  .J  —  O  COS  (qp  — QP  )   — ^ r^ 

'^      cos  g 


(&) 


(c) 


Multiplicando  la  primera  ecuacion  per  sen^^  {z—is\  la  segunda 
por  cos-J^  {z'^e),  y  sumando  los  produetos  se  obtiene  finalmente: 

^,_^_    cos  (qp  -yp  cos  [j  (/ +z)-y]^ 

cos  y 

Dividiendo  las  ecuaciones  (a),  {b)  y  (c)  por  zf ,  tomando  ademas 
el  radio  del  ecuador  terrestre  por  unidad,  y  poniendo: 

1 

—  =  8enp, 

de  modo  quej?  significala  paralaje  ecuatorial  horizontal,  se  obtiene 
segun  las  förmulas  (12)  y  (13)  del  n°-  U  de  la  introduccion : 

^,_  ^  ^  g«enp8en(y-y')  ^^^        /g8enp8en(y-y')y  ' 

sen  ^f  *  \  senjj  / 
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y  =  coB^  {tp—fp')  —  eenA  tang^  (Ä'—Ä)  (<tp—tp*) 
Ben  ^  BenXcoB^(^'+.A)  ,    ^ 

*  cosi{A  —Ay  ' 


cosy  V      '/ 

loghyp z/'=  loghyp^ - ^^^"^^gy       ^    C08(Ä-y) 

—  4  ( ^Z__Z-Z  I  C082  {z  —  fj  — 

*  \  cosy  / 

De  la  fönnula  (&)  se  deduce  un  valor  rnui  aproximado  por  la 
fönnula  sencilla: 

y  =  ((p  — qp')C08-4. 

Para  la  paralaje  azimutal  resulta  el  valor  aptoximado : 

Ben;? 

y  la  formula  rigurosa : 

psenj?senf<p-y)  ^^  ^ 

tang  LA  —A)  = -. rr 

°^           '      .      pBenj5  8en(<p— <p) 
1  —  — — — — 


cos  J. 
Ben£; 


Ademas  es: 


cos(9~5p0  _ cos J ( J.' + J.) sen (9 — qp') 
COBy        "~      co8j(J.'— ^)  Beny      ' 

6  mui  aproximadamente  igual  ä  1 ,   de  manera  que  la  paralaje  en 
distancia  zenital  se  obtiene  con  mucha  aproximacion  por  la  formula : 

/--5  =  9Ben^8en  [^r— (qp— 9')cob^], 

y  rigurosamente  por : 

—  Ben  {z—z)  =  Q  senp  Ben  [z—{fp— 9')  cos  A] 

—T-  coB  {z  —z)  =  1  ~  p  Benj)  cob  [« — (9 — y')  cos  A], 


*  Primero  es: 
co8j(JL'+^),       ,         ,-      -  coBi(JL'+JL)8         ,         ,,3, 

y=COBlU-^)^°g(y"y)'tcOBr(^--^)^^^^^""^^"^-''' 

Poniendo  aqui  en  lugar  de  tang  (9—9')  la  serie: 

(<p-qp')  +  J  (9- V  )'  +  ■••. 
resulta  la  espredon  dada  arriba« 
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Para  el  meridiano  es ,  de  consiguiente ,  la  paralaje  en  azimnt 
igiial  a  cero ,  j  la  paralaje  en  distancia  zenital  se  da  por : 

z'—z=^Q  senp  sen  [z—{<p— ^/)]. 

4.  De  un  modo  anälogo  se  obtiene  la  paralaje  en  ascension 
recta  y  declinacion.  Las  coordenadas  de  un  astro  referidas  al  piano 
del  ecuador  y  al  centro  son : 

^coB^costf,     z/coBdsena,     ^seud. 

Las  coordenadas  aparentes  con  respecto  al  mismo  piano, 
pero  vistas  desde  el  lugar  de  observacion  sobre  la  superficie  de  la 
Tierra,  son: 

/l'  cos  5'  C08  a',    d'  cos  bi  sen  a      y    Ji  sen  6'. 

Pero  como  las  coordenadas  del  lugar  de  la  superficie ,  con  res- 
pecto al  piano  del  ecuador  y  al  centro ,  son : 

Q  cos 9'  cos  ö,    Q  CO89'  sen  S    y    q  seu qp' 

resultan  luego  las  tres  ecuaciones: 

^  cos  d'  cos  a  =^t  cos  6  cos  oc  —  q  cos  <p'  cos  0 

d'  cos  h'  sen  a  —^  cos  d'  sen  ot  —  p  cos  <p'  sen  %  (a) 

^  sen  d'  =  ^  send  —  q  seng)' 

de  las  que  pueden  deducirse  las  cantidades  ^/',  a'  y  d'.  Con  este  fin 
se  multiplica  la  primera  ecuacion  por  sena,  la  segunda  por  cosa; 
restando  una  de  otra  se  obtiene: 

df  cosd'  8en(a'  — a)  ■=.  —  q  cos  9'  8en(ö— a). 

En  seguida  se  multiplica  la  primera  ecuacion  por  cos  a ,  la  se- 
gunda por  sen  a ,  y  sum&ndolas  se  sigue : 

^  cosd'  cos(a'— er)  =  d  cosd  —  g  cos  9'  co8(ö— a) 

De  consiguiente  sera: 

Q  cos9'Ben(a— O) 


tang(a'— of)  = 


d  cos  S  —  Q  cos  9'  cos  (a—S) 


Q  CO89 

1  -^i «cos(a-(9) 

^  cos  o        ^ 

Aplicando  ä  esta  espresion  el  desarroUo  en  series ,  empleado  ya 
arriba,  se  obtiene: 
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En  todos  los  casos,  con  escepcion  de  la  Lima,  el  primer  t^r- 
mino  da  una  aproximacion  suficiente.  Tomando  para  q  el  radio 
ecnatorial  como  unidad  de  medida,  j  agregando  al  numerador  el 
factor  sen  n  (siendo  n  la  paralaje  ecnatorial  horizontal  del  Sol)  a  fin 
de  que  el  numerador  y  denominador  se  refieran  ä  una  misma  unidad, 
a  saber,  al  semi-eje  major  de  la  orbita  terrestre,  se  obtiene  senci- 

llamente : 

,  ysen^cosy     sen(a-^) 

a —a=^ . ; — .  Ijd) 

^  cos*  ^    ' 

Aqui  representa  a — %  el  angulo  horario  oriental  del  astro. 
De  esta  formula  se  infiere ,  que  la  paralaje  en  ascension  recta  de  un 
astro  situado  al  lado  oriental  del  meridiano  es  positiva ,  y  negativa 
para  el  lado  opuesto.  Estando  el  astro  en  el  meridiano,  la  paralaje  en 
ascension  recta  es  nula. 

Para  obtener  una  formula  anäloga  para  S — d,  pongase  en  la 
fönnula  relativa  &  A  cos  h'  cos  (a' — a) : 

l-2ßenj(a -o)« 

en  lufinr  de 

coa  (a  —  «), 

j  asi  resulta: 

^  008 h'  —  /i  C08 3  —  p  C03<p'  008  (ö  —  ff)  +  2  ^1'  COB  V  86«  \  («'—  «)' 

Mnltiplicando  y  dividiendo  el  ultimo  t^rmino  por  cos^  («'—«),  y 
haciendo  uso  de  la  formula: 

^  008^  8en(«'  — a)  =  —  p  oosqp'  8en(0— or) 
se  obtiene : 

^cosd  =  z/ 0080  — p  008©  *•    ^  ^; — r— ^.  \p) 

^       ^        C08j  (a  — a) 

Introduciendose  ahora  las  cantidades  auxiliares : 

/?  Ben  y  =  sen  9' 

^COBy  =  25^^i.t^7-^-^^],  (C) 

^        '  C084(a  —a) 

se  sigue  de  (fe) : 

^  008^'  — ^003^  — p|?008y 

y  de  la  tercera  de  las  ecuaciones  (a) ; 

A  8en  d'  =  jd  seu  S  —  gß  aeny. 
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De  la  combinacion  de  las  ültimas  dos  ecuaciones  se  deduce  fä- 

cilmente : 

-^'  8en(d'-*)  =  -  9  /?  8en(y-d) 

z/*  COB  (^' —  *)  =  z/ —  p  jj  cos  (y  —  ^) 


ö: 


tang(d-d) 


l-^C08(y-^) 


ö  tambien,  segun  la  förmula  (12)  del  n^*  11  de  la  introduccion : 

^'-d  =  -?~8en(y-d)~l?^8en2(y-^)-  etc.  (CT) 

8611 QP 

Substituyendo  en  lugar  de  jS  su  valor ,  y  en  lugar  de  ^ 

nueyamente  ^  senTc,  a  ün  de  tener  la  misma  unidad  en  el  numera- 

dor  7  denominador ,  se  obtiene,  tomando  en  cuenta  solo  el  primer 

t^rmino  de  la  serie : 

^,     j.         Q  sen  n  een  <p'    sen  (y — S) 

o  — o  — . . 

^  seny 

Poniendo  en  la  segunda  de  las  förmulas  (c)  cos  -^  («'—«)=  1, 
y  «  en  lugar  de  -J^  («'+«),  resultan  las  siguientes  förmulas  para  el 
cömputo  aproximado  de  la  paralaje  en  ascension  recta  y  declinacion : 

,               ffpcos(p'    sen  (Ö— er) 
tt  — tf=-  —         ^ . 

z/  C08d 

tangy=  ^^ 


C08(9— a) 

,  «pseng?'  8en(y— d)   ^ 

O  — 0= — .  * 

d  seny 

Si  el  astro  tiene  un  disco  visible,  su  radio  aparente  depender& 

de  la  distancia,  y  asi  se  hara  necesaria  todavia  otra  correccion. 

Pero  como  es : 

^  8en(d'--y)  =  d  sen  (^— y) 
ö: 

sen  (^— y) 


J^^ 


sen  (Ä'— y) 


*  Para  el  meridiano  se  sigue  de  esta  förmula: 

d'— d  = ^8^11(9'—^)  =  9-^  8en(fr— (<p— 9')], 

luego  la  paralaje  en  declinacion  igual  6.  la  paralaje  en  altura. 
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7  como  los  radios  son  inversamente  proportionales  4  las  distancias, 
Biempre  que  ellos  aparezan  bajo  angulos  pequeiios ,  se  tiene : 

zy..»    8en(d'-y) 

Ja  :=M  .     .  5" r. 

8en(ö— y) 

ISemplo:  El  3  de  Setiembre  de  1844  a  las  20^4l"»38«  de  tiempo 
äidereo  fa6  observada  desde  Koma  el  cometa  descubierto  por  de 
Vico  como  sigue: 

en  ascension  recta      2®  35'  55".  5 

en  declinacioD      *— 18  43  21  .  6. 

£1  logaritmo  de  la  distancia  del  Cometa  a  la  Tierra  era  a  este 
tiempo  igual  4  0.27960;  ademas  es  para  Boma: 

(p'  =  41°  42'.  6 ,    log  p  =  9.99936. 

Con  estos  daios  el  calculo  de  la  paralaje  viene  4  ser  el  siguiente : 

S  en  arco  310®  24'.  6 

(K  2  35.9 

O-a  -  62»  11'.  4 

tang<p     9.94999  y=     65°  28'.  6 

COB(e-g)      9.78749  ^  =  -18  43.4 

sen  (0-a)     9  .  89765.  y  -  d  =  +  74  12  .  0 


«PC089'  sen  (y-a)     9.98327 

1, —      1 .  52676-  fc  Q  sen  m' 

^  n L-_J*1      1.47576„ 

sec  a     0 .  02362  cosec  y     0 .  0841« 

log  (a'-a)      1.44703  log  (d'-d)  =  1 .  Ö431C„ 

a'-a  =  +27".99  a'-a=-34".93 

A  cansa  de  la  paralaje  la  ascension  recta  del  cometa  fu6  obser- 
vada, de  consiguiente ,  en  28".  0  mas  grande,  y  la  declinacion  en 
34".  9  mas  pequefia,  de  lo  que  hubieran  aparecido  vistas  desde  el 
centro  de  la  Tierra.    La  posicion  del  cometa  correjida  de  la  paralaje 

es  luego: 

«  =       2»  35'  27".  5 
a  =  -18  42  46  .7. 

Para  obiener  la  paralaje  de  nn  astro  espresada  en  coordenadas 
referidas  4  la  ecliptica  es  menester  conocer  las  coordenadas  del  Ingar 
de  observacion  con  respecto  al  centro  de  la  Tierra  j  al  mismo  piano 
fundamental.  Trasformando  G  y  q>'  en  lonjitud  y  latitud ,  segnn  el 
n**-  9  de  primer  capitulo ,  y  llamando  4  estas  ültimas  l  y  by  dichas 
coordenadas  ser4n: 
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pCOB&COBZ 

QGOBbsenl 
gsenb 

j  designando  por  X\  |3',  //  las  cantidades  aparentes ,  j  por  A,  ß,  A 

las  cantidades  verdaderas,  se  obtienen  las  tres  eciiaciones : 

d'  cos p'  cos  X'  =  d  cos  ß  cos  X  —  Q  C08& cos  l 
A  008^'  sen )!  —  /S  cos  jJ  sen  i  —  p  cosft  sen  2 
^  sen/?'  =r  ^  senp  —  p  senö, 

de  las  cuales  se  dediicen  del  mismo  modo  quo  arriba  las  formulas 

finales,  que  siguen: 

1'     1—     «pcoß^»  Ben(Z— il) 
""  A  cos  p 

ff     8=      ^9  8^°^  8en(y-/?) 
■^     '^ '"  z/  seny     * 

6  y  g>'  representan  la  ascension  recta  y  declinacion  del  punto  en  que 
el  radio  terrestre  prolongado  corte  &  la  esfera  Celeste ;  Inego  l  j  b 
significan  la  lonjitud  y  latitnd  del  mismo  punto.  Si  la  Tierra  se  su- 
pone  esf^rica  dicho  punto  coincide  con  el  zenit,  y  la  lonjitud  de  este 
se  Uama  el  nonajesimo,  puesto  que  el  punto  de  la  ecliptica  corres- 
pondiente  a  esta  lonjitud  dista  90^  de  los  puntos  de  la  ecliptica  que 
se  hallan  en  el  horizonte. 

5»   Como  la  paralaje  ecuatorial  horizontal  de  la  Luua,  6  el  an- 

gulo  — r- ,  designando  por  A  la  distancia  de  la  Luna  a  la  Tierra, 

est4  comprendido  siempre  entre  45  y  61  miuntos ,  los  primeros  t6r- 
minos  de  las  series  para  t/—a  y  Ö^ — 8  no  dan  una  aproximaeion 
suficiente  para  el  cömputo  de  la  paralaje  de  la  Luua ,  y  por  esc  se 
tiene  que  tomar  en  cuenta  los  t^rminos  de  ördenes  superiores,  6 
hacer  uso  de  las  formulas  rigurosas. 

I^emplo :  Se  trata  de  determinar  la  paralaje  de  la  Luna  en  as- 
cension recta  y  declinacion  para  Green  wich  el  10  de  Abril  de  1848 
ik  las  10^  de  t.  m. 

A  este  tiempo  corrcsponde : 

a=    71»  43m  20«.  25  =  1160  60' 3".  75 

a  -  +  160  27'  22".  9 

0  =  11h  17m  0«  .  02  =  169«  15'  0".  30 , 
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la  paralaje  ecuatorial  horizontal : 

p  =  56'  67".  5 
el  radio 

B  =  15'  31".  3. 

Ademas  es  para  Greenwich : 

9)'  =  61»  17' 25".  4 
log  9  =  9.  9991134. 

Como  sen|)=— ,  las  dos  series  halladas  en  el  n9-  4  para  a—ay 
d'— 5  seran: 

a  —  cif  =  -  206265  {^ ^       ±'  gen  (ö~ «) 

+  4l^ »       )  8en2(0-a) 

*  V       sen  d      y 

»•-»  =  -206265  {gB«°y«e°P,en(y-») 

!        Beny 

/p  seny' senA»  ^^ 

'\       eeny       / 

y  para  el  c41culo  del  angnlo  auxiliar  y  se  ha  de  emplear  la  förmula 

rigurosa: 

X  4.         /      cosi  (a'—a) 

tangy  =  teng9  ^STfölTCi^TiÖi- 

Efectuando  el  calculo  segun  estas  fönnulas,  se  obtiene  para  a' — a: 

el  primer  t^rmino  =  —  29'  45".  71 
„  segundo  '„  *=—  11  .47 
„   tercer         „        =-         0".03 


y  para  6'—^: 


luego  a'-a  =-29' 57".  21 

el  primer  t^rmino    =  —  36'  34".  21 
„  segmido  —       20".  91 

.,  tercer  —         O".  12 


luego  d'-9    -36' 55".  24 

La  ascension  recta  j  declinacion  aparentes  de  la  Luna  son  de 

consigaiente : 

a  =  115»  20'  6".  54 ,    ^'=15°  50'  27".  66. 

Por  fin  resulta  para  el  radio  aparente: 

2r=15'40".  20. 

11 
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Si  se  prefiere  calcular  las  paralajes  mediante  las  föimulas  riga- 
rosas ,  conviene  acomodar  ^stas  al  c41culo  logaritmico.  La  förmola 
rigurosa  para  tang(a' — a)  es: 

tang  («-«)=  -^ —  T__^^_  _.  Jl^ ^  —  (a) 

^^         '     1— PCOS9  8enj>co8(a— v)8ecd 

Ademas  se  sigue  de  las  dos  ecnaciones  siguientes: 

z^'  Ben^'  =  J  [sen  8  —  q  sen  cp'  sen^] 
^'  cosÄ'  coß  (a  —  a)  =  ^  [cos  ^  —  9  cos  9'  8en|)  cos  (er—  ^] 


y^  [send- g  sen  V 
^  1— pco8<p  se 


senp]  co8(a'— a)  secd 


(6) 


sen  jj  sec  d  cos  (« — ö) 

Como : 

z/  __  costf'cosfa'— a) 

z/'  ~^  cosd  —  Q  cotitp'  Bünp  C08(a—  &) ' 

se  obtiene  todavia: 

T>/  C08^cos(a'— a)8ecd  „  ,. 

sen  E  = , ? ^ Y 7 ST  8®°  -ß-  (0 

1  —  9  cos  qp  sen^  sec  o  cos  («  —  w) 

Introduci^ndose  ahora  en  (a),  (5)  y  (c)  las  cantidades  auxiliares: 

.  _  p  sen j9  cos  q>'  cos  (a— 9) 

COS^  — — ^ " 

COBO 

sen  C=Q  aenp  sen  tp  ^ 
se  obtienen  las  förmulas  comodas  para  el  calculo  logaritmico : 

tang(a-«)-    ^8"(5  8eni^«  

tanff d'  =  ??5^  ^^ "" ^^  <^»H^+C)co8(g-tt) 
°  cosdsenJJ.* 

p._ico8a'po8(g;~tt)    ^ 

COS  ff  sen  ^J.« 

Determinando  er'— a,  ^  j  I^  del  ejemplo  anterior  tambien  por 

estas  förmulas,  resiiltan  casi  exactamente  los  mismos  valores,  4  saber : 

a'-a  =  -29'ö7".21 
«  =  +  15®  50'  27".  68 
i2'=:      15' 40".  21. 

Para  el  cÄlculo  riguroso  de  la  parali^je  en  lonjitud  y  latitnd  se 
obtienen  förmulas  del  todo  analogas,  en  las  cuales  entran  iL',  X,  ß'^  /?,  { 
y  &  en  lugar  ie  «', «,  8\  6  &  j  g>\ 
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n.  —  LA  REFRACCION. 

Los  rajos  de  luz  llegan  k  nosotros,  atravesando  la  atmosfera  de 
la  Tierra.  En  el  espacio  vacio  los  rayos  de  luz  se  propagan  en  linea 
recta;  mas  entrando  en  im  medio  que  refracta  la  luz,  esperimentan 
un  desvio  de  su  direccion  primitiva.  Si  este  medio  se  compone  de 
una  infinidad  de  capas,  como  sucede  con  nuestra  atmosfera,  cuyo 
poder  refrinjente  varia  de  un  modo  continuo ,  el  Camino  recorrido 
por  el  rayo  de  luz  viene  a  ser  una  curba.  ün  observador  situado  sobre 
la  süperficie  de  la  Tierra  divisa  el  astro  en  la  direccion  de  la  ultima 
tanjente  de  la  curba  recorrida  por  el  rayo  de  luz,  y  de  esta  direccion, 
(la  posicion  aparente  del  objeto) ,  tiene  que  deducir  la  direccion  que 
el  rayo  hubiera  seguido  en  el  espacio  vacio ,  la  que  determina  la  po- 
sicion yerdadera  del  astro.  El  angulo  de  estas  dos  direcciones  se 
Uama  larefraccion,  y  como  la  curba  descrita  por  el  rayo  de 
luz  en  ]a  atm6sfera  vuelve  el  lado  cöncavo  h&cia  el  observador  se 
sigue  que,  a  causa  de  la  refraccion,  todos  los  astros  aparecen  4  una 
altura  demasiado  grande. 

En  lo  que  sigue  se  supone  la  Tierra  esf^rica ,  porque  el  influjo 
de  la  f6rma  esferöidica  de  la  Tierra  en  la  refraccion  es  del  todo  in- 
significante.  La  atmosfera  se  supone  compuesta  de  capas  conc6ntri- 
cas ,  dentro  de  las  cuales  la  densidad ,  y  por  eso  el  poder  refrinjente 
dependiente  de  6sta ,  serän  constantes.  A  fin  de  determinar  el  des- 
yio  de  la  direccion  que  el  rayo  de  luz  esperimenta  en  cada  capa  k 
causa  de  la  refraccion ,  se  necesita  conocer  las  leyes  de  la  refraccion 
de  la  luz.    Hai  cuatro  de  estas,  k  saber: 

1)  Si  un  rayo  de  luz  hiere  un  cuerpo  en  una  süperficie  que  se- 
para  dos  medios  de  distinto  poder  refrinjente ,  constrüyase  un  piano 
tanjente  en  el  punto  donde  penetra  el  rayo  de  luz ,  tirese  la  normal 
y  hagase  pasar  un  piano  por  ^sta  y  por  el  camimo  del  rayo ;  este 
ultimo  permanecera  en  este  piano  despues  de  haber  entrado  en  el 
cuerpo, 

2)  Se  llama  angulo  de  incidencia  al  angulo  comprendido  entre 
el  rayo  de  luz  incidente  y  la  normal  prolongada  hacia  fuera,  mientras 
que  el  angulo  comprendido  entre  el  rayo  refractado  y  la  normal  se 
llama  el  angulo  de  refraccion.  En  los  mismos  medios  la  razon  de 
los  aenos  de  estos  dos  ängulos  es  coustante  y  se  llama  el  esponente 
6  Indice  de  refraccion  del  segundo  medio  con  vespecto  al  primerp. 

11* 
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3)  Sea  (i  el  indice  de  refraccion  del  medio  B  con  respecto  al 
medio  Ä,  j  fi  el  indice  de  refraccion  del  medio  C  con  respecto  a  B ; 
el  producto  /üfi'  ser4  igual  al  indice  de  refraccion  del  medio  C  con 
respecto  al  medio  Ä. 

4)  Si  fi  representa  el  indice  de  refraccion  del  medio  B  con  res- 
pecto a  J. ,  —  serä  el  Indice  de  refraccion  del  medio  Ä  con  respecto 

al  medio  B, 

Sea  ahora  0  (Fig.  4)  un  lugar  de  la  superficie  de  la  Tierra,  C  el 
centro  de  esta  ultima ,  S  la  posicion  verdadera  de  la  estrella ,  CJ  la 

normal  en  el  punto  cT",  en 
en  donde  el  rajo  de  luz 
hiere  la  primera  capa  de 
la  atmösfera.  Conocido  el 
indice  para  esta  primera 
capa,  se  puede  determinar, 
en  virtud  de  las  leyes  de 
refraccion ,  la  direccion 
del  rayo  refractado  y  ob- 
tener  asi  para  la  segonda 
capa  el  angulo  de  inciden- 
cia.  Fij&ndose  en  la  w* 
capa,  j  representando  per 
CN  la  linea  del  centro  de 
la  Tierra  al  punto  en  qne 
el  rayo  de  luz  hiere  esta 
capa,  por  in  el  ängulo  de  inpidencia,  por  /*„  el  &ngulo  de  refraccion, 
por  ftn  el  Indice  correspondiente  al  paso  del  rayo  de  luz  desde  el 
espacio  yaclo  ä  la  n^  capa,  y  por  fin+i  el  mismo  Indice  para  la 
(w+l)*capa,  se  tiene*: 

Sea  en  seguida,  N^  el  punto  en  donde  el  rayo  de  luz  hiere  la 
(w+l*)  capa;  designando  en  el  triangulo  NCN'  ä  las  distancias 
C^y  CN'  respectivamente  con  r„  y  r„_j-i,  se  tendrä: 


*  Estos  Indices  son  mayores  que  la  unidad.    Para  capas  pröximas 
a  la  superficie  de  la  Tierra,  p.  ej.,  es  fi  =  1.000294,  6  pröximamente  r^jrr- 
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j  combinando  esta  proporcion  con  la  anterior  resulta : 

'  Asi  se  y6 ,  que  el  producto  compuesto  de  la  distancia  al  centro, 
del  indice  y  del  seno  del  angulo  de  incidencia  es  constante  para  to- 
das  las  capas  de  la  atmösfera,  j  designando  por  y  una  constante,  la 
ley  jeneral  de  la  refraccion  se  espresa  por : 

r.ft.8ent  =  y  (a) 

en  cnya  espresion  las  cantidades  r,  fi,  i  deben  referirse  al  mismo 
punto  de  la  «tmösfera.  Para  la  snperficie  de  la  Tierra  el  angulo  i, 
es  decir,  el  angulo  comprendido  entre  la  normal  j  la  ultima  tanjente 
ä  la  curba  del  rayo  luminoso  es  igual  a  la  distancia  aparente  zenital 
2^  de  la  estrella.  Luego ,  si  se  designa  por  a  el  radio  terrestre  y  por 
^0  el  indice  correspondiente  a  una  capa  de  aire  situada  cerca  de  la 
superficie  de  la  Tierra,  se  obtiene  para  la  determinacion  de  la  con- 
stante y  la  ecuacion : 

aiio9enz=y.  (&) 

Süponiendo  abora,  que  la  densidad  de  la  atmcTsfera  va  yariando 
de  un  modo  continuo ,  de  manera  que  la  altura  de  las  capas ,  dentro 
de  las  cuales  la  densidad  puede  considerarse  constante,  sea  infinita- 
mente  pequeiia,  el  camino  que  sigue  el  rayo  luminoso  en  la  atmös- 
fera llegara  a  ser  una  curba,  cuya  ecuacion  puede  determinarse. 
Introduci^ndose  coordenadas  polares,  y  Ilamandose  v  el  4ngulo  com- 
prendido entre  cada  valor  de  r  y  el  radio  (70,  se  obtiene  facilmente: 

La  direccion  de  la  ultima  tanjente  determina,  segun  acaba  de 
yerse,  la  distancia  zenital  aparente  jer;  al  contrario  la  distancia  zeni- 
tal yerdadera  ^  es  el  angulo  comprendido  entre  la  normal  y  la  direc- 
cion primitiya  suficientemente  prolongada  del  rayo  de  luz  SJ.  Es 
cierto  que  este  angulo  i  tiene  su  y6rtice  en  un  punto  distinto  del 
punto  que  ocupa  el  ojo  del  obseryador;  sin  embargo,  como  la  altura 
de  la  atmösfera  es  pequeiia ,  al  paso  que  los  cuerpos  luminosos  est&n 
mni  distantes ,  y  como  ademas  la  refraccion  misma  es  un  angulo  pe- 
qneflo,  la  diferencia  entre  el  angulo  ^  y  la  distancia  zenital  yerda- 
dera que  desde  0  se  hubiera  obserya^o,  sera  insignificante.     Ann 
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para  la  Luna,  en  cujo  caso  dicha  diferencia  es  la  mayor  posible, 
6sta  no  asciende  a  iin  segundo  de  arco  eu  la  proximidad  del  hori- 
zonte.  Por  esta  razon  se  puede  admitir,  que  el  ängulo  ^  es  la  distan- 
cia  yerdadera  al  zenit. 

En  el  punto  N,  a  que  corresponden  las  cantidades  variables  i, 
r  j  11^  construyase  ahora  iina  tanjente  ä  la  curba,  la  que  formara 
con  la  normal'  CO  el  ängulo  J',  y  se  tendra: 

Diferenciando  la  ecuacion  jeneral  (a)  logaritmicamente ,  se  sigue: 

H  cotgt .  d»  +  -!-  =  0 

r  (i 

y  combinando  esta  ecuacion  con  las  ecuaciones  (c)  y  (ä) : 

df^-tangi-^, 

6  eliminando  ä  tangi  por  medio  de  la  ecuacion: 

sen  t  y 


tang  i  = 


y  poniendo  a  seaif  ft^  en  lugar  de  y : 


La  integral  de  esta  ecuacion  tomada  entre  los  limites  ^=t  J 

i^=0  representa  entonces  el  valor  de  la  refraccion.     Poniendo: 

a      . 
—  =  l-s, 
r 

la  ultima  ecuacion  puede  escribirse  tambien  del  modo  siguiente : 


fi  j/  GOBZ^—  (l  —  ^j  +  (2  8—8*)  henz 


A  fin  de  poder  integrar  esta  ecuacion  seria  menester  conocer  s 
en  foncion  de  ft.  Esta  ultima  cantidad  depende  de  la  densidad,  y 
se  ensefia  en  la  Fisica,  que  la  cantidad  ju^ — 1 ,  6  sea  lapotencia 
refractiva,  es  proporcional  a  la  densidad.  Introduci6ndose,  pues, 
la  densidad  q  como  nueva  variable ,  dcterminada  por  la  ecuacion : 
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siendo  c  una  constante ,  se  obtiene : 


i(l— s)sen2f.  c. 


rff  =  -  ^^''^^ 


J-t££  t/cos;?«-  fl  - 4-^^)  +  (2  s-s«)  sen«« 
6  poniendo : 

1  +  c^o        /^o*  ®      1  +  c^  V        ^0-' 

a(l— 5)8en2f— ^ 

[l  -2  «(l^  — )]  j/cosz*  -  2a  (l  -  -^)  +  (2s-Ä«)  sen^;* 
El  coeficiente 


-('-i) 


l-2i 

\         Po 

es  el  cuadrado  de  la  razon  entre  el  iudice  correspondiente  a  ima  capa, 
cujo  radio  es  r,  y  el  Indice  de  una  capa  pröxima  a  la  superficie  de 
la  Tierra.  Pero  como  para  el  limite  de'la  atmösfera  es  |Lt= l ,  j  para 
la  refraccion  entre  el  espacio  vacio  y  la  capa  situada  cerca  de  la 

superficie  de  la  Tierra  fo'^ooÖQ»  ^^  razon  —  queda  comprendida 

siempre  entre  estos  estrechos  limites.  La  cantidad  o  es ,  por  tanto, 
peqnena,  y  asi  es  que  en  lugar  del  factor  variable: 


l-2ari--^^ 


puede  sustituirse  su  valor  medio  entre  los  dos  limites  estremos  1  y 
1—2«,  esto  es,  el  valor  constante  \—a, 

Poni^ndose  todavia  por  brevedad  1  — ^  =  «;    de  modo  que  w 

^  Po  '  ^ 

signifique  una  funcion  de  5,  que  ha  de  determinarse,  y  cambiando  el 

signo  de  d  £',  por  manera  que  el  valor  de  la  refraccion  debe  agre- 

garse  aljebraicamente  &  la  posicion  aparente  para  obtener  la  ver- 

dadera,  resultarä: 

_-,        a  (l-s)senzdw 

l--«jKcos^?*  -  2 ff«?  +  (2  8-8^  sen <&« 

Como  s  es  siempre  pequefia ,  puesto  que  para  una  altura  de  la 
atmösfera  igual  a  10  nullas,  el  valor  maximo  de  s  alcanza  tan  solo 
a  0.0115,  se  puede  escribir: 
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,  _    «    seng  dw 

1  —  «]Kco8  2*  —  2a«7  +  2fi  Ben  z* 
a      8  Ben  z  [coqz*  —  2  er m?]  +  s*  senz* 


(9) 


[coB£f*  —  2  atü  +  2  8  Ben  £;']« 


El  segundo  t6rmino  es  siempre  tan  pequeilo,  como  se  vera  mas  tarde, 
qua  puede  despreciarse ,  por  cuya  causa  tomaremos  en  cuenta  sola- 
mente  el  primer  tfermino.  Para  obtener  el  valor  de  la  refraccion  se 
tiene  que  tomar  la  integral  de  la  espresion  relativa  ä  c?  f  entre  los 
limites  5=0  y  5=if ,  design&ndose  con  -ff  la  altura  de  la  atmosfera. 

Poniendo  ahora: 

io  =  F{s) 

6  introduciendo  la  nueva  variable  x,  dada  por  la  ecuacion: 

aF{s)  , 
senje* 

6  escribiendo: 

g  =  a;  +  q)(«)i 


se  obtiene  segon  el  teorema  de  Lagrange : 

,  r    ,  ,,  d  (F{x)-\ 


X     4^(^)'^^] 


"l         •     •      •      ■ 


1.2.3  dx^ 

luego : 

^  r         d  F(x)-\ 

"*'r72T3  d^  '^""  ^''^ 

Con  el  fin  de  sacar  de  aqui  la  espresion  de  la  refraccion,  se  tienc 

€C     '  Benz 

que  multiplicar  cada  t6rmino  por  -z — -  • ...  — ^ ,   6  inte- 

^  ^  *^       1-«    KcoBÄ;*4-2a;sen£:«' 

gralo  entre  los  limites  arriba  indicados.  Mas ,  para  poder  efectuar 
estas  integraciones  se  hace  necesario  determinar  tv  en  funcion  de  5, 
es  decir,  hallar  la  ley  segun  la  cual  va  disminuyendo  la  densidad  del 
aire  con  la  altura. 
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7*  Sean  Pq  j  Tq  la  presion  del  aire  j  la  temperatura  cerca  de 
la  superficie  de  la  Tierra  ]  p  j  x  loa  mismas  cantidades  correspon- 
dientes  a  la  altura  x  sobre  la  superficie ,  m  el  coeficiente  de  dilata- 
cion  del  aire  por  uu  grado  de  la  escala  del  tenuömetro  de  Fahren- 
heit,  j  se  tendrä  la  ecuacion : 

1  +  mt      Q  .  . 

En  efecto ,  suponiendo  un  volumen  de  aire  bajo  la  presion  p^ 
con  la  temperatiira  Xq  y  con  la  densidad  Qq^  se  tendrä,  segun  la  lej 

de  Mariotte,  la  densidad  —  .  g^^  si  la  presion  se  convierte  enp.    Si  en 

seguida  la  temperatura  viene  k  ser  t,  la  presion  correspondiente  serä : 

_    P         l-f-WTp 

Po     l  +  Wt: 

de  donde  se  sigue  la  ecuacion  anterior.    De  ella  se  infiere ,  que  el 

cuociente  —rrr — r ,  ö  la  presion  dividida  por  la  densidad ,  reducida 

a  una  temperatura  fija ,  es  siempre  una  cantidad  constante.  Desig- 
nando  abora  por  Iq  la  altura  de  una  columna  de  aire  de  la  densidad 
^0  y  de  la  temperatura  Tq  ,  la  cual  se  halle  en  equilibrio  con  la  pre- 
sion j?^  para  la  intensidad  de  la  pesantez  igual  ä  g  cerca  de  la  superficie 
de  la  Tierra,  se  tendra: 

Po  =  {l-¥tnxo)Qogo.lo;  (ß)' 

l^  es ,  de  consiguiente ,  la  altura  de  la  atmösfera  que  tendria  lugar, 
si  la  densidad  y  temperatura  tuviesen  en  todas  las  capas  los  mismos 
yalores  que  k  la  superficie  de  la  Tierra.  Adoptando  Xq=BP  B6au- 
mur  =  10^  Centogr.  =  50®  Fahrenheit;  se  tendra  segun  Bessel: 

2^)  =  4226. 05  toises 

7  este  yalor  es  igual  al  producto  de  la  altura  barom^trica  media, 
correspondiente  al  nivel  del  mar,  y  de  la  densidad  del  mercurio  re- 
ferida  a  la  del  aire. 

Dando  k  la  elevacion  en  la  atmösfera  el  incremento  (2r,  la  dis- 
minucion  de  la  presion  serä  igual  a  la  pequena  columna  de  aire  gdr^ 
moltiplLcada  por  la  pesantez  que  corresponde  a  la  distancia  r,  luego : 

dp  =  —  90-^  'Q  -ar. 
Si  se  divido  esta  ecuacion  por  la  ecuacion  (|3),  poniendo  ademas 
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—  =  1  — « 

r 

y  contandose  la  temperatura  t^^  desde  50^  Fahrenheit ,  se  obtiene : 

dp         c^äs..       . 
■-^  =  --^(1-«;). 
Pn  h 

y 

I-  =  {l+mT){l-w)  (y) 

Eliminando  &  p  de  estas  dos  ecuaciones  7  de  la  ecuacion  (o) ,  se 
halla  1  —  «<?,  y  asi  Ja  densidad  espresada  en  5  y  1+wt.  La  cantidad 
misma  l+mr  es  tambien  funcion  de  5;  mas  como  es  desconocida  la 
ley  de  disminucion  de  la  temperatura  con  respecto  ä  la  altura,  es 
necesario  recurrir  a  una  hipötesis ,  y  examinar  en  seguida  si  las  re- 
fracciones  calculadas  conforme  con  esta  ultima  coinciden  con  las 
refracciones  observadas.  Por  esta  causa  las  diferentes  teorias  de  la 
refraccion  difieren  entre  si  por  la  hipötesis  que  se  adopte  con  respecto 
a  la  ley  de  disminucion  de  la  temperatura. 

Suponiendo  constante  la  temperatura,  sera: 

^  =  1—«;,    luego  —  =  ö[(l— «>). 
Po  ^    Po 

Atendiendo  a  la  ecuacion  (y)  se  obtiene  luego : 

1  —W  lo 

y 

a 
-7-' 

1  —  tü  =  e     '°     , 

puesto  que  la  constante  introducida  por  la  integracion  es  nula.  Esta 
hipötesis ,  sobre  que  e8t4  basada  la  teoria  de  Newton ,  est&  tan  l^os 
de  aproximarse  a  la  verdad,  que  las  refracciones  calculadas  conforme 
con  ella  no  representan  las  refracciones  observadas: 

as 

Adoptando  para  l  -{-inz  la  espresion  esponencial  e  ,  se 
Uega  ä  la  forma  introducida  por  Bessel.  De  la  combinacion  de  las 
dos  ecuaciones  arriba  puestas  se  sigue  en  tal  caso : 


1  — «;         LA        ^0  J 


Determinando  la  constante  de  la  integracion  de  modo,  que 
i  —  fc;  sea  igual  &  uno  para  «=0,  se  deduce  de  la  ultima  espresion: 
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7  en  lugar  de  esta  espresion  puede  ponerse  la  förmnla  aprozimada : 


"-'°«, 


l-tr  =  c     *'«     .  (d) 

Bessel  determina  en  seguida  la  constante  h  de  modo ,  que  las 
refracciones  calculadas  segun  esta  hipötesis  se  aproximen ,  en  cuanto 
sea  posible,  a  las  observadas.    Sin  embargo,  la  disminucion  de  tem- 


a« 


peratura,  que  con  este  valor  de  h  resulta  de  la  förmula  I  +WT=e      , 

no  concuerda  de  ninguna  manera  con  la  temperatura  observada  cerca 

de  la  superficie.  En  efecto,  se  obtiene  para  5=0  de  esta  förmula-' 
dt  a  ds      t  ^  . 

dx_ 1_ 

correspondiente  k  la  superficie  de  la  Tierra.  Como  para  un  grado  de 
la  escala  de  Fahrenheit  es  m  =30.0020243,  j  segun  Bessel,  A=  1 16865.8 

toises ,  se  obtiene  j-  =  —  ÖQ71  ^  ^*  disminucion  de  temperatura  en  un 

grado  de  Fahrenheit  corresponde  k  una  elevacion  de  237  toises  sobre 
la  superficie  terrestre ;  las  observaciones ,  al  contrario ,  dan  este  valor 
de  la  disminucion  para  una  elevacion  de  47  toises. 

Ivory  adopta  igualmente  una  funcion  esponencial  para  1-1-^^) 
pero  la  determina  de  modo,  que  represente  la  disminucion  de  la 
temperatura  cerca  de  la  superficie  de  la  Tierra.    AI  efecto  pone ; 

l  —  to  —  e~** 

siendo  u  una  funcion  de  s ;  ademas : 

l  +  WT  =  l-/'(l-e"*'"). 
Segun  las  ecuaciones  (y)  se  obtiene  en  seguida  facilmente: 

-^d8  =  (1-/0  dio  +  2fe~"du, 

luego:  ß 

A«  =  (i_./)^+2/"(l-e-')  « 

De  estas  ecuaciones  se  halla  para  r=a: 

dv_ l_    _f^ 

dt"     km'  1+/" 
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y  se  y6,  que  en  lugar  de  f  se  ha  de  tomar  pröximameiite  |^,  para 
que  sea  ^  =  —  -jV »  ®^  decir ,  para  representar  las  observaciones 

hechas  cerca  de  la  supei'ficie  de  la  Tierra.  Hai  todavia  otras  hipote- 
sis  establecidas  por  Laplace ,  Young ,  Lubbock  y  otros.  Aqui  con- 
sideraremos  mas  detenidamente  solo  las  hipötesis  introducidas  por 
Bessel  6  Ivory ,  porquei  de  las  refracciones  calculadas  con  arreglo 
&  6stas  se  hace  el  uso  mas  frecuente,  y  porque  las  demas  hipötesis 
pueden  tratarse  de  uu  modo  analoge. 


8«   Poniendo  en  la  ecuacion  {ß) : 


h-U 


hk 
se  tiene ,  adoptando  la  hipötesis  de  Bessel : 

Por  eso  sera: 

F{x)  =  1  -  c"^* 


Se  obtiene  de  consiguiente : 
d F(a:) 9(a;)''=  (-1)» -^  I  tf-<"  +  »^/**-n .  «-"/*' 


senj? 


y  como 
se  sigue: 


ax  oenz      ' 

+»L|i^(„_i)-«-(-i./»*_....  j 

el  t6rmino  jeneral  de  la  diferencial  d^  sera: 

JL.  .  _L_  .  ?1£^  "^^^  .  1  (n+l)"  e-  '-+•"»• 

1— a    1 n      aen^r''"   yQOSZ^-\-2xsenz^    \ 


1^3 

en  donde  se  hau  de  tomar  para  n  todos  los  nümeros  desde  0.  Todos 
estos  t^rminos  deben  integrarse  en  segoida  entre  los  limites  5=0 
y  3=Hj  cuyos  limites  pueden  remplazarse  tambien  por  los  Umites 
O  y  00,  sin  comeier  iin  error  apreciable,  puesto  que  c^P'  viene  k 
ser  snmamente  pequeiio  para  8=H.  Los  mismos  limites  han  de  to- 
marse  tambien  para  la  integracion  con  respecto  k  x*.  Las  integra- 
les qne  aqui  se  presentan  pneden  reducirse  ä  las  fanciones  t^ ,  intro- 
dncidas  en  el  n°- 18  de  la  Introduccion ,  y  haci^ndose  aplicacion  de 
la  förmula  (8)  dada  en  dicho  nümero,  se  halla  el  t(;rmino  jeneral  de  la 
espresion  de  la  refraccion : 

.  -„  2n~l  2n— 1 

T^y^t  2        « Tsl  (♦»+!)   *    i>(.n+l)-n.n   *    ^(n) 


De  consiguiente,  designando  la  refraccion  por  dt' 
l-a  \   ,     aß    r  1 


(1) 
Ben;.[^**(2)-^(1)] 


+ 


+T^^b^^(ß)-^-^^^m+M 


etc. 

# 

y  recordando  que: 

dicha  espresion  puede  escribirse  tambien  del  modo  siguiente : 

et  I         <»/* 

8en;5*  ^^  ^  >  (*} 

i"  •  •  •  • 


*  En  realidad,  la  cantidad  1— t^  deberia  ser  igual  k  cero  para  el 
limite  de  la  atmösfera,  mientras  aqui  no  es  nula  sine  para  8=00.  AI 
valerse  de  la  förmula  se  supone,  de  consiguiente,  una  atmösfera  de  una 
estension  infinita;  pero  como  la  fimcion  esjJbnencial  va  disminuyendo 
r&pidamente,  la  diferenda  viene  k  ser  despreciable. 
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9«   En  la  hipötesis  de  Ivory  es : 

«?  =  ir(u)=i-c--*, 


y  poniendo  —  =  "ä"  = 


p  p 


Introduciendo  en  seguida  la  nueva  variable  x  determinada  por 
la  ecuacion: 

la  espresion  diferencial  de  la  refraccion,  segun  la  ecuacion  (g)  del 
n®'  6,  toma  la  forma  siguiente: 

«  9enz.dF(u) 


di'= 


1-«  ,/        ,  .  2  Bender* 
cos£f  H 3 — sc 


/■ 

en  donde: 

Poniendo ,  pues ,  de  nuevo : 
F{x)  =  1  -  «-* 

se  obtiene  segun  la  förmula  (h) : 

^  ^  dx  1.2  ao;' 

Los^  dos  primeros  t^rminos ,  que  son  los  ünicos  apreciables,  dan : 

dx  sen  «"^  ^ 

+  /(l-Ä)e-'-2/'[2  «-*'-«-'], 

Multiplicando  estos  törminos  por ,  6  in- 

^  ^    ^"«,/       •  .  28en0«    ' 

y  cos«*  H g —  X 

tegrando  con  respecto  4  x  entre  los  limites  0  y  oo,  se  obtiene  segun 
las  förmulas  (9)  y  (10)  del  n®-  18  de  la  Introduccion: 

+  /'[(H-2'*)*(l)— y] 
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=  coigzj/l. 


Los  t^rminos  de  ördenes  superiores  serian  complicados ,  pero 
en  yirtud  de  los  valores  num^ricos  de  aß  y  f^  ya  el  t6rmino  que  in- 
mediatamente  signe  es  tan  pequeiio  que  paede  despreciarse.  Para  el 
horizonte,  en  donde  llega  a  su  maximo,  se  obtiene  en  efecto,  po- 
mendo2/'—  aß=g: 

Dividiendo  ahora  cada  t^rmino  por  }/  -^i  ^  integrando  entre 

los  limites  0  7  oc,  se  obtiene ,  aplicando  las  förmulas  dadas  en  el 
n"'  16  de  la  Introduccion  relativas  &  .r(^) ,  r(4) ,  r(^)  etc. : 

l^~j/|-[*/^'-3/-p(J/2-l)  +  i^«(l-2^2+3K3)] 

j  suflütujendo  los  valores  num^ricos  dados  en  el  nümero  que  sigue, 
se  halla  para  este  tärmino  el  valor  mäximo  en  el  horizonte  igual  k 
2".  11.  El  t6nnino  siguiente  daria  solo  O''.  18.  En  la  ecuacion  dife- 
rencial  {g)  del  n^*  6  se  ha  tomado  en  cuenta  solo  el  primer  t^rmino ; 
el  segondo  t^rmino  es  igualmente  pequeno  7  da  para  el  horizonte 
proximamente  un  medio  segundo.  Como  este  ultimo  termino  tiene  el 
signo  negativo ,  la  refraccion  horizontal  calculada  mediante  la  i6r- 
mola  (2)  sera,  por  tanto,  exacta  faasta  i'^5  poco  mas  6  menos. 

10«  El  calculo  num6rico  de  la  refraccion  por  medio  de  la  för- 
mnla  (Ji)  6  (Q  no  presenta  dificultad  alguna ,  puesto  que  los  valores 
de  las  fdnciones  ^  pueden  tomarse  de  las  tablas ,  6  calcularse  con- 
forme  con  los  m6todos  espuestos  en  el  n^- 17  de  la  introduccion. 

Segun  Bessel  es  para  la  temperatura  50^  de  Fahrenheit  7  la 
altara  barom^trica  29 . 6  pulgadas  inglesas,  reducida<^  la  tempera- 
turanormal: 

ff  =  57".  4994, 

W°'-  log-^  =1.759785 

1  — ff 

1 

A=:  116865. 8  toises. 
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Como  Zo=4226.05  toises,  se  obtiene,  adoptando  con Bessel para 
el  radio-  de  curbatura  a  correspondiente  al  Observatorio  de  Green- 
wich ,  el  valor  de  3269805  toises : 

|?  =  746.747, 
luego: 

log  r^  y2ß  =  3  .  347295. 

Tratandose ,  p.  ej.,  de  calcular  la  refraccion  para  la  distancia 
zenital  80°,  en  tal  caso  ser&:  log ^1= 0.532 10  etc. ,  y  se  obtiene: 


aß  V  — 1 


afi 


•**'0  '»          J 

'^^{n-l)!\B 

n  = 

1 

0.00000 

0.00000 

n  = 

2 

0 . 15051 

9 . 33113 

n  = 

3 

0 . 71568 

8 . 36122 

n  = 

4 

1 . 50515 

7 . 21523 

n  = 

5 

2.44640 

5.94430 

n  = 

6 

3 . 5017 

4 . 57645 

n  = 

7 

4.6480 

3 .  12943 

n  = 

8 

6 . 8701 

1 . 6155 

n  = 

9 

7.157 

0.043 

n  = 

10 

8.500 

8.420 

log^(n)  lege  Ml* 

9 .  14983 

9 .  90691 

9 .  00746 

9 .  81382 

8 .  92228 

9 .  72073 

8 .  86128 

9 .  62763 

8 .  81372 

9.53454 

8 .  77473 

9.44145 

8 .  74168 

9 .  34836 

8 .  7130 

9 .  2553 

8.688 

9.162 

8.665 

9.069 

Los  numeros  colocados  sobre  lineas  horizontales  dan  los  diferen- 
tes  t^rminos  encerrados  en  el  par^ntesis  de  la  förmida  {k) ,  y  multipli- 

cando  la  suma  por  la  constante  r-—  y2ß^  resulta  314". 91,  cuyo  valor 

concuerda  exactamente  con  el  valor  que  dan  las  tablas  de  Bessel.*" 

Mucho  mas  sencillo  es  el  c^lculo ,  va]i6ndose  de  la  förmula  de 
Ivory.    En  tal  caso  es : 

log  a jJ  =  9  .  333826 .     log  -^L.  y2ß  =  3  .  354594,     /  =  }. 

1 — Ä 

Calculando  ahora  la  refraccion  segnn  la  förmula  (Q,  se  tendra: 

log  T,  =  0  .  540098         log  T,  =  0  .  690613 
log  ^  (1)  =  9  .  142394    sog  ^  (2)  =  8  .  990757 

y  asi  los  t^rminos  independientes  de  /"dan  315". 32,  mientras  que  los 
t^rminos  multiplicados  por  fdaa  — O".  12,  de  manera  que  la  refraccion 
ser&:  315".  20,  cuyo  valor  concuerda  pröximamente  con  61  dado  por 
Bessel.  Esta  concordancia  tiene  lugar  todavia  para  86°,  basta  dondelas 
refracciones  calculadas  representan  bien  las  observadas.  En  la  proxi- 
midad  del  horizonte  las  refracciones  deducidas  de  las  formulas  de 
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Bessel  son  demasiado  grandes ,  al  paso  que  las  re^'acciones  calcula^- 
das  con  arreglo  &  la  teoria  de  Ivory  resultan  demasiado  pequenas. 
Para  distancias  zenitales  de  esta  magnitud  es,  de  consiguiente,  mejor 
deducir  las  refracciones  de  las  observaciones  y  tabularlas,  tal  como 
lo  ha  hecho  Bessel. 

En  efecto,  para  la  refraccion  horizontal  se  obtiene  por  medio  de 
la  förmula  de  Bessel ,  atendido  que  es 


0 

y  snstituyendo  los  valores  num6ricos,  resulta:  6z=^  36'.  5'. 

Segun  Ivory,  al  contrario,  la  refraccion  en  el  Horizonte  viene 
a  ser: 

^z=:^yn.  j/^  [iH-  «^  (^2- 1)  -  /•(2K2-4)]  =  33'  68". 

Las  observaciones  dan  para  la  refraccion  horizontal  pröxima- 
mente  34' 50",  y  este  valor  es  aproximadamente  el  promedio  de  dichos 
dos  valores. 

Siempre  que  la  distancia  zenital  no  sea  mui  grande,  no  hai  ne- 
cesidad  de  hacer  aplicacion  de  las  förmulas  rigurosas  (k)  y  (I) ,  sino 
es  preferible  desarroUar  6stas  en  series.  Snstituyendo  en  la  för- 
mula*® en  lugar  de  tj^(I)  y  -^(2)  las  series  halladas  en  el  joP- 17  de 

la  Introduccion ,  y  teniendo  presente  que j=  1  +  cotg  z^ ,  se  ob- 

tiene*: 

,105  a\.         ,     /IS     105«    ,1575  a\.         .,         1      ,, 


*  Se  halla  en  efecto: 


V2pip{l)  =  tang£f  -  -g-  tangÄf«  +  ^  tang^»  _  _  tang^r^H-  -^  tang£?»-. . . 

Al/ —  1  '-l  l'"»  10'% 

Ivory  da  en  las  Phil.  Transactious  para  1823   otro    desarrollo   en 
series,  aplicable  a  todas  las  distancias  zenitales. 

12 
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6 ,  sustituyendo  los  valores  mim6ricos : 

9z=  [1.769845]tangif-  [8.821943]tangiP»H-  [6.383727]tangflr5-  [4.180257]  fe^^-T. 

los  nümeros  encerrados  en  par6ntesis  significan  logarftmos. 

Los  t6rminos  multiplicados  por  f  dan  ademas : 

«     ^<  3    ,  .       76.  7.1785.  a     46305.  ,,  ( 

6:  (1.) 

- 1  [5.606187]  tangjf*-  [3.714510]  tangje'+  [1.901468]  i&ngs^-  [9.018568]  tangz"  |. 

Pai'a  75^  resulta  de  aqui  öz=2i  l".  39 ,  y  la  parte  de  la  refraccion 
dependiente  de  /"igual  k  — 0".02,  luego  el  valor  total  211".  37,  con- 
forme  con  la  förmula  rigurosa. 

11*  Las  förmulas  de  arriba  dan  la  refraccion  correspondiente 
a  una  distancia  zenital  cualqniera,  pero  por  ellas  se  supone  una  den- 
sidad  determinada  del  aire,  es  decir,  la  densidad  que  corresponde 
k  la  temperatura  de  50®  Fahrenheit  y  &  la  altura  barom§trica  de  29.6 
pidgadas  inglesas.  La  refraccion  que  en  tal  estado  normal  de  la 
atmösfera  tiene  lugar  se  Uama  larefraccionmedia.  Para  dedu- 
cir  de  6sta  la  refraccion  correspondiente  a  la  temperatura  r ,  j  4  la 
altura  barom^trica  5,  se  bace  necesario  investigar  el  modo  cömo 
varfa  la  refraccion  con  la  densidad  del  aire ,  6  con  las  indicaciones 
de  los  instrumentos  meteorolöjicos,  de  las  cuales  esta  ultima  dopende. 
Designando  por  £  la  dilatacion  del  aire  para  un  grado  de  la  escala 
de  Fahrenbeit,  cuyo  valor  es  segun  las  observaciones  de  Bessel: 

8  =  0. 0020243 

un  Volumen  de  aire  correspondiente  k  la  temperatura  t  sera  igaal  a 
1  +  «(t — 50),  suponiendo  igual  k  la  unidad  el  volumen  de  la  misma 
cantidad  de  aire  para  50® ;  de  consiguiente,  la  razon  entre  la  densidad 
del  aire  a  la  temperatura  r  y  la  del  aire  k  la  temperatura  de  50®  es 
1 : 1  +  f  (t— 50).  Ademas  es,  segun  la  ley  de  Mariotte,  la  razon  entre 
las  densidades  del  aire,  correspondientes  4  las  alturas  barom^tricas 
2)  y  29 . 6 ,  igual  a  & :  29 . 6.  Designando  de  consiguiente,  por  q  la  den- 
sidad del  aire  para  la  temperatura  r  y  la  altura  barom6trica  b ,  por 
Qq  b1  contrario  la  densidad  correspondiente  al  estado  normal  de  la 

atmösfera,  se  tendra: 

h 

_       ^°29.6 
^~  1  +  «(t-50) 
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j  como  la  cantidad  a  que  entra  en  las  förmolas  de  la  refraccion  es 
proporcional  a  la  densidad ,  al  menos  para  variaciones  tan  pequefiae 
de  la  densidad  como  aqni  se  presentan ,  se  podria  dedacir  de  la  re- 
fraccion  media  la  verdadera  mediante  la  förmula: 

.      h 
dz 


.,  29.6 

6  e  = 


l  +  a(T-50) 

si  er  se  hallase  solamente  como  factor,  puesto  que  el  divisor  l^a 
paede  consideiarse  constante  k  causa  de  la  pequefiez  de  a.    Pero  el 

faetor  de  r^—f  que  designaremos  per  Z,  contiene  todavia  4.a;'tam- 

bien  la  cantidad  ß  es  variable  con  la  temperatura,  porque  ella  do- 
pende de  Zq,  de  modo  que  ä  la  temperatura  r  depende  de: 

si  l  significa  la  altura  de  la  atmösfera  de  densidad  uniforme  con  la 
temperatura  t.  Asi  se  obtiene  la  refraccion  verdadera  por  la 
förmula :  ♦ 

1-f«  (r— 60)    29.6      1— üf     dx  ^  '      l—a  oO  ^  /»     \    / 

Mas,  como  los  dos  Ultimos  t^rminos  son  de  poca  importancia 
se  puede ,  para  major  comodidad  del  c41culo ,  poner : 


«r'  = 


dz  /  h  \i+9 


ll+€Cr-50)]*+'' 


fe)  ("^) 


DesarroUando  esta  espresion ,  y  tomando  en  cuenta  solo  los  t6r- 
minos  de  primer  grado  de^)  y  g,  se  obtiene: 

h 


6z. 


29.6      i.  ,       __.         /   5 


7  de  las  ecuaciones  (m)  y  (n)  resultan  para  la  determinacion  de  J9  y 

q  las  ecuaciones : 

a       dZ        1 


1— «  '  dv  '  s  .dz 
_      ^    dZ    29^ 
^■"■^l-l-a"  dh  '  dz  ' 


(0) 


29  6 
reemplazando  en  el  lado  derecho  dz  por  dg  .         .  „sov 

12* 
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La  humedad  disminuye  igualinente  la  densidad  de  la  atmösfera 
y  por  eso  el  poder  refrinjente;  sin  embargo,  esta  diminncion  se 
compensa  casi  completamente  por  el  poder  refrinjente  mas  intenso 
del  yapor  acuoso ,  segiin  lo  ha  notado  primero  Laplace.  Por  esta 
razon  la  cantidad  a  no  esperimenta  casi  cambio  algnno  por  la  humi- 
dad ,  j  como  el  influjo' de  tal  variacion  sobre  las  cantidades p  j  qes 
mui  insignificante ,  no  se  toma  en  cuenta  el  estado  higrom6trico  de 
la  atmosfera  en  el  cälculo  de  la  refraccion. 

A  fin  de  obtener  las  espresiones  para  p  y  q  es  necesario  deter- 

minar  los  cuocientes  diferenciales  -j-  y  ^.     Aqni  se  efectuara  el 

cälculo  segun  la  teoria  de  Ivory,  porque  el  c&lculo  por  medio  de  la 
förmnla  de  Bessel  es  del  todo  anaJogo.    Segun  la  förmula  (2)  es : 

en  donde  es  — ^=A.    De  aqui  se  sigue: 

puesto  que  f  es  independiente  de  la  temperatura  y  altura  barom^ixica. 
Ademas  es : 

i,  (1)  =  e-  »•■'/c-  ^dt,     T,  =  cotezl/l, 

<x> 

1/^  (2)  =  c-  ^*'/c-  ^  dt,     T2  =  cotgxr  y^, 
y  como: 

^)=2r.t(2)-i, 

el  penültimo  törmino  de  la  formula  (p)  sera: 

+  y-K2?[(i-A)(r,«i/,(i)-iro  +  A?^2.(r,«^(2)-4r.)]. 

El  factor  Q  se  compone  de  dos  t6rminos,  de  los  que  el  primero, 
multiplicado  por  — 2,  es  igual  al  factor  de  k  en  la  espresion  de  Sz, 
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Por  eso  se  lo  tomara  en  cuenta,  escribiendo  en  el  ultimo  t^rmino 
A— ,2/*en  lugar  de  L    Asi  no  queda  sino  el  termino: 

H-/^f'2i?[(4-f-rj«)^(i)-iT,] 

j  diferenciandolo  resiilta: 

de  manera  que  la  espresion  completa  de  dZ  serä: 

+  K2(A-2/')(T,»f(»C2)-ir,)|. 

Por  otara  parte  es : 

b 
a 


,  29.6 


H-«?(r-50)' 
de  consiguiente 

,      da     /       29.6-6\r,       ,      ,^x. 


a  29.6 

Del  mismo  modo  es : 


da     &-29.6        ,      ,,^ 
-«(r-50), 


a        a 


luego 


finaknente: 


^^—«(.-50); 


8en£?** 


luego: 


dl     da     dß     &-29.6     ^    ,      ^,,, 

T=^-^T='^9:6--^^(^-^^)- 


Asi  serä: 

+  (»-»)  Wl>(2)-12'.)K2|, 

en  donde  se  ha  puesto  el  valor  f  en  lugar  de  f. 


(2) 
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Calcnlando  mediante  estas  formulas  los  valores  de  p  j  q  para 
j5=87*^,  k  que  corresponde  öje?  =  852".  7ft  se  halla: 

logT,  =  0.013176,  log  [V2ip{2)  -ip{l)]  =  8.605021 , 
log  (Tj^-V^Cl)  -■  i r,)  =  9.081168„,  logT,  =  0.163690, 

log  (T,*^(2)  -  i  Tt)  V2  =  9.191771„ ,  y  con  esto : 
dz.q=W.ll,  a^r.jp=185".36; 

de  consiguiente : 

2  =  0.0231 
i?  =  0.2173. 

Si  la  distancia  zenital  no  es  graude ,  las  cantidades  q  y  p  pue- 
den  hallarsä  tambieu  per  las  series  dadas  en  el  n^*  10.     En  efectoi 

diferenciando  los  coeficientes  de  r^-  en  las  formulas  {l^  y  {l^  con 

respecto  ä  a  j  /3 ,  se  hallan  facilmento  las  siguientes  series  : 

g  ajjf  =  -f  [7.90399]  tamgg  +  [7.90146]  tang^r»  -  [5.66533]  tangar* 

+  [3.54172]  tang^r^  - 

pdz^^-  [7.90399]  tang^f  -f  [8.91567]  tangÄ»  -  [6.70990]  tangjs* 

4- [4.56712]  tangjEf'-.... 

en  donde  los  coeficientes  se  dan  por  sus  logaritmos. 

Para  jer=75®  se  obtiene,  p.  ej  ,  2= 0,0020,  p =0.0188. 

12«  Para  completar  el  c41culo  num^rico  de  la.re&accion  ver- 
dadera  segun  la  förmula  (m^)  se  necesita  todavia  la  altura  baro- 
mötrica  obseryada,  reducida  ä  la  temperatura  normal.  Tomando 
la  altura  de  la  columna  de  mercurio ,  k  la  temperatura  de  50^,  por 
nnidad ,  y  llamando  q  la  dilatacion  del  mecurio  desde  el  panto  de 

co]\jelacion  hasta  el  de  ebulicion,  ((?=cr^)>  ^^  altura  barom^trica 
obseryada  a  la  temperatura  t*  es  a  la  altura  que  corresponde  k  50^, 
como  l+r|r  (^— 50) :  1,  ö  la  altura  de  la  columna  de  mercurio  re- 
ducida a  50^  es: 

180 
^' "^^^  180+2  (e-50)- 

Si  ademas  es  s  la  dilatacion  de  la  escala  desde  el  punto  de  con- 


*  La  temperatura  t  se  observa  con  un  termömetro  pegado  al  barö- 
metro  (el  termömetro  interior),  mientras  que  la  temperatura  del  aire 
86  mide  con  el  termö&etro  esterior. 
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jelacion  hasta  el  de  ebulicion  (5=0.0018782,  si  la  escala  es  de  laton), 
se  sigae,  tomando  la  lonjitud  de  la  escala  ä  50^  por  unidad: 

6,:&50=l:l+j|5(*-50). 

Atendiendo ,  pues ,  a  la  dilataksion  del  mercurio  y  de  la  escala, 
la  altura  barom^txica  abservada  ä  la  temperatnra  t  quedarä  reducida 
ä  50°,  yaliendose  de  la  förmula: 

K  -h  lB04-g(<-50) 
^~^M80+g(*-50)- 

Es  de  notarse ,  que  la  lonjitud  normal  de  la  pulgada  inglesa  no 
corresponde  a  50^  sino  ä  02^ ;  luego  la  altura  barom6trica  se  ha  me- 
dida  a  la  temperatura  de  50^  en  una  escala  que  es  demasiado  pequefia 

y,  per  eso,  el  valor  de  arriba  b^  ha  de  dividirse  todavia  por  I+töt^» 

de  modo  que  finalmente  es : 

,    _     180+8(^-50)  180 

^"""^'180+2  («-50)  •180  +  12« 

Si  el  termömetro  es  de  R^aumur  y  la  escala  barom6trica  esta 
dividida  en  lineas  de  Paris ,  cuya  lonjitud  normal  corresponde  k  13^ 
de  R^umur ,  se  sigue : 


,  _,  80+g(e-8) 


80 


80+3(1-8) '  80+5«' 

Asi  quedan  reunidos  todos  los  datos  necesarios  para  el  c&lculo 
de  la  förmida  (wj).  Designando  por  f  la  temperatura  medida  con 
el  termömetro  de  Fahrenheit,  por  r  la  misma  de  R^aumur,  por  h^"^ 
y  U'^  las  alturas  barom6tricas  espresadas  respectivamente  en  pulga- 
das  mglesas  y  lineas   de  Paris ,  y  poniendo : 

7^^  5^^)       180     ^    &<^  80 

29.6  180+12«"*333.28 '80+55 
y_  iso+gy-SO)  _80+s(r~8) 

"  180+g(/'-ÖO)  ~80+2(r-8) 

_  1  _  1 

^"l+«.(/-50)  -'i+j8(r-8)' 

y  ademas  la  refraccion  media  Sz  =  a  iaaigz ,  se  obtiene : 

d2=a  imge .  y*  +''  {B .  S(V+«  (Ä) 

Ixiego: 

log  9z  =  logai+  liogtang;?  +  (l+j?)  logy  +  (l+j)  (logJB  +  logT). 
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Haci^ndose  uso  de  las  tablas,  en  que  se  dan  las  cantidades  loga, 
l+l'  y  l+Ö'  P^ö,  la  distancia  zenital  aparente  como  argumento,  y 
log  By  log  Ty  logT'  con  los  argmnentos:  la  altura  barometrica,  el 
termömetro  interior  j  esterior ,  el  calculo  de  la  refraccion  corres- 
pondiente  ä  una  distancia  zenital  dada  y  a  un  estado  dado  de  los 
instrumentos  meteorolöjicos ,  se  vuelve  entonces  sumamente  cömodo. 
Tal  arreglo,  preferible  talvez  a  cualquier  otro ,  ha  sido  adoptado  per 
Bessel  en  sns  tablas  de  refraccion  publicadas  en  las  Tabulae  Regio- 
montanae. 

13«  A  causa  de  las  perturbaciones  del  equilibrio  que  continua- 
mente  se  suceden  en  la  atmosferB,  el  estado  verdadero  de  este  ultima 
nunca  correspondera  d  la  hipötesis  sobre  que  esta  basada  la  deduccion 
de  la  refraccion,  esto  es,  que  la  atinösfera  se  compone  de  capas  cuya 
densidad  va  disminuyendo  con  la  altura  sobre  la  superficie  terrestre 
conforme  con  una  ley  determinada.  Asi  es,  que  los  yalores  de  la 
refraccion  obtenidos  teöricamente  diferiran  en  jeneral  de  los  valorcs 
observados,  y  que  solo  se  aproximaran  al  termino  medio  de  un  gran 
nümero  de  estos,  puesto  que  aquellos  se  refieren  siempre  a  un  estado 
medio  de  la  atmösfera.  Bessel  ha  confrontado  las  refracciones  de 
'  sus  tablas  con  las  refracciones  observadas  y  determinado  de  este 
.  modo  los  errores  probables  de  la  refraccion  para  diferentes  distancias 
zenitales.  Segun  la  tabla  dada  en  la  introduccion  de  las  Tab.  Reg. 
pag.  LXni  el  error  probable  ha  resultado  asi  igual  ä:  +  0".27  para 
45*^,  +  1"  para  81°,  +  l".  7  para  85®,  +  20"  para  8tf>  30'.  De  aqui  se 
infiere,  que  solo  el  termino  medio  de  un  gran  nümero  observaciones, 
hechas  en  los  estados  mas  variados  de  la  atmösfera,  quedara  despe- 
jado  del  influjo  de  la  refraccion,  particularmente  si  las  observaciones 
se  han  practicado  en  las  proximidades  del  horizonte. 

Limitandose  a  distancias  zenitales  hasta  80®  es  casi  indiferente 
la  hipötesis  que  se  adopte  relativamente  a  la  disminucion  de  la  den- 
sidad de  la  atmösfera  en  diferentes  alturas  sobre  la  superficie  terrestre, 
y  la  ventaja  de  una  teoria  de  la  refraccion ,  basada  en  la  ley  verda- 
dera,  consistii'ia  solo  en  que  las  refracciones  correspondientes  a  las 
inmediaciones  del  horizonte  quedarian  major  representadas ,  y  en 
que  los  coeficientes  l+p  y  l+g',  pudieran  determinarse  mas  exacta- 
mente,  de  manera  que  la  correccion  debida  4  la  refraccion  que  corres- 
ponde  h  las  diferentes  temperaturas  y  alturas  barom^tricas  se  obten- 
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dria  con  mas  exactitud.  La  hipötesis  sencilla ,  propuesta  por  Cas- 
sini, de  nna  atmosfera  de  densidad  uniforme,  en  la  que  se  verificaria, 
de  consiguiente ,  una  sola  refracciou  en  su  limite  superior ,  permite 
represeniar  bastante  bien  la  refraccion  media  hasta  80^.  En  este 
caso  se  tiene  simplemente  segun  las  fönnulas  del  n^-  6 : 

8en»  =  fio8en/, 

6  como  ahora  es  i=f-^^dz: 

aif  =  0*o-l)tang/', 

y  como  sen  f—  — ^  sene^  siendo  l  la  altura  de  la  atmosfera,  sera: 

a2r=(do-l) — j=^L=,  =(|»o-l)tang2r(l =). 

y  cobä'H — 

Adoptando  para  (jaq — 1)  el  valor  67".  717,  se  obtiene  para  las 
refracciones  correspondientes  a  las  distancias  zenitales  45^,  75°  y  80° 
respectdvamente  57".  57,  21l".37,  314".  14;  al  paso  que  las  refracciones 
calculadas  segun  la  teoria  de  Ivory,  son  57".  45,  21l".37,  315".  20. 
Mas  para  distancias  zenitales  mayores  que  las  citadas  el  error  va 
creciendo  fuertemente,  y  la  refraccion  horizontal  resulta  tan  solo 
igual  k  lO'  pröximamente. 

La  ecuacion  (f)  del  n^*  6  puede  integrarse  mui  fäcilmente, 
adoptando  entre  r  y  s  la  ley : 


l-«=[l-2«(l-l-)]" 


Pues  introdnci^ndose  una  nueva  variable  dada  por  la  ecuacion: 

Sm-l 


[l  -  2a  Tl  - -^)J  senz  - «?, 

dicha  ecuacion  vendra  a  ser  sencillamente : 

dw 


dr=- 


(2  TO- 1)^1 -10*' 


luego,  introduciendo  los  limites  w=Benz  y«?=(l— 2a)    ^ 
en  la  integracion : 


2m- 1 

sen  je; 


2m-l 


9z  =  - — —  I  jEr~arc80n(l— 2a)     ^     gen^J, 

Ö:  2m~l 

Beji[Z'-{2m-i)dz]  =  {l—2a)    ^     senz, 
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cuya  espresion  puede  escribirse  por  brevedad  como  sigue : 

Jf  86112?  =  Ben  [z—N8z]. 

Esta  es  la  förmula  de  refraccion ,  establecida  por  Simpson ,  y 
determinados  convenientemente  los  coeficientes,  las  refracciones  basta 
85®  paeden  representarse  por  ella  con  bastante  exactitud. 

Agi'egando  ä  la  ultima  ecuacion  la  identica  8en^  =  senj?,  y 
restandola  tambien  en  seguida,  se  obtiene,  dividiendo  una  por  otra 
las  dos  nuevas  ecuaciones: 

tang(^a^)=J-^tang[.-|^«z], 

0 

tang  {A .  Sz)  —  B  tang[2— JL .  82]^ 
cuya  espresion  es  la  förmula  de  refraccion  dada  por  Bradley. 

14«  Corao  cn  virtud  de  la  refraccion  los  astros  aparecen  mas 
elevados  de  lo  que  estan  en  realidad,  se  los  divisa  sobre  el  borizonte 
euando  realmente  se  ballan  todavia  debajo  de  este  ultimo.  Asi  es, 
que  la  refraccion  acelera  el  orto  y  retarda  el  ocaso  de  los  astros. 

Se  tiene  de  un  modo  jeneral : 

oosz  =  sen  q>  sen  8  +  cos  «p  cos  8  cost  (r) 

de  donde  se  sigue: 

senz dz  =  coAq> C098  »ent  .dt 

luego  para  el  borizonte : 

dz 


dt  = 


cos^  cosdsent* 


Como  en  este  caso  es  dz  igual  ä  la  refraccion  horizontal,  6  igual 
a  %',  resulta  para  la  correccion  del  angulo  borario  correspondiente 
a  la  salida  y  puesta  del  astro : 

140» 


dt  = 


C0B9  cos  d  sen  t' 


Ejemplo :  En  el  n**-  20  del  prin,  er  capitulo  se  hallo  para  la  lafci- 
tud  de  Berlin  y  la  estrella  Arcturo : 

to  =  7h  42m  40« , 

y  como  J=19®54'.6,  <p=52®30'.a 
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Esta  cantidad  espresa,  de  consiguiente ,  la  aceleracion  j  el  re- 
tardo  qne,  a  causa  de  la  refraccion,  esperimenta  la  salida  y  puesta 
de  Arctoro  para  Berlin. 

Tambien  puede  calcularse  el  ängulo  horaiio  correspondiente  ä 
los  momentos  de  la  salida  y  puesta  de  un  astro ,  tomando  en  la  ul- 
tima förmula  (r)  ^=90^35\    En  tal  caso  es: 

C082?  — senqpsen^ 

C08*= ■^ 

cos^coso 

de  cnya  förmula  flicibnente  se  deducen  las  siguientes : 


co8l*=  y ^-^'^ \^^ 

*  r  cosycoao 

senXe  ^7Aen4(g-f-<p~-a)8ent(2;-fd-») 

*  r  COSqpCOBÄ 

Tratandose  de  la  Luna  se  debe  atender,  a  mas  de  la  refraccion, 
tambien  a  la  paralaje ,  que  aumenta  la  distancia  zenital  y  por  eso 
retarda  el  orte  y  acelera  el  ocaso.  El  modo  de  efectuar  tales  calculos 
se  ha  dado  ya  en  el  n°-  20  del  primer  capitulo ,  y  se  ilustrarä  aqui 
por  un  ejemplo. 

Para  Julio  15  de  1861  se  dan  las  siguientes  declinaciones  y  para- 
lajes  horizontales  de  la  Luna  correspondientes  al  tiempo  medio  de 
Greenwich :  ^  p 

Julio  15    Ok  -15^32.1  59  13 

12J>  17  51 . 5  2  19 . 4  gg  jg 

16    0»»  19  55 . 6  2    4.1  gg  j^ 

121»  21  42 . 0  1  ^^  •  ^  59  13 

Se  pide  hallar  la  bora  del  momento  de  la  puesta  de  la  Luna  para 
Greenwich.  Los  tiempos  medios ,  ballados  en  el  n®'  19  del  primer 
capitulo,  para  la  culminacion  superior  6  inferior  son: 


tiempo  de  luna 

tiempo  medio 

Oh 

6h  16«.  7 

12h 

18h  44m.  2 

12  27 . 5. 

Adoptando  la  declinacion  aproximada  — 170^51'.  5,  se  obtiene 
con  los  datos  g?=51^28'.6  y  ^f=89®35'.8  el  valor  <=4^2l"».5  y  la 
hora  media  correspondiente  a  este  tiempo  de  la  Luna  10^  48".  Inter- 
polando  para  esia  hora  la  declinacion  de  la  Luna,  se  halla  —  17^S8'.  3, 
y  repitiendo  con  este  valor  el  calculo,  se  halla  el  angulo  horario  igual 
ä4'*22".9  j  deconsiguiente,  la  hora  media  de  la  puesta  es  igual  a  10'*49™.6. 
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15*  La  atmosfera  actuaudo  sobre  la  luz  prodnce  a  mas  de  la 
refraccion  tambien  el  crepüsculo.  Pues  como  el  Sol  se  pone  mas 
tarde  para  las  partes  superiores  de  la  atmosfera  que  para  un  obser- 
vador  situado  cerca  de  la  superficie  terrestre,  dichas  capas  queda- 
rän  iluminadas  todavia  despues  de  la  puesta  del  Sol ,  j  la  luz  refle- 
jada  de  ellas  prodiice  el  crepüsculo.  Segun  las  observaciones,  el 
Sol  deja  de  ilumiuar  la  partes  de  la  atmosfera  situadas  sobre  el  hori- 
zonte  cuando  esta  proximamente  18^  debajo  de  6ste.  Asi  coineide  el 
principio  y  fin  del  crepüsculo  astronömico  con  el  momento  en  que  el 
Sol  llega  a  la  distancia  zenital  108^,  mientras  que  el  principio  6  fin 
del  crepüsculo  civil  tiene  lugar  cuando  el  Sol  llega  a  0^  30'  debajo  del 
horizonte. 

Designando  la  distancia  zenital  del  Sol,  correspondiente  al 
principio  ö  fin  del  crepüsculo,  con  ^H)^'\'Cy  con  t^  el  ängulo  horario 
del  orto  ü  ocaso,  j  con  x  la  duracion  del  crepüsculo,  serä: 

—  senc  =  Ben  (p  sen  9  4-  cos  tp  cosd  cos  (fo+ x) 
luego : 

sen©  send  +  sen  c 

cos  {to +t)z= 

^        ^  cos  9  cos  J 

ö,  poniendo  ^=90^ — <p-\-S 

senl  (t.+T)  =  /«en^(tf+c)co8iW^ 
*^         ^     r  cosycoso 

de  cuya  espresion  puede  sacarse  t,  despues  de  haber  calculado  el 
valor  de  t^, 

Llamando  Z'  al  punto  de  la  esfera  Celeste  aparente  situado  en 

el  zenit  al  tiempo  de  ponerse  el  Sol ,  Z  al  punto  situado  en  el  zenit 

al  acabarse  el  crepüsculo,  en  tal  caso  ser&  en  el  triangulo  determi- 

nado  por  dichos  dos  puntos  y  el  polo ,  r  el  angido  en  el  polo ,  y  se 

tendrä : 

cos  ZZ'  =  sen  y*  +  cos  9*  cobt. 

Pero  como  en  el  triangulo,  dado  por  estos  dos  puntos  y  el  Sol  S,  es 
^^=90  +  0  y  2'Ä==90^,  serä  tambien: 

cos  ZZ*  =  cos  c  cos  5 

en  donde  es  8  el  ängulo  en  el  Sol.    De  las  dos  relaciones  se  sigue : 

,    ,  ■   1— cos.cosfif 
senA  r*  =  — -= — , 
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y  se  y6  fäcilmente,  que  S  es  la  diferencia  de  los  ängulos  paral^cticos 
correspondientes  al  tiempo  de  ponerse  el  Sol  y  al  fin  del  crepüscnlo. 
De  la  ecuacion  se  infiere,  que  t  es  un  miiümo  si  el  4ngiilo  S  es  igual 
4  cero,  de  manera  que  al  fin  del  crepüscnlo  el  punto ,  que  se  hallaba 
en  el  zenit  al  tiempo  de  ponerse  el  Sol,  esta  sobre  el  cireulo  vertical 
del  Sol.  De  consiguiente  los  dos  angulos  paralacticos  son  entonces 
iguales  el  uno  al  otro. 

La  duracion  del  crepüscnlo  minimo  se  determina  asi  por  la 

ecuacion: 

senXc 
seni  T  = ^— 

"  COB<p 

y  como :  .  * 

0080= t:,    cos«  = ; , 

flcno  ^  C0SCC080 

°^  '  8en^  =  — tangjcsenqp, 

de  cuya  ecuacion  se  halla  la  declinacion  del  Sol  4  que  corresponde 
el  crepüscnlo  minimo. 

Designando  los  azimutes  del  Sol  en  el  momento  de  su  puesta  j 
en  el  instante  en  que  su  distancia  zenital  es  ^-|~^  respectivamente 
por  -4.  y  Ä\  se  tiene: 

cosqp  9enÄ  =  Qosd'Benp 
cos  9  Ben  Ä*  =  cos  9  Ben p'. 

De  consiguiente,  para  el  caso   del  crepüsculo  minimo  sigue 
senii=sen  J.';  luego  los  dos  azimutes  son  4ngulos  suplementarios. 
De  las  dos  ecuaciones : 

—  senc  =  senqp  send  +  cosip  coad  cob  (t^+t) 
0  =  sen9  send  +  coBtp  cosd  cosfo 

se  sigue  tambien: 

, ,   .  ,  .       ,       coslc    Beule 
8en  («0+4«)  Ben JT  =  --\  .  — ^, 

^         *    '  *  COSÖ        C08<p 

Inego,  para  el  caso  del  crepüsculo  minimo: 

Adoptando  0=18®,  sen  ^t  sera  igual  4  1  para  la  latitud  9)=:81®, 
y  asi  la  duracion  del  crepüsculo  minimo  para  esta  latitud  es  igual 
ä  12  horas.  Esto  tendr4  lugar  cuando  la  declinacion  del  Sol  es 
=  —  9*;  de  consiguiente,  el  Sol  esta  entonces  en  el  horizonte  4 
medio  dia  y  18°  debajo  de  6ste  4  media  noche.    Sin  embargo,  no  se 
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puede  hablar  ya  de  un  crepüsculo  minimo  en  el  sentido  arriba  defi- 
nido,  puesto  que  esta  declinacion  es  la  ünica  para  la  que  se  cumplen 
las  dos  condiciones  necesarias  para  la  existencia  del  f enömeno ,  ä 
saber,  que  el  Sol  salga  y  se  ponga,  y  que  llegue  k  18  grados  debajo 
del  horizontc;  pues  es  evidente,  que  para  declinaciones  mas  austra- 
les  que  9^,  el  Sol  deja  de  leyantarse,  mientras  que  j^sas,  declinaciones 
mas  septentrionales  nunca  Uega  4  18®  debajo  del  horizonte. 

Para  latitudes  mas  grandes  todavia  no  hai  ningua  caso  en  que 
se  pueda  hablar  de  un  crepüsculo  minimo  en  el  sentido  fijado  arriba, 
y  el  valor  de  sen-J-,  dado  por  la  f6rmula,  se  vuelve  siempre  imposible. 

Nota.  Sobre  la  refraccion  v^ase:  Laplace  M^canique  Celeste 
Li  vre  X.  —  Bessel  Fundamenta  astronomiae  pag.  26  et  seq.  —  Ivory 
en  las  Philosophical  Transactions  para  1823  y  1838.  —  Bruhns  ha  dado 
un  resümen  de  todas  las  teorias  en  su  publicacion  intitalada:  „Die 
astronomische  Strahlenbrechung  ". 


in.  —  LA  ABERRACION. 

1 6*   Como  la  velocidad  de  la  Tierra  en  su  örbita  anual  al  rede- 
dor  del  Sol  guarda  una  razon  apreciable  a  la  velocidad  de  la  luz ,  se 


Fig.  5. 


divisan  las  estrellas  desde  la  Tierra  no  en  la  direc- 
cion  que  realmente  ocupan,  sino  siempre  adelan- 
tadas  en  un  pequefio  angulo  häcia  la  direccion  del 
movimiento  de  la  Tierra.  Distinganse  dos  momen- 
tos  t  y  t\  en  que  el  rayo  de  luz ,  saliendo  de  un 
astro  inmövil  (estrella  fija)  en  el  espacio ,  llegue 
respectivamente  al  objetivo  y  al  ocular  de  un  ante- 
ojo  (6  al  lente  y  ä  la  retina  de  nuestro  ojo).  Las 
posiciones  del  objetivo  y  ocular  en  el  espacio  al 
tiempo  t  sean  a  y  &;  a  j  h'  sus  posiciones  al 
1  tiempo  t'  (Fig.  5).  La  direccion  verdadera  del  rayo 
de  luz  en  el  espacio  es  la  direccion  de  la  recta  ab'; 
al  contrario ,  la  direccion  de  a  & ,  ö  tambien  la  de 
a  h\  que  pucde  considerarse  paralela  a  la  primera  a 
causa  de  la  distancia  infinita  de  las  estrellas  fijas, 
indica  la  direccion  observada  de  la  posicion  apa- 
rente.  La  diferencia  entre  las  direcciones  1/ayba  se  llama  la  aber- 
racion  änua  de  las  estrellas  fijas. 
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Sean  abora  x^y,  z  Isua  coordenadas  rectan^nlares  del  ocular  h 
al  tiempo  t ,  referidas  k  un  punto  fijo  cualquiera  en  el  espacio ;  las 
cantidades : 

«+g(*'-*),  y+|f(*'-*).   *+5|(*'-*) 

seran  las  coordenadas  del  ocular  al  tiempo  t%  puesto  que  durante  el 
corto  int^rvalo  f — t  el  movimiento  de  la  Tierra  puede  considerarse 
rectilineo.  Las  coordenadas  del  objetivo  con  respecto  al  ocular  sean 
J,  1/,  f,  en  tal  caso  seran  ir+^,  y  +  ^»  ^+?  las  coordenadas  del 
objetivo  al  tiempo  t,  en  cuyo  instante  la  luz  entra  en  el  objetivo. 

Tomando  abora  por  piano  de  las  o;,  ^  el  piano  del  ecuador,  los 
otros  dos  planos  perpendiculares  a  ^ste  de  tal  modo,  que  el  piano  de 
las  :r,  £;  pase  por  los  pimtos  equinocciales ,  el  piano  de  las  y,  e  por 
los  solsticios ;  designando  ademas  por  a  j  d  la  ascension  recta  j  de- 
clinacion  del  punto  de  interseccion  de  la  esfera  Celeste  aparente 
con  la  direccion  verdadera  del  rayo  de  luz ,  j  por  fi  la  velocidad  de 
la  luz,  esta  ultima  recorrera  durante  el  tiempo  t' —  t  un  camino, 
cuyas  proyecciones  sobre  los  tres  ejes  de  coordenadas  son : 

fi{f—t)QOBdGOBeiy    fi{f—t)eosd^aena,    /u(t'— <)8en^. 

Sean  tambien  l  la  lonjitud  del  anteojo,  a'  y  d'  la  ascension  recta 
y  declinacion  del  punto  en  donde  la  direccion  aparente  del  rayo  de 
luz  Corte  k  la  esfera  Celeste ,  en  tal  caso  seran  las  coordenades  apa- 
rentes  del  objetivo  con  respecto  al  ocular: 

|  =  Zco8^'co8a',    j7  =  Zco8  3'8en«',    i^lsend'. 

La  direccion  verdadera  del  rayo  de  luz  se  determina  por  las 
coordenadas  del  objetivo  al  tiempo  t: 

Icosd'  cosa'-f-ic, 
Zcos^'8ena'H-y, 

y  por  las  del  ocular  al  tiempo  f : 


192 


l 

Poniendo,  pues,  p — 1=-^,  se  tiene  las  ecoaciones: 

fr  — t 

fi  coBd  COS  a  =  L  cos  d'  cos«'  —  -=-r, 

d » 

u  cosÄ  sena  =  X  cos^'  sence'  —  -3?, 
f&  send  =  X  send'  ~  ^» 

de  donde  se  deducen  facilmente  las  sigoientes : 

—  CO8O  cos(a  — a)  =  C08dH —  {  -j^senaH-  -y-rcos«  >, 
ß  ^         ^  fi  i  dt  dt  ) 

^       ,  ,      .      1  i  dy  dx  { 

cosö  senfa  — a)  =  —  i  -5^  cos«  ~  -=-:  sen  a  > , 

'      a  l  dt  dt  ) 


L 


6: 


1       ^idy  dx  \ 

—  seco  {  T^cosa— -5-:8ena  > 

.        ,  ,      .         fi  f  dt  dt  ) 

'^  1        ^  I  dv  dx         I 

IH seco  {  -z^sena-^  -vTiCOsa} 

fi*  i  dt  dt         1 

Para  tang(d' — S)  se  obtendra  una  ecuacion  del  todo  analoga. 
Desarrollando  ambas  ecuaciones  en  series  mediante  las  förmtdas  (14) 
del  n**- 11  de  la  Introduccion,  y  reemplazando  tang-^(a' — a)  en  la  för 
mula  relaidva  k  tang(d'-'d)  per  su  valor  desarrollado  con  respectoa 
las  potencias  de  a — a  hasta  las  de  segundo  grado  inclusive,  resulta: 


,  1  i  dx  dy  j       « 

tt— a  = {  -j7  sen  a  — =?  cos  a  j  seco 

fi  i  dt  dt  S 

1   i  dx  dy  \   \  dx  dy  \       •» 

+  7?idl'^"''~ä-!''''''^l   (5^cos«  +  ^fsen«|secd*, 

^    .  t  idx       ^  ,  dy       ^  dz       .1 

o  — o  = i^r  seno  cos  a  +  -^^  seno  seno  —  -=-  coso  > 

fi  i  dt  dt  dt  1 

1   idx       ^  dy       ^  de        «I 

+  — =-  J  -jT  cosa  cos«  +  -^  COSÖ  sen«  -f  -y^  seno  }  ■ 
fir  f  dt  dt  dt  I 

y.  {dx       ^  dy       ^  dz       , ( 

X  }  -j^  send  cosa  +  ^^  send  sen  «  —  ^yr  cosd  J. 

Imajinandose  en  seguida  la  posicion  de  la  Tierra  referida  al 
centro  del  Sei  per  medio  de  coordenadas  rectangulares  situadas  en 
el  piano  de  la  ecliptica ,  7  tom&ndose  la  Jinea  del  centro  del  Sol  al 
equinoccio  de  la  priraayera  por  eje  positivo  de  las  Xy  la  linea  perpen- 
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dicnlar  4  este  y  dirijida  al  solsticio  del  verano  por  eje  positive  de 
las  ^,  se  tendra*: 

a;  =  —  Uco8©,    y  =  — 12 sen © 

en  donde  O  representa  la  lonjitud  del  Sol  vista  desde  la  Tierra,  j  R 

la  distancia  de  esta  ultima  al  Sol. 

Conservando  el  eje  de  las  a?,  y  dando  en  tomo  de  6ste  al  eje  de 

lasr  el  jiro  de  f,  igual  ä  la  oblicuidad  de  la  ecliptica,  de  mauera 

que  el  piano  de  las  o;^  se  confunde  con  el  piano  del  ecuador,  las 

coordenadas  de  la  Tierra  refcridas  a  este  nuevo  sistema  de  ejes  seran 

las  sigoientes : 

a5  =  —  Ä  cos  © 

y  =  —  i?  Ben  ©  cos« 

«  =  —  12  sen®  sen«, 

y  como  (n**- 14,  Cap.  I)  la  lonjitud  del  Sol  es  ©=v+7t,  esto  es, 
igual  a  la  anomalia  yerdadera  mas  la  lonjitud  del  perihelio ,  se  ob- 
tiene,  diferenci&ndolas : 

dx  dB  ,  T>  dv 

dy  dB     -D       ^         dv 

-j~  =  —  sen  ©  cos«  -^r-  —  Jt  cos  ©  cos«  -3-; 
at  dt  dt 

dz  dB     T.  dv 

^-r  =  —  sen  ©  sen«  -rr  —  B  cos  ©  sen«  -j-. 
dt  dt  dt 

Pero  segun  las  förmulas  del  n®- 14 ,  Cap.  I ,  es  tambien : 

y  como: 

dEz:^^dM 

^  '  dv_a*co8<p  dM 

Tt^      Ä*      ~dt' 

Ademas  resulta  de  la  ecuacion  B  =  ^  .     —  en  combinacion 

l+ccosir 

con  la  anterior : 

dB        ,  dM 

^  =  atang<p8enfr_. 

Por  conaiguiente  ser4 : 

dx        a     dM  i  *a*cosop  ) 

-n  = TT-  {  Ben©  ■ — n-^  —  sen«  senv  cos  ©  >. 

dt     CO89  dt  i  B  ' 


*  La  loigitud  de  la  Tierra  vista  del  Sol  es  180°+©. 

13 
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Teniendo  presentc  que, 


— — I-  =  1  +  sen  (p  coa  r 

y 

resultarä  finalmente : 

dx       ja.    dM,  ,  n 

-j-  =  -5 TT-  [sen  ©  +  senqj  sen^r] 

dt     cos<p  dt 

dy  a  dM,  ,  ,,. 

Vr  = cos  £  -^~  fcos ©  4-  sen w  cosjrj  (ö) 

d*  cosqp  dt  ^ 

dz  a  dM  r  -I 

-=-r  = sena  —rr  fcos©  +  sen©  cos»]. 

dt  cosqp  af  "^  ^         ^ 

Sustituy6ndose  estas  espresiones  en  las  förmulaa  (a),  los  t6nni- 
nos  constantes ,  dependientes  de  n ,  de  las  espresiones  relativas  k  la 
aberracion  en  ce  j  5  dan  igualmente  terminos  constantes,  los  que 
pueden  nnirse  a  las  coordenadas  de  las  posiciones  medias  de  las 
estrellas,  y  que,  por  tanto,  no  merecen  ya  llevarse  en  consideracion. 
Introduciendose  todavia  en  lugar  de  jit  el  nümero  de  segundos  de 
tiempo  que  emplea  la  luz  en  recorrer  el  semi-eje  mayor  de  la  örbita 
terrestre,  de  modo  que: 

JL-JL 

se  halla  conservando  solo  los  terminos  de  primer  örden: 
Ä    dM 


a  — a=- 


cos 


TT-  fcos®  cos« cos«  +  sen©  sen tt]  secd 

(p  dt  ^ 


d'— ^=:H -j-r  fcos  ©  (sen  a  sen ^  cos  c  —  cosä  sen»)  —  cos«  sen  d  sen  ®1. 

C089  dt  ^         ^ 

La  constante rr  se  Uama  la  con staute  de  la  aberra- 

C0B9  dt 

cion,  y  como  -jr-  es  igual  al  movimiento  medio  sid6reo  del  Sol  du- 

rante  un  segundo  de  tiempo  referido  a  la  unidad  en  que  se  espresa  Ä, 
se  la  podria  calcular  si  se  conociese  el  tiempo  empleado  por  la  luz 
en  recorrer  el  simi  -  eje  mayor  de  la  örbita  terrestre.  Delambre  ha- 
bia  deducido  este  tiempo  de  los  eclipses  de  los  sat^lites  de  Jupiter, 
y  obtenido  asi  el  valor  de  la  constante  de  la  aberracion  igual  a  20".255. 
Pero  Struve  ha  determinado  posteriormente  esta  constante  por  medio 
de  las  observaciones  de  las  posiciones  aparentes  de  las  estrellas  fijas, 

dM     59' 8"  19 
obteniendo  el  valor  20".445l,  y  como  --rr  =    ^i>är^   =0.0410670  y 

dt  öo40ü 
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cos^  =  9.009939  resiüta  de  un  modo  inverso,  qne  el  tiempo  en  quc 

lalnzrecorre  el  semi-eje  mayor  de  la  örbita  terrestre  es  igual  k 

mr  78*. 

Asi  se  obtiene  para  la  aberracion  ^ua  de  las  estrellas  fijas  en 

ascension  recta  y  declinacion  las  förmulas : 

a'  —  a  =  —  20".  4451  [cos  ©  cos e  cos a  +  sen  ®  sen a]  secd 
d'  —  8  =  +  20".  4451  cos®  [sen a  sen ^  cos a  —  cos  J  sen s]  (A) 

—  20".  4461  sen  ®  cos«  sen  9. 

Los  t6rminos  de  segundo  örden  son  tan  insignificantes  que  casi 
siempre  pueden  despreciarse.  Introduciendose  en  el  segundo  tor- 
mino  de  las  formnlas  (a)  los  valores  de  los  cnocientes  diferenciales 
{l\  estos  t^rminos  relativos  k  la  ascension  recta  ser4n  los  siguientes : 

—  \ 'A—TT  )  secd*rcos2® 8en2a(l+cose*)  — 2sen2® co82acos«l, 

*  cosy"  \  dt  ^ 

en  donde  se  ha  despreciado  el  peqneiio  t^rmino  multiplicado  por 
sen  2  a  sen  c^.  En  efecto,  haci^ndose  abstraccion  del  factor  constante 
se  obtiene : 

2  8en2ot  [cos®*  cose*  —  sen  ©•]  —  2  Ben2  ®  cos«  [cos  a*  —  sen«'] 

de  donde  se  sigue  facilmente  la  espresion  de  arriba.  Sustituyendo 
los  valores  nom^ricos,  y  adoptando  e=23^28',  se  obtiene: 

—  0".  0009329  sec^'  8en2  a  C082  ®  . 

+  0".  0009296  sec  d*  cos  2  a  sen  2  ® .  ^^^ 

Estos  t^rnainos  dan  tan  solo  O'.Ol  para  una  estrella  situada  a 
85^^  de  declinacion,  y  pueden,  por  eso,  siempre  despreciarse,  escep- 
taandose  la  estrella  polar. 

Para  la  declinacion  los  t6rminos  de  segundo  örden  dan,  despre- 
eiando  los  t6rminos  no  multiplicados  por  tangJ: 

k*    td  3r\* 
—  \ t\-TT)  tangÄ[c08  2®  (cos2a(H-coss*)--sene*) 

+2sen2®  Ben2tt  cos«]. 

En  efecto,  prescindiendo  del  factor  constante,  el  t6rmiuo  multi 
plicado  por  tang^,  es: 

sen®* sena'  +  cos®* cose* cosa*  +  \ sen2®  sen2a  cos«. 


*  Segun  Hansen  es  la  dnracion  del  ano  sid^reo  igual  ä.  365  dias 
ßhohu,  9  minutos  y  9.35flegundos,  6  igual  ä  365.2563582  dias;  de  con- 
siguiente  el  moTimiento  medio  sidäreo  por  dia  del  Sol  igual  k  59'  8".  193. 
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Espresando  aqui  los  cuadrados  de  los  senos  y  cosenos  de  los 

angulos  por  los  senos  y  cosenos  de  los  ängulos  dobles,  y  despreciando 

los  t^rminos  constantes  l  +  cos«^,  y  el  termino  cos 2 äsen V,  se  sigue 

luego  la  espresion  de  arriba.    Sustituy6ndose  los  valores  num^ricos, 

se  obtiene: 

+  [0".  0000402  -  0".  0004665  cos  2  a]  tang  *  cos  2  ©  ,^ 

—  0".  0004648  tang  äsen  2  «Ben  2©  ^  ^ 

cuya  suma  es  siempre  menor  que  0' .  Ol  para  las  estrellas  cuyas  decli- 
naciones  no  pasan  de  87^6',  y  por  eso  no  se  toman  en  cuenta,  escepto 
para  la  estrella  polar. 

En  las  förmulas  (Ä)  se  supone  que  las  cantidades  « ,  5  y  O  se 
refieren  al  equinoccio  aparente ,  y  que  f  es  la  oblicuidad  aparente  de 
la  ecliptica.  Sin  enibargo,  en  el  cälculo  de  la  aberracion  de  una 
estrella  para  un  espacio  de  tiempo  largo  es  cömodo  despreciar  la 
nutacion,  referir  a,  5  y  ©  al  equinoccio  medio  y  tomar  por  s  la 
oblicuidad  media.  Pero  en  tal  caso  es  menester  calcular  los  errores 
que  asi  se  orijinan ,  y  aplicar  las  correcciones  k  los  valores  hallados 
para  la  aberracion.  Las  espresiones  de  estos  errores  resultan,  dife- 
renciando  las  förmulas  {Ä)  con  respecto  ä  a,  5,  ©  y  f ,  y  conside- 
rando  da^dS^dO  y  de  como  las  variaciones  que  la  nntacion  produce 
en  estas  cantidades.  Naturalmente  no  hai  que  atender  sino  ä  los 
t^rminos  mas  grandes  de  la  nutacion ;  ademas ,  si  en  la  correccion 
debida  k  la  ascension  recta  se  desprecian  todos  los  t^rminos  no  mul- 
tiplicados  por  send,  tang j,  se  y6  facilmente,  que  las  variaciones 
dO  j  de  no  orijinan  terminos  apreciables,  y  que  solo  hai  que  tomar 
en  cuenta: 

da ^—  [6".  867  senQ  sen«  +  9".  223  cosQ  cos«]  tang*, 
da  =  —  [6".  867  senQ  cosa  -f-  9".  223  cosQ  sena]. 

Poniendose  por  brevedad  6".  867  =  5  y  9".223=a,  y  sustituyen- 
dose  estas  cantidades  en  las  ecuaciones  diferenciales  de  {Ä\  se  halla: 

a'— a  =  tang  d  Sectio".  2225  (  —  (&H-aco8«)Ben2aco8(®+Q) 

-f- (6  cos  e  H- a)  cos  2  a  Ben  (® + 0) 
H-  (6— acoBfi)  8en2acoB(®— Q'i 

—  (6cos«— a)  co82a8en(®— Q) 
S'— d  =  tang SsenSb".  1112  (  —  (6+acos«)co8  2aco8(©4-Q) 

—  {hcosB-hä)  8en2aBen(®-hQ) 
+  (6— acoa«)  cos2a  C08(®  —  Q) 
+  (&C08«— a)Ben2  a8en(® — Q) 
4- (ft -a  cose)  C08(® -f-Q) 

—  (5+ a  coB  e)  cos  (® — Q) 


197 

6 ,  introduciendo  los  valores  uum6ricos : 

«  —  ft  =  tang^ aecd .  [  —  0". 0007597 9en2 a cos (©+Q) 

+  0".  0007693  cos  2  a  sen  (©  +  Q) 

-  0".  0000790  sen  2  a  cos  (©  -Q) 
-f  0".  0001449  cos  2  a  sen  (©  -  Q) 

a'— d  =  tangdsen*.  (  —O".  0003798 cos 2a  cos  (©+Q)    )  (c) 

-  0".  0003847  sen  2  a  sen  (©  +  Q) 

-  0".  0000395  cos  2  a  cos  (©  -  Q) 

-  0".  0000725  sen  2  or  sen  (® — Q) 

-  0".  0000395  cos  (®  +  Q) 

-  0".  0003798  cos  (©  -|Q) 

Para  declinaeioues  menores  que  85®  30',  a'  —  a  sera  menor  que 
o*.0i,  y  d'—ö  no  Uega  a  0".0l  sino  para  la  declinacion  85^6'.  Por 
consiguiente  tambien  estos  t^rminos  son  despreciables,  lo  mismo  que 
los  terminos  dados  en  (c)  y  (d) ,  eseeptuando  la  estrella  polar. 

Las  ecuaciones  relativas  a  la  aberracion  se  vuelveu  mucbo  mas 
äencillas,  tomando  por  piano  fundamental  la  ecliptica  en  lugar  del 
ecuador.    Omitiendo  los  terminos  constantes  se  tendra  en  tal  caso : 


dx 
dt~ 

■  + 

a 
cos  9 

sen© 

dl\/l 

dr 

dy 

:  — 

a 

cos® 

dM 

d«~ 

cos  9 

dt  ' 

dz 
dt" 

0. 

Sustituy6ndose  estas  espresiones  en  las  förmulas  (a) ,  j  poni^n- 

dose  il  7  |3  en  lugar  de  o  j  tf,  se  obtiene  para  la  aberracion  anua  de 

las  estrellas  fijas  en  lonjitud  j  latitud : 

X'~  X  =  -  20".  4451  cos(X-®)  sec^,  .^ 

/3'-jJ  =  +  20".445l8en(X-©)8enjJ,  ^   ' 

cnyas  förmulas  no  se  alteran,  haci^ndose  uso  del  equinoccio  medio  en 

Ingar  del  verdadero  para  las  coordenadas  A  j  O.    Ademas  se  halla 

para  los  terminos  de  segundo  örden : 

en  lonjitud :  =  +  O".  0010133  sen  2  (®  -  Z)  sec  P', 
en  latitud:    =  — 0". 0005067 cos 2 (®—l)tangP, 

(20"  4451)* 
en  donde  el  coeficiente  0.0010133  es  igual  ä  -J-  •     20626'    ' 

I^emjplo:  Para  Abril  1°  de  1848  se  tiene  para  Arcturo: 

a=14li8m48»  =  2120l2'.0,    d  =  + 19*68'.  1,    ®  =  11®37',2 
•  =  23<>2r.4. 
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Cou  cäto  se  halla: 

a -a=  +  18".  88 

y  como: 

X  =  202«  8',     ß  =  +  30°  50', 

tambien:  r-X  =  +  23".41, 

p'-/s=-r.9i. 

17»   A  fin  de  hacer  mas  sencillo  el  calculo  de  la  aberracion  en 

ascension  recta  j  declinacion,  algo  iucömodo  por  medio  de  las  forinu- 

las  que  acaban  de  darse ,  se  han  construido  tablas.    Las  mas  como- 

das  son  las  tablas  dadas  por  Grauss.    Gauss  pone : 

20".  446  aen  ©  =  a  sen  (© +-4) , 
20".  446  C08  ©  C088  =  a  cos  (©  +A) , 

y  obtiene  entonces  simplemente : 

a—a  =  — a8ecdco8(®+J.— «)i 

d'—  d  =  —  a  sen Ö  sen(® -hA—a)^  20".  445  cos ®  cosÄ  sen  f 
=  —  äsend  8en(®-f -4— a)  —  10".  222  sen«  C08(®+ä) 
-  10".  222  sen«  C08(®-ö). 

Estas  son  las  formulas  sobre  las  que  estä  basada  la  construccion 
de  dichas  tablas.  La  primera  tabla  da  log  A  y  log  a  con  la  lonjitud 
del  Sol  como  argumento ,  y  se  obtiene  asi  la  aberracion  en  ascension 
recta  y  la  primera  parte  de  la  aberracion  en  declinacion.  La  segunda 
y  tercera  parte  de  esta  ultima  se  dan  en  seguida  por  la  segunda 
tabla,  entrando  en  ella  con  los  argumentos  ©  +  d  y  ©  — d. 

Estas  tablas  se  publicaron  por  Gauss  primero  en  la  „monatliche 
Correspondenz ,  tomo  XVII  pag.  312".  La  constante  adoptada  en 
ellas  es  el  valor  antiguo ,  es  decir ,  20''.  225.  Mas  tarde  dichas  tablas 
fueron  calculadas  de  nuevo  por  Nicolai  con  la  constante  20".  4451 ,  y 
publicadas  en  la  coleccion  de  tablas  auxiliares  de  Warnsdorff. 

Para  el  ejemplo  anterior  se  obtiene  de  estas  ültimas: 

jl  =  m',     log  a  =  1.2748 
y  con  esto : 

a'-a  =  +18".88 

y  para  la  primera  parte  de  la  aberracion  en  declinacion  — 2".  15.  En 
seguida  se  toman  de  la  segunda  tabla,  con  los  arguinentos  31^35'  j 
—8^21'  para  la  segunda  y  tercera  parte  de  la  aberracion  los  valores 
—3". 47  y—  4". 03.    De  consiguiente  es: 

a'-d  =  -9".65. 
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18«  El  maximo  y  minimo  de  la  aberracion  en  lonjitud  tienen 
lugar  cuando  la  lonjitud  de  la  estrella  es  igual  4  la  del  Sol,  6  mayor 
en  180^;  al  contrario  el  maximo  6  minimo  en  latitud  tiene  lugar 
cuando  la  estrella  precede  6  sigue  al  Sol  en  90^.  Del  todo  anälogas 
ä  las  förmulas  para  la  aberracion  anua  son  las  förmulas  para  la  para- 
laje  anua  de  las  estrellas  fijas  (es  decir,  para  el  angulo  comprendido 
entre  las  direcciones  desde  la  estrella  al  centro  del  Sol  y  al  de  la  Tierra, 
solo  con  la  diferencia  de  que  los  mäximos  y  minimos  tienen  lugar  en 
otras  6pocas.  En  efecto ,  si  ^  es  la  distancia  de  la  estrella  al  Sol, 
l  j  ßla,  lonjitud  y  latitud  vistas  desde  el  Sol ,  las  coordenadas  de  la 
estrella  con  respecto  al  Sol  son : 

X=^co8^co6;i;    y  =  JcoBpBenXt    z'=:^Benß. 

Las  coordenadas  de  la  estrella  con  respecto  ä  la  Tierra  son: 
Ä  =  ^  cos  ß"  cos  X\    y  =  /f  cos  j3'  sen  l\.  «  =  ^  sen  j3' 

y  como  las  coordenadas  del  Sol  referidas  k  la  Tierra  son: 

X=Äcos©    y     F=i?8en© 

en  donde  el  semi-eje  mayor  de  la  Tierra  se  supone  igual  a  1,  se  tiene: 

^  cos  /3'  cos  X'  =  d  coa^  cos  X  +  JJ  cos  ® 
^  cos  ß'  sen  X'  —  ^  cos/J  sen  X-vB.  sen  ® 
^'8enj5'  =  ^senp 

De  aqui  se  deduce  facilmente: 

B 

;i  —  A  =  —  -^  sen  (i— ®)  sec  jJ  .  206265 , 

P'- 1?  =-  -^  cos  (X-®)  sen/3  .  206265. 
6,  como  -^  206265  es  igual  ä  la  paralaje  änua  n\    • 


A'  —  X  =  —  «  Ä  sen  (X — ® )  sec  p 
P'—  ß  =  —  nB  cos(X  — ®)  senjJ. 


(C) 


Estas  förmulas  son  del  todo  semejantes  a  las  relativas  ä  la 
aberracion ;  pero  el  maximo  y  minimo  de  la  paralaje  en  lonjitud  tiene 
lugar  cuando  la  estrella  precede  ö  sigue  al  Sol  en  90^;  al  contrario  el 
maximo  y  minimo  en  latitud  acaece  cuando  la  lonjitud  de  la  estrella 
es  mayor  en  180®  6  igual  k  la  lonjitud  del  Sol. 

Para  la  ascension  recta  y  declinacion  se  tiene  las  ecuaciones : 

^  cosÄ'  cos  a  =d  cos  6  cos  a-\-B  cos  ® 
z/' cos  d' sen  a' =  ^  cos  d  sen  a  + -ß  sen  ®  cos  e 
J'8eiid*  =  J     "     send  +  Äsen®  sen«, 
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de  las  cuales  se  siguen  del  mismo  modo  qae  para  la  aberracion : 

«'— a  =  — «i2  [cos©  sena  — sen©  cosccosa]  aecd 
6'—  8  =  —  nü  [co8€  sena  send  —  sen«  cosd]  sen®  (D) 

--  fiR  cos®  send  cos a. 

19»  El  movimiento  diurno  de  la  Tierra  en  torno  de  su  eje  pro- 
duce ,  del  mismo  modo  que  el  movimiento  anual  al  rededor  del  Sol, 
Tina  aberracion  que  se  llama  la  aberracion  diurna.  Esta  es,  sin 
embargo ,  mucha  mas  pequena  que  la  aberracion  anua ,  puesto  que 
la  velocidad  del  movimiento  de  la  Tierra  en  torno  de  su  eje  es  mucho 
mas  pequefia  que  la  del  movimiento  en  la  örbita  anual  al  rededor 
del  Sol. 

Las  coordenadas  de  un  lugar  de  la  superficie  de  la  Tierra  con 

respecto  a  tres  ejes  rectangulares ,  de  los  que  iino  coineide  con  el 

eje  de  rotacion  y  los  otros  dos  se  hallan  en  el  ecuador  de  tal  modo, 

que  el  eje  positivo  de  las  x  est6  dirijido  del  centro  al  equinoccio  de  la 

primavera,  j  el  eje  positivo  de  las  y  a  Wfi  de  ascension  recta,  son 

segun  el  n^  2  de  este  capitulo : 

x  =  qcob<p'  cosGy 

y  =  QCoaq>'  senBy 

z  =  q  sen  (p\ 

Luego  se  tiene : 

dx  ,        -k    dö 

-T-T  =  — Dcosm  sen©. -^7-, 
at  dt 

dy     ^  ,       ^   d9 

^  =  +  9C089C08e.-^, 

^  =  0 
dt      ' 

SustituyenJo  estos  valores  en  las  förmulas  (a)  del  n***  16,  y 
despreciando  las  segundas  potencias ,  se  obtiene  fäcilmente : 

a= —  ^  Qcosqt  co8(ö— a)seco, 


a  —  a= 


Ö'—  d=.  —  -jj  Q  cos<p'  sen  (O— «)  send. 

Designando  ahora  por  T  el  nümero  de  los  dias  siderales  de 

un  ailo  sidereo,  el  movimiento  angular  de  un  punto  de  la  Tierra  cau- 

sado  por  la  rotacion  de  esta  ultima  es  T  veces  mas  rapido  que  el 

movimiente  angular  de  la  Tierra  en  su  orbita,  de  manera  que: 

de_^dM 
dt  ~      dt' 
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y  como : 

—  p  =  A'  —  —  Ä;  senw , 
(i  ^         a 

en  donde  es  n  la  paralaje  solar  y  Ä;  el  nümero  de  segimdos  de  tiempo 
que  tai-da  la  luz  en  recorrer  el  radio  de  la  örbita  terrestre,  resulta 
que  la  constante  de  la  aberracion  diurna  se  espresa  por : 


,        dM  rp 

k  .  -jt  .  Ben  »  .  T, 
dt 


0,  como  es: 


A.  4^=  20".  446,    «  =  8".5012,     r=  366.25, 
at 

el  volor  numerico  de  dicha  constante  es:  O"  3113. 

Tomandose  en  lugar  de  la  latitud  jeocentrica  9'  simpleraente  la 
latitud  ^,  las  espresiones  para  la  aberracion  diurna  en  ascension 
recta  y  declinäcion  serka : 

a—a=  0".  3113  CO89  cos  (O— a)  sec  dy  .j^ 

^'— ^  =  0".  3113  cosy  8en(^-a)  senÄ. 

Asl  se  v6 ,  que  la  aberracion  diurna  de  las  estrellas  en  declinä- 
cion es  cero  para  el  meridiano ,  al  paso  que  en  ascension  recta  Uega 
entonces  ä  su  maximo,  a  saber: 

0".  3113  .  cosqpsecd. 

20.  Para  la  aberracion  änua  de  las  estrellas  en  lonjitud  y  lati- 
tud se  ballaron  arriba  las  espresiones : 

X'—  A  =  —  Ä;  cos  (A— ©)  sec  j?, 
ß'—  jJ  =  H-  Ä  sen(Z-©)  sen  j3, 

en  donde  la  constante  20".  445  se  designa  por  Je.  Imajinändose  ahora 
un  piano  tanjente  en  la  esfera  Celeste  aparente  que  pase  por  la  posi- 
cion  media  de  la  estrella,  y  en  dicho  piano  dos  ejes  rectangulares, 
determinados  por  las  lineas  de  interseccion  del  piano  tanjente  con 
los  planos  del  circulo  paralelo  y  del  circulo  de  latitud ,  y  refiriendo 
la  posicion  verdadera ,  afectada  de  aberracion ,  ä  la  posicion  media 
por  las  coordenadas : 

x  =  {V-X)cosß    y    y  =  ß'-p*, 

*  Por  motiYo  de  que  para  distancias  tan  pequenas  al  onjen  se  puede 
Buponer  que  el  piano  tai^ente  coincide  con  la  superficie  esferica. 
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se  obtieue ,  elevaudo  las  ecuaciones  de  arriba  al  cuadrado : 

y«  =  Ä«  sen  p*  ~  ic*  sen  j3*. 

Esta  es  la  ecuacion  de  una  elipse,  cujo  semi  -  eje  major  es  igual 
k  hy  mieutras  el  semi -eje  menor  es  Ic  sen/S.  En  virtud  de  la  aber- 
racion  änua  las  estrellas  parecen,  pues,  describir  en  torno  de  su  posi- 
cion  media  elipses ,  cuyos  semi  -  ejes  majores  son  iguales  a  2(/'.  445  j 
cujos  semi  -  ejes  menores  iguales  al  maximo  de  la  aberracion  en  lati- 
tud.  Para  las  estrellas  situadas  en  la  ecliptica  es  jS,  j  por  eso  el  semi- 
eje  menor  igaal  a  cero.  Estas  estrellas  describen,  de  consiguiente, 
en  el  trascurso  de  un  afio  una  llnea  recta,  aJejändose  la  estrella  en  la 
ecliptica  k  un  lado  j  otro  de  su  position  media  en  20".  445.  Para 
una  estrella  situada  en  el  polo  de  la  ecliptica  es  /?=90**,  luego  el 
semi -eje  major  igual  al  semi -eje  menor.  Tal  estrella  describira, 
de  consiguiente,  en  el  curso  de  un  ano  al  rededor  de  su  posicion  me- 
dia un  circulo  cujo  radio  es  igual  k  20".  445. 

A  fin  de  determinar  la  posicion  que  ocupe  la  estrella  en  un  in- 
stante cualquiera  sobre  la  elipse,  figiirese  en  el  piano  de  la  elipse  un 
circulo  descrito  al  rededor  del  mismo  centro  con  el  eje  major  como 
diametro.  En  tal  caso  es  claro,  que  un  radio  de  este  circulo  debe 
rccorrer  este  ultimo,  con  movimiento  uniforme,  durante  un  afio  de 
tal  modo,  que  coincida  con  la  parte  Occidental  del  semi -eje  major 
cuando  la  lonjitud  del  Sol  es  igual  k  la  lonjitud  de  la  estrella,  j  con 
la  parte  austral  del  semi -eje  menor  cuando  la  lonjitud  del  Sol  es 
en  90^  major  que  la  lonjitud  de  la  estrella.  Trazando  para  un 
tiempo  cualquiera  el  radio  correspondiente  k  la  lonjitud  actual  del 
Sol ,  j  bajando  una  perpendicular  de  la  estremidad  de  este  radio  al 
eje  major,  en  tal  caso  sera  el  punto  de  interseccion  de  la  perpendi- 
cular con  la  elipse  la  posicion  de  la  estrella. 

Si  la  estrella  tiene  tambien  una  paralaje  n^  las  espresiones  para 
las  dos  coordenadas  rectangulares  ser4n: 

y  =  -f  jfc  008  (X—©)  ~  «  Ben(l— ®) 

y  =  -H  Ä:  8en(X— ®)  sen^  —  «  cos  (Z  —  ®)  senj? 

ö  poniendo: 

k=^a  coB  A 
n=:  asen^ 

x  =  —  acoa{l—(S>—A) 

y  =  -h  a  8en(X— (5)  —  J.)  sen^. 
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La  estrella  describe ,  pues ,  tambien  en  este  caso  una  elipse  en 
torno  de  su  posicion  media,  cuyo  semi-eje  major  es  ]K&*H-ä*,  y  el 
semi-eje  menor  senjS  yWT^. 

Consecueucias  del  todo  anälogas  k  las  anteriores  resiütan  para 
la  aberracion  diurna.  En  virtud  de  esta  ultima  las  estrellas  descri- 
ben  en  el  curso  de  un  dia  sid6reo  elipses  en  torno  de  su  posicion 
media,  cujos  semi-ejes  majores  j  menores  son  respectivamente 
O".  3113  cos  9  j  O''.  3U3  cosgpsend.  Para  las  estrellas  situadas  en 
el  ecuador  dicha  elipse  se  trasforma  en  llnea  recta;  al  contrario  para 
una  estrella  situada  exactamente  en  el  polo  del  mundo ,  la  elipse  se 
trasforma  en  un  circulo. 

21*  Si  un  astro  tiene  un  movimiento  propio,  como  sucede  con  el 
Sol,  la  Luna  j  los  planetas,  en  tal  caso  la  aberracion  de  las  estrellas 
fijas  considerada  hasta  ahora  no  constituje  todavia  la  aberracion 
completa,  En  efecto ,  como  este  astro  cambia  de  posicion  durante 
el  tiempo  en  que  el  rajo  de  luz  se  trasmite  del  astro  ä  la  Tierra,  la 
direccion  observada  del  rajo  de  luz  no  corresponde  a  la  posicion  jeo- 
centrica  verdadera  del  astro  al  tiempo  de  la  observacion.  Supöngase 
que  el  rajo  de  luz,  que  al  tiempo  t  hiere  el  objetivo  del  anteojo, 
haja  salido  del  planeta  al  tiempo  T,  Sea  ademas  P  (Fig.  5)  la  po- 
sicion del  planeta  en  el  espacio  al  tiempo  T,  p  la  misma  al  tiempo  ty 
Ä  la  posicion  del  objetivo  al  tiempo  T,  a  j  5  las  posiciones  del  obje- 
tivo j  ocular  al  tiempo  f ,  a'  j  b'  sus  posiciones  al  tiempo  t\  cuando 
el  rajo  de  luz  hiere  el  ocular.    En  tal  caso  es : 

1)  ^P  la  direccion  de  la  posicion  del  planeta  al  tiempo  T; 

2)  ap  la  direccion  de  la  posicion  verdadera  al  tiempo  t] 

3)  ab  j  ah'  las  direcciones  de  la  posiciones  aparentes  al  tiempo 
^  j  al  tiempo  t\  cuja  diferencia  es  infinitamente  pequefia; 

4)  Va  la  direccion  a  la  misma  posicion  aparente  despejada  de 
la  aberracion  de  las  estrellas  fijas. 

Como  P,  a  y  b'  se  hallan  sobre  una  misma  linea  recta,  es: 

Pa:ah'=t-T:t'-t 

Como  ademjis  el  int6rvalo  t'—T  es  siempre  mui  corto,  de  ma- 
nera  que  el  movimiento  de  la  Tierra  durante  6ste  puede  conside- 
rarse  uniforme  j  rectilineo,  tambien  Ä^  a  j  a'  caen  en  una  linea 
recta,  de  modo  que  Äa  j  aa'  son  igualmente  proporcionales  h  los 
tiempos  t—T  j  f-^t   De  aqui  se  sigue  que  ÄP  es  paralela  &  b'a\  6 
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que  la  posiciou  aparente  del  planeta  al  tiempo  t  es  igual  a  su  posi- 
cion  verdadera  al  tiempo  T.  Ademas  la  diferencia  t' —  T  es  el  tiempo 
durante  el  cual  la  luz  Uega  del  planeta  al  ojo,  6  el  producto  de  la 
distancia  del  planeta  por  497' .  8 ,  esto  es ,  el  tiempo  que  tarda  la  luz 
en  recorrer  el  semi-eje  major  de  la  örbita  terrestre,  el  cual  se 
toma  por  unidad. 

De  aqul  se  derivan  tres  metodos  para  calcular  la  posicion  verda- 
dera de  iin  astro  errante  por  medio  de  la  posicion  aparente  corres* 
pondiente  ä  un  tiempo  cualquiera  t. 

I.  Restese  del  tiempo  observado  el  tiempo  durante  el  cual  la 
luz  se  propaga  del  planeta  ä  la  Tierra;  asi  resulta  el  tiempo  T,  y  la 
posicion  verdadera  al  tiempo  T  es  identica  con  la  posicion  aparente 
al  tiempo  f. 

II.  Calcülese  mediante  la  distancia  del  astro  errante  la  reduc- 
cion  del  tiempo,  ö  t—T,  y  por  medio  de  este  y  del  movimiento 
diurno  del  astro  en  ascension  recta  y  declinacion,  la  reduccion  al 
tiempo  T  de  la  posicion  aparente  observada. 

in.  Despejada  la  posicion  dada  de  la  aberracion  de  las  estrellas 
ßjas,  consid^rese  6sta  como  la  posicion  verdadera  al  tiempo  T, 
pcro  vista  desde  el  sitio  que  ocupa  la  Tierra  al  tiempo  t.  De  este 
ultimo  m6todo  se  hace  uso  principalmente  cuando  no  se  conoce  la 
distancia  del  astro ,  p.  ej. ,  en  la  determinacion  de  la  orbita  de  un 
planeta  ö  cometa  recien  descubierto. 

Como  el  tiempo,  empleado  por  la  luz  en  Uegar  del  Sol  ä  la 
Tierra,  es  de  497". 8,  y  como  fei  movimiento  medio  del  Sol  en  un  dia 
importa  59' 8".  19,  se  infiere,  segun  II,  que  la  aberracion  del  Sol  en 
lonjitud  es  20".  45  de  arco ,  y  en  esta  cantidad  se  observan  siempre 
las  lonjitudes  del  Sol  demasiado  pequefias.  A  causa  de  las  variacio- 
nes  de  la  distancia  y  de  la  velocidad  del  Sol  dicho  valor  estä  variando 
en  el  curso  de  un  ano  en  unos  d6cimo3  de  un  segundo. 

• 

23*  Este  problema  de  la  aberracion  relativa  k  un  astro  errante, 
en  verdad  el  mas  jeneral ,  puedo  deducirse  tambien  fäcilmente  de  las 
ecuaciones  fimdamentales  (a)  del  n®*  16.  En  efecto  es  claro ,  que  en 
este  caso  solo  hai  que  sustituir  la  velocidad  relativa  de  la  Tierra 
con  respccto  al  astro  errante  en  lugar  de  su  velocidad  absoluta, 
puesto  que  la  velocidad  relativa  combinada  con  la  de  la  luz  determi- 
nara  la  inclinacion  del  anteojo  con  respccto  &  la  direccion  verdadera 
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de  los  rayos  de  luz  que  sncesivamente  van  saliendo  del  astro,  &  fin 
de  qne  este  ultimo,  apesar  de  su  movirniento  propio  7  del  de  la 
Tierra,  aparezca  siempre  a  lo  largo  del  eje  del  anteojo.  Si,  por 
^^f  £)  ^9  i  representan  las  coordenadas  del  astro  con  referencia 
al  sistema  de  ejes  considerado  arriba,  se  ha  .de  sustituir  en  (a): 
dx     da    dy     drj    dz     dt       ■,  ■,     dx    dy    de     ^r         -    a 

TtSi^  dt- TV  Tt-Tt «" ^"^ ^«  Tr  dv  Tf   *^^'-«'  ^  ^ 

la  distancia  del  astro  ä  la  Tierra ,  se  obtienen  las  coordenadas  helio- 

centricas  | ,  f? ,  f  por  las  espresiones : 

J  =  ^  cosd  cos«  +  Xj 

fj  =z  J  C0&9  send -{- y ,  (f) 

J  =  ^8end  -\-Zy 

puesto  que  las  coordenadas  jeoc6ntricas  del  astro  son  /1  cos  8  cos  a  etc. 

De  estas  ecuaciones  se  sigue  facilmente : 

(dx     dä\  /dy     dn\  ^       ^da 

rt-Tt)'^'"'-\dt-dt)'^^''='"^^dt 

(ix    dl\       ,  ,  /dy     dr)\        .  ,  fdz     dt\       .       .dS 

Las  förmnlas  (a)  se  convierten  asi  en  las  siguientes : 

/  ^  da 

(A  dt 

j.,     j.  d  dd 

(A  dt 

6,  como  —  espresa  el  tiempo  t  —  T^  en  el  qiie  la  luz  recorre  la 
distancia  J:  , 

cuyas  ecuaciones  hacen.ver,  que  la  posicion  aparente  es  igual  a  la  po- 
sicion  verdadera  al  tiempo  T,  y  corresponden  asi  ä  las*reglas  I  y  II 
del  nümero  anterior. 

Tambien  se  obtiene  la  aberracion  para  este  caso ,  agregando  al 
lado  derecho  de  la  primera  förmula  (a)  el  t^rmino : 


—    j~  sena—  -j-J  cosa    seco, 
u  Ldt  dt  J 


J  el  termino  anälogo  k  la  segunda  ecuacion.    Design4ndose  la  aber- 
racion de  las  estrellas  fljas  por  Da  j  D8  se  baUa  luego: 
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a  —a  =  Va  H -j^senot—  -=~  cos  a   sec^, 

ft  Ldt  dt  J 

d'  — d  =  i)dH UT|Bendco8«4  j58eiid8ena  +  ^-f  cosd    . 

Diferenciando  en  seguida  las  ecuaciones  {f)  de  modo,  que  en 
el  lado  derecho  se  consideran  variables  solo  las  cantidades  jeocentri- 
cas  J^  a  j  6y  j  constantes  las  coordenadas  de  la  Tierra,  j  desig- 

nando  las  derivadas  parciales  por  f  jr)  y  (37)1  se  halla  que  los  se- 

gundos  t6nninos  del  lado  derecho  de  las  ecuaciones  de  arriba  son 
respectivamente  iguales  k: 

ft\dtJ     ^  fi  KdfJ 

Se  obtiene  de  consiguiente : 

«•-D«=«-(t-r).(§|) 

cuyas  ecuaciones  corresponden  ä  la  regia  11  del  nümero  anterior. 

En  efecto,  como  (^r)  y  {jri)  significan  las  derivades  de  a  j  S 

cuando  se  hace  variar  la  posicion  helioc^ntrica  del  astro  errante,  mas 
nö  la  posicion  de  la  Tierra ,  los  lados  derechos  de  ambas  ecuaciones 
corresponden  k  la  posicion  del  astro  al  tiempo  T,  pero  vista  desde 
el  lugar  ocupado  por  la  Tierra  al  tiempo  t, 

Nota.  £1  movimiento  eliptico  de  la  Tierra  al  rededor  del  Sol  y 
el  moviiniento  rotatorio  de  la  Tierra  en  tomo  de  au  eje  no  constitayen 
todavla  el  movirniento  completo  de  un  punto  de  la  Tierra  en  el  espacio, 
por  motivo  de  que  el  Sol  mismo  goza  de  ciertos  movimientos  de  que  par- 
ticipa  la  Tie^  con  todo  el  sistema  solar.  En  efecto,  el  Sol  manifiesta 
por  una  parte  un  movirniento  de  traslacion  en  el  espacio,  como  se  verä 
mas  adelante,  y  por  otra  parte  un  movimiento  peri6dico,  causado  por 
la  atraccion  de  los  planetas,  puesto  que  los  planetas  no  describen  elip- 
ses  en  tomo  del  centro  del  Sol,  sino  que  el  Sol  y  el  planeta  describen 
elipses  al  rededor  de  su  centro  de  gravedad  que  queda  inmövil,  y  las 
dimensiones  de  estas  dos  elipses  son  en  razon  inversa  de  las  masas  de 
los  dos  cuerpos.  El  primero  de  estos  movimientos  que  por  ahora  pucde 
considerarse  rectillneo,  y  que,  de  seguro,  lo  quedarä.  por  espacios  mui 
largos  de  tiempo  todavia,  produce  por  eso  solo  cambios  constantes  en 
las  posidones  de  las  estrellas ,  por  cuya  razon  no  se  necesita  tomarlo 
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enconsideracion;  la  aberracion  causada  por  el  segundo  moviiniento  es 
tan  pequena  que  siempre  puede  despreciarse.  Efectivamente,  si  a  y  a' 
son  los  radios  de  las  örbitas  de  dos  planetas  que  aquf  se  suponen  cir- 
cularea,  r  y  r   los  tiempos  de  su  revoludon,  los  velocidades  angulares 

de  los  dos  planetas  son  como  — :  — ;-i  luego  las  velocidades  lineares 

como  ax'ra'r,  6  como  Va  zYa,  \)ue8to  que  segun  la  tercera  ley  de 
Kepler  loa  caadrados  do  los  tiempos  de  revolucion  de  dos  planetas  guar- 
dan  la  misma  razon  que  los  cubos  de  los  semi-ejes  mayores  de  las  ör- 
bitas. La  constante  de  la  aberracion  para  un  planeta,  cuyo  semi-eje 
major  es  a,  sera  de  consiguiente,  si  el  radio  de  la  örbita  terrestre  se 

supone  igual  a  uno,  — j — ,  y  la  aberracion  causada  por  el  movimiento 
del  Sei  al  rededor  del  centro  de  gravedad  comun  de  los  dos  cuerpos 

Oft"    A  fv 

ignal  k  m ^ — ,  designändose  por  m  la  maea,  y  suponiendo  la  masa 

Va 

del  Sol  igual  h  la  unidad.    Para  Jupiter  es  fn  =  Yhjf  J  «  =  6.20,  luego 

la  constante  de  la  aberracion  causada  por  la  atraccion  de  Jupiter  solo 

igual  k  0".  0086. 

Tambien  las  perturbaciones  del  movimiento  de  la  Tierra,  causadas 

por  los  planetos,  producen  cambios  en  la  aberracion  los  que,  sin  em- 

bargo,  son  igualmente  demasiado  pequenos  para  tomarlas  en  consideracion. 


Y^e  sobre  la  aberracion  la  introduccion  de  las  Tabulae  Regio- 
montanae  de  Bessel  pag.  XVII  et  seq.;  tambien  Wolfers,  Tabulae  Re- 
ductdonum  pag.  XIII  et  seq.;  Gauss,  Theoria  motus  pag.  68  et  seq. 


CAPITULO  IV. 

mf:todos  para  determinar  mediante  observaciones 
las  posiciones  de  las  estrellas  y  los  valores  mas 
probables  de  las  constantes  qüe  se  emplean  en  las 

reducciones. 

El  problema  principal  de  la  Astronomia  e8f§rica  consiste  en  la 
determinacion  de  las  posiciones  de  las  estrellas  referidas  k  los  pla- 
nos  fundamentales ,  y  especialmente  al  ecuador ,  puesto  que  las  Ion- 
jitudes  j  latitudes  nunca  se  hallan  por  observaciones,  sino  quo  se 
deducen  mediante  el  calculo  de  la  ascension  recta,  declinaeion  j 
oblicuidad  de  la  ecliptica.  Si  estas  observacionejs  se  practican  de  tal 
modo,  que  inmediatamente  d^n  las  posiciones  de  las  estrellas  con 
respecto  al  ecuador  y  al  equinoccio  de  la  primavera,  en  tal  caso  *8e 
las  Uama  determinaciones  absolutas;  al  contrario  se  llaman 
determinaciones  relativas  las  observaciones  de  las  que  se  de- 
ducen solamente  diferencias  en  ascension  recta  y  declinaeion  de  ciertas 
estrellas  con  respecto  ä  las  posiciones  conocidas  ya  de  otras  estrellas. 

Las  observaciones  dan  las  posiciones  aparentes  de  las  estrellas, 
es  decir,  afectadas  de  refraccion  (tambien  de  paralaje  para  el  Sol ,  la 
Luna  y  los  planetas)  y  de  aberracion ,  y  referidas  al  ecuador  y  al 
equinoccio  verdadero  para  el  instante  de  la  observacion.  Asi  es,  que 
estas  posiciones  deben  reducirse  todavia  4  las  posiciones  medias,  apli- 
cando  las  correcciones  consideradas  en  los  dos  capitulos  que  preceden. 
Pero  cada  una  de  estas  correcciones  contiene  una  constante,  cuyo 
valor  num^rico  tiene  que  deducirse  de  observaciones  parecidas  a  las 
que  sirven  para  determinar  las  posiciones  de  las  estrellas,  6  que  debe 
determinarse  simultaneamente  con  estas  ültimas.  Los  valores  de  estas 
constantes  dados  en  los  capitulos  precedentes  se  fimdan  en  las  deter- 
minaciones mas  modcrnas,  sin  embargo  dichos  valores  irän  perfeccio- 
nandose  todavia  por  medio  de  las  observaciones  futuras ,  y  por  este 
motivo  es  menester  hacer  ver  cömo  estas  determinaciones  se  efectuan. 
Las  observaciones  de  la  posicion  de  una  misma  estrella  liechas  en 
diferentes  6pocas  deberian ,  si  6sta  fuese  invariable ,  presentar  entre 
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si  solamente  diferencias ,  que  pueden  ser  atribaidas  k  los  errores  po- 
sibles  de  observacion  j  a  los  de  los  valores  de  las  constantes.  Mas, 
en  realidad  se  encuentran  por  la  comparacion  de  las  posiciones 
determinadas  en  diferentes  6pocas ,  diferencias  mas  6  menos  grandes 
que  no  pueden  esplicarse  por  errored  de  este  jenero ,  y  las  que  por 
tanto  uo  pueden  teuer  su  orijen  sino  en  un  movimiento  propio  de  las 
estrellas.  Estos  movimientos  son  en  parte  irreguläres  y  propios  de  las 
estrellas,  en  parte  solo  paralacticos  y  causados  por  el  movimiento  de 
nnestro  sistema  solar  en  el  espacio ;  sin  embargo,  con  pocas  escepcio- 
nes,  se  puede  considerar  los  movimientos  de  la  ultima  clase  como  uni- 
formes y  dirijidos  hacia  un  circulo  maximo.  Tambien  estos  movi- 
mientos deben  tomarse  en  cnenta,  cuaudo  se  trata  de  reducir  las  posi- 
ciones medias  de  las  estrellas  de  una  epoca  dada  ä  otra  determinada. 
En  los  dos  capitulos  que  preceden  se  ha  ensenado  el  modo  de 
calcular  las  diversas  correcciones  que  deben  aplicarse  ä  las  posicio  • 
nes  de  las  estrellas ;  mas  como  estos  c41culos  hau  de  practicarse  mui 
a  menudo,  se  hace  uso  todavia  de  otros  m6todos  mas  comodos  y  espe- 
ditos  para  la  reduccion  de  la  posicion  aparente  ä  la  posicion  media 
correspondiente  al  principio  del  ano ,  cuyos  m^todos  vamos  a  dar  en 
lo  que  sigue. 

I.  -  DE  LA  REDUCCION  DE  LAS  POSICIONES  MEDIAS  DE  LAS 
ESTRELLAS  A'  LAS  POSICIONES  APARENTES  Y  VICE -VERSA. 

1.  Conoci^ndose  la  posicion  media  de  una  estreUa,  y  trat&n- 
dose  de  determinar  la  posicion  aparente  para  un  dia  dado  de  un  otro 
ano,  se  tiene  que  reducir  la  posicion  dada  ä  la  posicion  media  corres- 
pondiente al  principio  de  este  ano ,  aplicando  con  tal  fin  la  precesion 
y,  si  es  menester,  el  movimiento  propio;  en  seguida  se  agrega  la 
precesion  y  el  movimiento  propio  desde  el  principio  del  afio  hasta  el 
dia  dado,  como  asimismo  la  nutacion  y  aberracion  correspondiente 
a  este  dia.  A  fin  de  poder  aplicar  de  un  modo  cömodo  las  tres  ulti- 
mas  correcciones  se  han  calculado  tablas  que  tienen  por  argumento 
el  dia  del  ano.  Estas  tablas  las  ha  dado  Bassel  en  su  obra :  Tabulae 
Regiomontanae  *. 


*  Para  unas  pocas  estrellas  se  hace  necesario  todavia  aplicar  la 
paralaje  anua,  y  para  este  cälculo  se  daran  las  espresiones  mas  c6mo- 
das  en  lo  sucesivo. 

U 
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Designando  por  a  j  i  ]&  ascension  recta  7  declinacion  de  un 
estrella  para  el  principio  de  un  afio ,  por  a'  y  ^  la  ascension  recta  j 
declinacion  aparentes  correspondientes  al  tiempo  r,  contado  desde 
el  principio  del  afio  j  esprdsado  en  partes  de  este  ultimo ;  ademas 
por  [i  j  (i  el  moyimiento  propio  de  la  estrella  en  ascension  recta 
7  declinacion,  el  cual  es  proporcional  al  tiempo,  se  tiene  segun 
las  förmulas  {B)  del  n«-  2,  (5)  7  (C)  del  n^-  5  cap.  H,  7  {Ä)  del 
n°- 16  cap.  ni: 

«' —  a  =  +  r  (w+n  tangd  sen  a]  +  T/tt 

—  [15".  8148  +  6".  8650  tang*  sen  a]  senQ 

—  9".  2231  tang^cos«  cosQ 

+  [0".  1902  +  0".  0822  tang  d  sen  a]  sen  2  Q 
+  0".  0896  tang^  cosa  cos  2Q 

—  [1".  1642  +  0".  5054  tang  S  sen  a]  sen  2  © 

—  0".  5509  tang  ^  cos  a  cos  2  © 

+  [0".  1173  -f  0".  0509  tang*  sen«]  Ben(®  ~P) 

—  [0".  0195  +  0".  0085  tangd  sena]  8en(©+P) 

—  0".  0093  tang  *  cos  a  coa  (©  +  P) 
—'20".  4451  cos  £  sec^  cos  a  cos  ® 

—  20".  4451  secd  sen«  sen® 

y 

—  6".  8650  cos  «  sen  Q  +  9".  2231  sen  a  cos  Q 
+  0".  0822  cos  «  sen  2  Q  --  0".  0896  sen  a  cos  2  Q 

—  0".  5054  cos  «  sen  2  ©  -*-  O".  5609  sen  a  cos  2  © 
+  0".  0509  cos  a  sen  (®  -  P) 

—  0".  0085  cos  a  sen  (® + P)  +  0".  0093  sen  «  cos  (®  +  P) 
+  20".  4451  [sen  a  sen  d  cos  «  —  cos  S  sen  e]  cos  ® 

—  20".  4451  cos  a  sen  9  sen  ®. 

En  estas  förmulas  se  hau  omitido  los  terminos  de  la  nutacion 
dependientes  de  la  doble  lonjitud  2^  7  de  la  anomalia  (£--P'  de  la 
Luna,  porque  6stos,  a  causa  del  movimiento  rapide  de  la  Luna, 
tienen  un  periodo  corto  7  es  mas  ventajoso  darlos  en  una  tabla 
especial.  Ademas  dichos  terminos  .son  pequenos  7  se  destru7en  por 
la  ma7or  parte ,  a  causa  del  periodo  corto ,  en  el  termino  medio  de 
muchas  observaciones  de  una  estrella.  En  jeneral,  no  se  los  toma 
en  cuenta  sino  para  las  estrellas  polares.  En  este  caso  llegan  &  ser 
apreciables  tambien  los  terminos  dependientes  de  los  cuadrados 
7  productos  de  la  nutacion  7  aberracion,  CU70S  terminos  se  d4n 
por  las  förmulas  {E)  del  n®-  5,  cap.  II,  7  (c),  (d)  7  (c)  del  n*>-  16, 
cap.  IIL     Estos  terminos,  como  asimismo  los  t6rminoB  menciona- 
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dos  antes ,  pueden  conyeridrse  en  tablas  para  cada  estrella  con  los 
argumentos  (f,  ©,  ©  +  <?.  yO  —  <ft,  siempre  que  sean  apreciables. 
Con  el  fin  de  convertir  en  tablas  las  espresiones  de  afriba  para 
a—a  j  3'— J,  pöngase: 


6".  8650  =  n  i  15".  8148  -  m  »  =  Ä 


0  .  0822  =  n  i,  0  .  1902  -  m  ii  =  Äi 

0".  5054  =  n  H  1".  1642  -  w  i,  =  Ä« 

0".  0609  =  n  t's  0".  1 173  -  w  «s  =  Ä, 

0".  0085  =  n  t4  0".  0195  -  m  h  -  hi 


j  las  formulas  pueden  escribirse  entonces  como  sigue : 

tf'~  o  =  [t— »  senQ  4-  t'i  Ben2Q  — 1*2  8en2 ®  + 13  sen (®  — P) 

—  «4  Ben  (® + P)]  [f»+n  tang  ä  sen  a] 

—  [9".  2231  COS  Q  -  0".  0896  cos  2  Q + 0".5509  COS  2  ® 

+  0".  0093  008  (0  +P)]  tangd  cos  « 

—  20".  4451  cos e  cos ®  .  cos «  sec d  —  20".  4451  sen ®  .  sen asecd  +  rfi 
- Ä senQ  +  Äi  sen2Q  —  Ä, sen2 ®  4- A3  8en(® — P)  —  A4  sen(® +P) 

y 

d'-9  =  [t—i senQ+ii  8en2ö  —  tj 8en2®  +  t's 8en(®— P) 

—  ♦4  sen  (®  -f  P)]  neos  « 
+  [9".  2231  cos  Ö  -  0".  0896  cos  2  Q  +  O".  5509  cos  2® 

+  0".  0093  cos  (® +P)]  sen  a 

—  20".  445 1  cos  €  cos  ®  [tang  «  cos  H  —  sen  d  sen  a] 

—  20".  4451  sen®  .  sen  d  cos« 

Si  se  introducen  ahora  las  siguientes  notaciones : 

-4  =  r  — » senQ  + 1|  8en2Q  —  %t  sen 2®  -f  ij  sen(®  —  P)  —  u  8en(®  +F) 

B  =  -  J>"-2231  cobQ+O".  0896  C0B2Q-f  0".5509  cos2®-0".0093  C08(®-fP) 

0=-  20".  4451  coBf  cos  ® 

D=- 20".  4461  Ben® 

£=-A8enQ-|-Ai8en2Q  —  Ätsen2® +  Ä3sen(®— P)-Ä4  8en(®+P) 

a  =  w  +  « tang  d  sen  a  a  —n  cos  a 

6  =  tangdco8ce  ?/  =  — sen« 

c  =  sec  S  cos  a  c  =  tang  s  cos  tf  —  sen  9  sen  a 

d  =  secÄ  sen  a  '  rf'  —  sen  ö  cos  a , 

se  obtiene  siniplemente : 

a-a  =  Aa  ^Bh  -hCe  +l)d  -hrß  +  E  . 

8-  8  =  Aa+Bb'  +  Cc  +Dd'  +  tfi'  ^^ 

Las  cantidades  a,  h,  c,  d^  a\h\  c\  d^  dependen  tan  solo  de  la 
posieion  de  la  estrella  y  de  la  oblicuidad  de  la  ecliptica;'  al  contrario, 
-4,  5,  C,  7)  dependen  de  ©  y  fl,,  y  son  por  tanto  funciones  simples 

14* 
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del  tiempo ,  qne  paeden  reducirse  k  tablas  qne  iengan  ei  tiempo  por 
argumento. 

Los  yalores  num^ricos  dados  en  las  förmulas  de  arriba  corres- 
ponden  a  1800,  j  para  esta  epoca  se  obtiene: 

*  =  0. 34223     »,  =  0.00410     »^  =  0. 02519     «s  =  0. 00254     »4  =  0.00042 
Ä  =  0.0672      Äi  =0.0016      Ät  =  0.0041      ^8  =  0.0006      ^4  =  0.0000, 

de  donde  se  signe ,  que  la  cantidad  E  asciende  siempre  solo  a  unos 
cent^simos  de  un  segnndo ,  por  .ciiya  razon  puede  despreciarse  casi 
siempre.  Como  algunos  de  los  coeficientes  en  las  föminlas  de  arriba 
son  variables  con  el  tiempo  (conforme  cou  el  n°-  5 ,  cap.  II)  e  igual- 
mente  los  valores  de  w  y  n,  se  obtiene  para  IQOO; 

»  =  0.34266     »1=0.00410     »,  =  0.02520     »3  =  0.00253     »4  =  0.00042 
Ä  =  0.0488      Äi  =  0.0014      Äi  =  0.0035      ^3  =  0.0055. 

Bessel  ha  dado  los  valores  de  las  constautes  A,  B,  C,  D,  1?  en 
SU  obra  ,,  Tabulae  Begiomontanae  "  para  los  afios  de  1750  ä  1850. 
Es  de  advertir  qne  en  ellas  ha  adoptado  para  las  constantes  de  la 
nntacion  j  aberracion  valores  diferentes  de  los  adoptados  arriba,  y 
como  se  han  omitido  tambien  los  terminos  multiplicados  por  {O  —  P) 
j  (©+P),  es  necesario  aplicar  a  los  valores  de  las  constantes  dados 
por  Bessel  las  correcciones  siguientes ,  a  fin  de  hacer  estos  acordes 
con  las  förmnlas  de  arriba: 

para  1750: 

dÄtz:  —  0. 0090  senQ  -f  0 .  0001  Ben2Q  +  0 .  0013  8en2© 

+  0 .  0025  8en(©-P)  -  0 .  0004  Ben(©+P) 
d  JB  =  —  0  .  2456  cos  Q  -f  0  .  00 19  008  2  Q  -H  0 .  0290  ooa  2  0 

—  0.0093  cos  (©-fP) 
<IC  =  — 0.1744  cos© 
(li)=  — 0.1901  sen® 
dE=  -  0 .  006  senQ  +  0 .  001  8en2Q. 

Para  1850  el  valor  de  dB  sera: 
d5  =  —  0.2466  cosQ  +  0.0019  C082Q  +  0.0291  C082  ©  —  0.0093  C08(®+P). 

Para  los  anos  de  1850  a  1860  las  constantes  han  sido  calculadas 
por  Zech  conforme  con  las  förmulas  de  Bessel;  al  contrario,  para 
los  aiios  de  18G0  a  1880  dichas  constantes  han  sido  calculadas  y  pu- 
blicadas  por  Wolfers  en  su  obra :  „  Tabulae  Beductionimi  Observa- 
tionum  astronomicarum  "  basadas  en  los  valores  modemos  arriba  da- 
dos. Tambien  se  hallan  estas  constantes  en  los  anuarios  astronömicos. 
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2*  Los  argumentos  de  todas  estas  tabla «  son  los  dias  del  afio, 
cujo  principio  se  hace  eoiucidir  con  el  instante  en  que  la  lonjitud 
del  Sol  es  280^.  Asl  es,  que  estas  tablas  sirven  inmediatamente 
para  el  nieridiano ,  para  el  cual  el  Sol  tiene  esta  lonjitud  en  el  in- 
stante en  que  principia  el  aüo  civil.  Mas,  como  el  Sol  tarda  365  dias 
y  ona  fraccion  de  un  dia  en  verificar  una  revolucion  entera,  se  y6 
que  estas  tablas  corresponden  en  cada  afio  k  otro  meridiano  distinto. 

Designandose  la  diferencia  de  meridianos  (espresada  en  tiempo) 

del  lugar,  para  el  cual  el  Sol  tiene  la  lonjitud  media  280^  al  prin- 

cipio  del  afio ,  por  k ,  considerada  positiva  al  Este  del  meridiano  de 

Paris ;  ademas  por  d  la  diferencia  de  meridianos  de  un  lugar  cual- 

quiera  con  respecto  a  Paris  pero  tomada  positiva  al  Oeste,  se  tiene 

qne  agregar  k+d  9l  tiempo  de  este  ultimo  lugar,  para  el  cual  se 

buscan  en  las  tablas  las  constantes  Äy  J9,  (7,  2),  E,  j  este  tiempo  asl 

correjido  sirve  de  argumento  con  el  que  se  entra  en  las  tablas.     La 

cantidad  k  se  determina  por: 

,      L  -  280° 

siendo  L  la  lonjitud  media  del  Sol  al  principio  del  afio  para  el  meri- 
diano de  Paris,  y  fi  el  movimiento  tröpico  medio  del  Sol  igual  k 
50 V.  3-).  Esta  cantidad  se  encuentra  en  las  tabulae  Begiomontanae, 
y  en  la  continuacion  de  ^stas  dada  por  WoKers  para  cada  afio,  de  1750 
ä  1850  y  de  1800  a  1880,  espresada  en  partes  de  un  dia;  ademas  se  dan 
en  estas  las  constantes  J.,  -B,  C,  D,  ^  para  el  principio  del  afio  fic- 
tioio,  que  tiene  lugar  cuando  la  lonjitud  del  Sol  es  280®,  6  lo  que  es 
lo  mismo  para  18^40™  de  tiempo  sid6reo  del  meridiano  para  el  cual  el 
Sol  tiene  esta  lonjitud  al  principio  del  afio,  y  tambien  para  la  misma 
hora  siderea,  de  diez  en  diez  dias*,  'Tratandose  de  tomar  de  las 


*  Para  el  cälculo  de  las  tablas  es  de  consiguiente: 

_         \0n 
^  ~  366  .  242201 ' 

lonjitud  media  del  Sol  =  280- +  ^g^yg^- . 

y  n  toma  sucesivamente  en  cada  ano  los  valores  de  todos  los  nümeros 
enteros  de  0  ä,  37.  La  lonjitud  vcrdadera  se  deduce  de  aqui  segun  I, 
no- 14.    Tambien  es : 

Q  =  33»  15'  25".  9  -  19°  20'  29".  53  («- 1800)  -         ^242201  ^^^  ^^  ^^  '  ^' 
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iablas  los  valores  cor  espondientes  ä  una  otra  hora  de  tiempo  sid6- 
reo,  p.  ej.,  ä  la  hora  de  la  culmiiiacion  de. una  eßtrella,  cuja  ascen- 
sion  recta  seaor,  se  tiene  que  agregar  al  argumento  k+d  la  cantidad: 

,      a-18J»40m      a       .   „_ 
a  = ^-jr =^-7  — 0.778. 

Como  ademas  en  el  dia,  para  el  cual  la  ascension  recta  del  Sol 
es  igual  k  la  ascension  recta  de  la  estrella,  tienen  lugar  dos  culmina- 
ciones  de  esta  misma  estrella,  se  ha  de  agregar  desde  esta  6poca 
la  unidad  a  la  fecha  ciyil  del  dia,  de  manera  que  el  argumento  com- 
pleto  es  igual  a  la  fecha  mas  la  cantidad : 

y  la  cantidad  i  es  igual  a  cero  desde  el  principio  del  afio  hasta  la 
6poca,  en  que  la  ascension  recta  del  Sol  llega  a  ser  igual  ä  a;  mien~ 
tras  que  desde  dicha  epoca  para  adelante  es  i=+  !• 

£1  dia  designado  por  Enero  0  en  las  tablas  es  el  dia  ä  cuya 
hora  sideral  18**  14™  el  aüo  principia,  contandose  los  dias  segun 
el  m6todo  usual,  esto  es,  desde  el  medio  dia.  La  culminacion  de 
las  estrellas,  cuyas  ascensiones  rectas  son  menores  que  18^40™,  no 
cae,  de  consiguiente,  en  el  primer  dia  designado  en  la  tablas  por 
Enero  0,  sino  en  el  dia  anterior,  y  por  esta  razon  debe  agregarse 
para  tales  estrellas ,  un  dia  ä  la  fecha  del  dia  contado  desde  el  me- 
dio dia,  para  obtener  el  argumento  con  el  que  se  entra  en  las  tablas, 
de  manera  que  para  estas  estrellas  i  sera  igual  a  1  desde  el  principio 
del  afio  hasta  el  dia  ön  que  la  ascension  recta  del  Sol  6s  igual  a  a, 
6  igual  a  2  para  los  dias  despues  de  esta  6poca. 

I^emplo:  Se  pide  la  correccion  de  la  posicion  media  de  a  Lyrae 
para  Abril  de  1861 ,  y  en  paHicular  para  la  hora  de  la  culminacion 
en  Berlin.    Para  el  principio  del  afio  se  tiene : 
a=278»3'30"  d=+38®39'23"  e=:23°27'22"  m=46".063  log«=l.30220 

y  con  estos  datos  se  obtiene : 

log  a  ;=  1 .  47971  log  a'  =  0 .  44889 

log  &  =  9. 04973  log  6' =  9.99569 


ademas  es: 


log  c  =  9 .  26409  log  c'  =  9 .  98106 

log  d  =  0. 10309„        log  d'  =  8 .94233; 


log^  =  9.4425  log  ^'  =  9.4564 

y  las  Tabulae  Reductionum  de  Wolfers  dan: 
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log  Ä       log  B        log  G 

log  D         log  T 

E 

Marzo  31    9.7494    0.5497^     1.2660^ 

0 .  5668„     9 .  3906 

+  0.05 

Abril     10    9.7663    0.5279„     1 .  2456„ 

0  .  8488„    9  .  4362 

+  0.06 

20    9.7819    0.4982„     1 .  2109„ 

1.0089„    9.4776 

+  0.06 

30    9.7995     0.4620„     1 .  1Ö96„ 

n                    n 

1.1166„    9.6154 

+  0.05 

Segun  las  förmulas  de  arriba  (Ä)  se  obtiene  en  seguida: 

«'-« 

d'-d 

Marzo  31    +1>.203 

- 19".  86 

Abril     10+1  .641 

- 19  .09 

20    +  1  .  871 

- 17  .79 

30     +2  .186 

- 16  .  97 

Ahora  es : 

Ä;  =  +  0.124,    d  =  -0.0'Sl,    — 

.18h40m 
o.K         =     0.006, 

j  como  i=l,  puesto  qne  a<  18'*40",  y  como  en  Marzo  j  Abril  la 

ascension  recta  del  Sei  es  menor  que  18**  40™,   el  argumento  es  en 

este  caso  igual  ä : 

la  fecha  + 1.088. 

Luego  se  obtiene  para  la  hora  de  la  ciilminacion  en  Berlin : 

Marzo  31  +1«.239  -  19".  79 

Abril    10  +  1  .  677  -  18  .  93 

20  +1  .906  -17  .62 

30  +2  .219  ~16  .76 

Itest4ndose  estas  correcciones  de  la  posicion  aparente  resulta  la 
posicion  media  correspondiente  al  principio  del  afio. 

3*  Este  modo  de  calcular  la  reduccion  k  la  posicion  aparente 
es  sobre  todo  cömodo  cuando  se  trata  de  calcular  una  efem^ride  para 
QU  espacio  de  tiempo  algo  largo ,  y  cuando  bai  que  reducir  muchas 
observaciones  de  una  misma  estrella.  Si  se  trata ,  empero ,  de  hallar 
la  reduccion  solo  para  un  dia  se&alado,  en  tal  caso  es  preferible 
yalerse  del  m6todo  siguiente ,  que  no  exije  el  calculo  penoso  de  las 
cantidades  constantes  a ,  & ,  c  etc. 

En  efecto,  los  t^rminos  relativos  k  la  precesion  y  nutacion  son: 

en  ascension  recta:  Am  •^- An  senatangd  +  Bt&ngd  cos  a  +  E 
7 :  en  declinacion :  A  n  cos  a  —  B  sen  a. 

Poni6ndose  pues: 

An=:g(i09G 
B=igaenG 
Am-¥E=f 
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los  t^rminos  relativos  a  la  ascension  recta  tomaran  la  forma : 

/"-f  g  Ben  ((? + a)  tang  d 

y  los  referentes  a  la  declinaciou : 

g  cos  {G+a). 

Ademas  los  t^rminos  para  la  aberracion  son : 

en  ascension  recta:  Csecdcosa  +  Dsec^sena 

en  declinacion :  —  C  sen  8  sen  a  +  D  sen  d  cos  er  +  C  tang  £  cos  8. 

Poniendo  pues: 

C  =  Ä8enfl",    B  —  hGOsHj    t=C7tange 

la  aberracion  en  ascension  recta  8er& : 

Ä8en(£r+a)secÄ 

y  en  declinacion : 

A  cos  {Il-\-tt)  sen  8  -\-%  cos  d, 

Asi  yendran  las  förmulas  completas  para  la  reduccion  a  la  po- 

sicion  aparente: 

«'  —a  =  /*+5fBen(G+a)tangd  +  Ä8en(fl"4-«)8ecd  +  Tfi' 

d'  —  8=        ^cos((x4-«)  +Äcos(lf+a)8enÄ  +  $co8d  +  T^'.   '^ 

Las  cantidades  f^Qyh^i^QjH  paeden  tambien  convertirse 
en  tablas  cuyo  argumento  es  otra  vez  el  tiempo.  Tales  tablas  se  dan 
en  los  anuarios  astronömicos  para  los  dias  medios ,  y  para  int6rvalos 
de  diez  en  diez  6  de  cinco  en  cinco  dias. 

Eßemplo :  Tratandose  de  buscar  la  reduccion  para  «  Lyrae  para 
el  10  de  Abril  de  1861,  a  las  17^  15™  de  tiempo  medio  (hora  de  la  cul- 
minacion  de  a  Lyrae),  se  saca  para  esta  6poca  del  Berliner  Jahrbacb: 

/•=+26".98,  (5f=+12".20,  G=^UH\  Ä=4-18".98,  J/=24;7ö3',  »=-7".68 

luego  6r+a  =  262»'        if+a=  166« 6' 

cos(6?+of)    9.13813„  flr8en((r+a)    1.08222„ 

g    1 .  08636  tang  «_9  .  90304 

sen  (G^+a)     9.99586„  Äsen  (IT-*- a)    0.68846 

cos  {H-\-  a)    9  .  98515„  cos  d    9  .  89260 

h    1.27830  i    0.87967„ 


8en(Ä-f«)     9.41016  ÄC08(ir+a)     1.26345 

send    9 .  79564 
r=  +  26".98  tcosa=:-   6".  92 

^ sen (G^+a)  tang«  =-   9".  67  gcos{G+a)  =  -   l".68 

Äsen(i/-fa)8ecd    =+   6".2ö        /icos(Ä^4-a)  Ben«  =  - ir.46 

tti  =  +   0^08  xn'  =  +   0^08 

a'-a  =  +  23".  64  =  +  li.676  a'-«  =  - 18".98. 
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4-  Las  foimulas  (A)  j  (B)  para  \a  reduccion  4  la  posicion  apa- 
rente  no  contienen  la  aberracion  diuma,  ni  la  paralaje.  Como  en  la 
espresion  relativa  k  la  aberracion  diuma  entra  la  latitud,  no  se  puede 
constmir  para  ella  tablas  jenerales ;  sin  embargo,  para  observaciones 
hechas  en  el  meridiano  la  aberracion  diurna  en  declinacion  es  cero, 
j  en  ascension  recta  tiene  las  misma  forma  que  la  correccion  debida 
a  las  observaciones  por  el  efecto  del  error  de  colimacion,  como  se 
Vera  mas  adelante,  de  manera  que  conviene  reunir  estas  dos  cor- 
recciones  en  una  sola. 

La  paralaje  no  ha  sido  determinada  sino  para  uq  nümero  mui 

limitado  deestreUas  j  debe  calcularse  separadamente  cuando  se  aspira 

ä  una  exactitud  mui  grande.    Segun  el  n^-  18,  cap.  III ,  las  förmulas 

relativas  a  la  paralaje  son  las  siguientes: 

tt—a  =  ^n  [co80  sen«  —  8en0  cose  cosa]  sec^ 

8'—d  =  —  n  [ooQS  aena  aend  —  fient  cosd]  sen©  — «cosGsenÄcosof. 

Poni6ndose :  ,        «- 

—  cos  e  008  a  =  Ä  sen  Ä 

—  sen  a  =  kcosK 
sen  or  Ben  d  cos  8  —  cos  ^  sen  e  =  Z  8en  X 

—  cos  tt  sen  d  =  I  co8  Xf, 

se  tendri  simplemente : 

o'  —  «  =  wÄ  cob(ä'-|-0)  secd 

No  habra  necesidad  de  aplicar  esta  correccion  sino  en  casos  mui 
raros,  p.  ej. ,  en  las  reducciones  de  las  observaciones  de  la  estrella 
polar,  cuya  ascension  recta  puede  variar  de  un  modo  apreciable  en 
virtud  de  la  paralaje,  6  de  las  relativas  a  la  estrella  o  Centauri,  cuya 
paralaje  asciende  pröximamente  a  un  segundo  de  arco. 


n.  -  DETERMINACION  DE  LAS  ASCENSIONES  RECTAS  Y  DECLI- 
NACIONES  DE  LAS  ESTRELLAS,  COMO  AStMlSMO  DE  LA  OBLI- 

CÜIDAD  DE  LA  ECLIPTICA. 

5«  Observandose  las  mferencias  de  los  tiempos  entre  los  pasos 
de  las  estrellas  por  el  meridiano  de  un  lugar,  se  obtienen  inmediata- 
mente  las  diferencias  de  sus  ascensiones  rectas  espresadas  en  tiempo. 
Para  practicar  estas  observaciones  se  requiere ,  de  consiguiente ,  un 
buen  reloj,  es  decir,  un  reloj  que  para  int6rvalos  de  tiempo,  du- 
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rante  los  cuales  arcos  iguoles  del  ecuador  pasan  por  el  meridiano, 
indique  »iempre  el  mismo  niimero  de  segundos  *,  y  un  instrumento 
de  altura  solidamente  montado  en  el  piano  del  meridiano,  k  saber, 
un  circulo  meridiano.  Este  ultimo  consiste  esencialmente  en 
un  eje  horizontal  que  descansa  en  dos  cojinetes  fijos ,  7  que  lleva  en 
cada  lado  un  circulo ,  de  los  que  uno  al  menos  esta  provisto  de  una 
graduacion  fina,  y  ademas  en  su  parte  media  un  anteojo.  A  los  des- 
cansos  se  hallan  afirmados  nonios  6  microscopios  mediante  los  cuales 
se  leen  en  el  circulo  los  arcos  recorridos  por  el  anteojo  al  jirar  6ste 
simultaneamente  con  los  circulos  en  torno  del  eje  horizontal. 

A  fin  de  examinar  el  andar  uniforme  del  reloj ,  sin  suponer  el 
conocimiento  de  las  posiciones  mismas  de  las  estrellas ,  se  observan 
los  pasos  consecutiyos  de  diferentes  estrellas  por  una  cruz  filar  esten- 
dida  en  el  piano  focal  del  anteojo ,  cuyo  punto  de  interseccion  coin- 
cide  exactamente  con  el  meridiano*"^.  El  tiempo  trascurrido  entre 
dos  pasos  consecutiyos  de  la  misma  estrella  por  el  meridiano  es  en 
tal  caso  igual  k  24  horas  de  tiempo  sidereo  -^-Ja,  ai  Jcc  significa  la 
variacion  de  la  -reduccion  &  la  posicion  aparente  durante  estas  24  ho- 
ras. Si,  por  consiguiente ,  las  observaciones  fuesen  exentas  de 
errores,  y  si  el  instrumento  al  tiempo  de  ambas  observacio&es  estu- 
viese  exactamente  situado  en  el  meridiano ,  cuya  ultima  condicion  se 
supone  cumplida,  en  tal  caso  los  int^rvalos  en+re  los  pasos  de  cada 
estrella,  observados  con  un  reloj  perfectamente  arreglado,  serian 
iguales  4  24^'{'Ja\  pero  a  causa  de  los  errores  inherentes  a  las 
diferentes  observaciones  se  puede  admitir  solamente,  que  el  t^nnino 
medio  de  los  int^rvalos  observados  de  cierto  nümero  de  estrellas, 
disminuido  en  el  t6rmino  medio  de  todas  las  Ja^  es  igual  ä  24**. 
Si  en  seguida  se  halla,  que  este  t6rmino  medio  no  es  24^,  sino 
24**— a,  en  tal  caso  representa  a  el  andar  del  reloj,  y  todas  las  ob- 
servaciones deben  correjirse  por  el  efecto  de  este  andar.  En  caso 
de  que  para  un  cierto  int6rvalo  las  diferentes  estrellas  den  valores  de 


*  No  se  necesita  conocer  con  este  fin  el  tiempo  mismo,  porque 
siempre  se  observan  tan  solo  diferendas  JS  tiempo. 

**  Uno  de  los  hilos  de  la  cruz  se  coloca  paralelo  al  movimiento 
diurno ,  haci^ndose  pasar  una  estrella  situada  cerca  del  ecuador  k  lo  largo 
del  hilo,  y  haciendo  jirar  el  bastidor  de  la  cruz,  mediante  dos  tomillos 
que  obran  en  direcciones  opuestas,  hasta  que  la  estrella  no  se  desvie 
mäs  del  hilo  durante  su  paso  por  el  campo  de  la  vision. 
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la  diferencia  24^  ~a,  tan  poco  diferentes  enire  sf,  que  los  desvios  pue- 
den  atribuirse  a  los  errores  posibles  de  observacion,  se  considera 
Gonstante  el  andar  durante  este  tiempo  6  igual  al  t6nnino  medio 

de  todas  las  a,  y  las  diferencias  en  ascensiou  recta  quedarän  despe- 

24             l 
jadas  del  andar  del  reloj,  multiplicandolas  por  = .    Si, 

al  contrario,  sucede  que  el  andar  del  reloj  va  aumentando  ö  disminuy- 
endo  con  el  tiempo,  y  si  las  observaciones  son  bastante  numerosas,  se 
paede  suponer ,  que  el  andar  l^orario  al  tiempo  t  queda  representado 
por:  a+h  (f — T),  en  donde  a  significa  el  andar  al  tiempo  T.  Mul- 
tiplicando  esta  espresion  por  dt,  ^  integrandola  entre  los  limites  t  y 
24 +f,  se  halla  el  andar  entre  dos  culminaciones  consecutivas  de 
una  estrella,  que  culmina  al  tiempo  t,  igual  a: 

Ua-hUbil2+t-T)=:u. 

Calculando  el  coefioiente  de  h  para  todas  las  estrellas  asi  obser- 
vadas ,  y  reemplazando  u  por  el  andar  que  resulte  de  las  diferentes 
esiarellas,  se  obtiene  un  nümero  de  ecuaciones  de  condicion,  de  las  que 
pueden  deducirse  ajh  conforme  con  el  m^todo  de  los  cuadrados  me- 
nores.    Finalmente  se  obtielie  el  andar  durante  el  tiempo  f'—f  por: 

a(r-o+6(t"-0[^'-r|, 

cuya  cantidad  espresa  la  correccion  que  debe  aplicarse  ä  cada  inter- 
valo  observado  i'—f. 

AI  contrario,  si  se  conoce  ya  una  serie  de  estrellas,  cuyas  dife- 
rencias en  ascension  recta  se  ballan  exactamente  determinadas ,  en 
tal  caso  la  diferencia  entre  la  posicion  aparente  de  cada  estrella  y  el 
tiempo  TI  observado  con  el  reloj  da  el  error  del  reloj  ^TJ^j  haci6n- 
dose  abstraccion  de  los  errores  de  observacion  y  de  los  errores  inhe- 
rentes  a  las  posiciones  de  las  estrellas ,  este  error  debe  ser  el  mismo 
para  todas  las  estrellas  si  el  reloj  esta  arreglado  exactamente  al 
tiempo  sid6reo.  Mas,  si  el  reloj  tiene  el  andar  a  al  tiempo  T,  cada 
estrella  conduce  a  una  ecuacion  de  la  forma: 

y  mediante  un  gran  nümero  de  estrellas  pueden  determinarse  las 
cantidas  JUj  aj,  b. 
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Para  observar  los  tiempos  de  la  culmlnacion  de  las  estrellas  es 
necesario  rectificar  el  circulo  meridiano  de  modo,  que  el  punto  de 
interseccion  de  la  cruz  filar  se  halle  en  el  meridiano,  6  si  esto  no 
tiene  lugar ,  que  se  conozca  el  desvio  de  dicho  punto  con  respecto  aJ 
meridiano*.  Si  la  linea  de  colimacion,  es  decir,  la  linea  que  une  el 
centro  del  objctivo  al  punto  de  interseccion  de  los  hilos,  es  perpen- 
dicular  al  eje  de  los  pezones  (el  eje  de  rotacion  del  instrumento) ,  en 
tal  caso  6sta  describe  en  virtud  de  la  rotacion  del  anteojo  un  piano 
que  corta  a  la  esfera  Celeste  en  un  circulo  mäximo.  Este  circulo 
sera  un  circulo  vertical ,  si  el  eje  de  lös  pezones  guarda  una  posicion 
horizontal ,  y  si  este  ultimo ,  por  fin ,  esta  dirijido  a  los  puntos  E.  j 
0.  del  horizonte,  la  linea  de  colimacion  se  moverä  en  el  meridiano. 
Asi  es ,  que  para  usar  el  instrumento  se  requieren  tres  rectificaciones. 

La  posicion  horizontal  del  eje  puede  examinarse  j  rectificarse 
mediante  el  nivel  de  aire ,  segun  se  ensefiara  en  el  n°- 1 ,  cap.  VII, 
puesto  que  uno  de  los  cojinetes  de  los  pezones  puede  levantarse  6 
rebajarse  mediante  unos  tomillos.  El  angulo  comprendido  entre  la 
linea  de  colimacion  y  el  eje  puede  rectificarse,  invirtiendo  todo  el 
instrumento  en  sus  cojinetes  y  dirijiendo  el  anteojo ,  en  cada  posicion 
del  instrumento  k  un  objeto  terrestre  distante ,  6  mejor  todavia  a  un 
anteojo  (colimador)  colocado  al  efecto  delante  del  anteojo -meridiano 
y  cuya  linea  de  colimacion  coincida  con  la  del  circulo  -  meridiano. 
En  efecto ,  si  este  anteojo  esta  provisto  en  su  foco  tambien  de  una 
cruz  ülar ,  se  verä  esta  ultima  por  el  anteojo  meridiano  como  un  ob- 
jeto 4  una  distancia  infinita,  4  causa  de  que  los  rayos  partiendo  de 
la  cruz  filar  salen  paralelos  entre  si  del  objetiyo  del  colimador.  Si 
ahora  el  angulo  comprendido  entre  la  linea  de  colimacion  y  el  eje 
del  circiQo- meridiano  difiere  del  angulo  recto  en  la  cantidad  x^  el 
angulo  comprendido  entre  los  ejes  de  los  dos  anteojos  en  las  dos  posi- 
ciones  del  instrumento  sera  2  a;,  6  la  cruz  filar  del  anteojo  fijo  vista 
por  el  anteojo  del  circulo -meridiano  aparecera  cambiada  de  posicion 
en  el  &agulo  2x  con  el  respecto  4  la  segunda  cruz.    Haciundose  mu- 


*  Los  m^todos  completos  para  rectificar  el  circulo -meridiano,  como 
apf mismo  para  dcterminar  sus  erroFea  y  las  correcciones ,  que  por  efecto 
de  estos  Ultimos  dcben  aplicarse  a  las  obscrvaciones,  se  daran  en  el 
sdptimo  capitulo.  Aqui  solo  se  hace  ver,  que  estas  determinaciones 
pueden  hacerse  de  un  modo  completo  sin  tener  necesidad  de  conocer 
las  posiciones  mismas  de  las  estrellas. 
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dar  de  posicion  esta  cruz  mediante  unos  tornillos  que  la  hacen  mar- 
char  en  la  direccion  perpendicular  ä  la  linea  yisual  en  el  angulo  x^ 
la  linea  de  colimacion  quedar4  perpendicular  al  eje  de  rotacion,  y  la 
cruz  filar  del  colimador  conservara  una  posicion  invariable  con  re- 
specto  a  la  cruz  del  instrumento  en  ambas  posiciones  de  este  ultimo, 
6  en  otras  palabras ,  guardarä  la  misma  distancia  al  punto  de  inter- 
seccion  de  la  cruz  en  ambas  posiciones.  Si  esto  no  se  verifica  to- 
davia  exactamente ,  se  puede  disminuir  el  error  en  cuanto  se  quiera, 
repitiendo  la  operacion. 

Verificadas  estas  rectificaciones  la  linea  de  colimacion  descri- 
bira  un  circulo  vertical.  Finalmente  para  dirijir  el  eje  horizontal 
exactamente  de  E.  h  0. ,  se  debe  recurrir  a  la  observacion  de  las 
estrellas,  pero  el  conocimiento  de  sus  posiciones  no  es  necesario. 
Las  estrellas  circumpolares ,  p.  ej.  Polaris,  describen  un  circulo  en- 
tere sobre  el  horizonte  de  un  lugar ,  siempre  que  su  latitud  no  sea 
mui  pequefia.  Si  el  anteojo  describe  ahora  un  circulo  vertical ,  y  si 
este  circulo  se  halla  proximo  al  meridiano,  en  tal  caso  la  linea  visual 
cortara  al  circulo  paralelo  de  la  estrella  en  dos  puntos;  de  consigui- 
ente  la  estrella  podra  verse  en  el  anteojo  dos  veces  durante  su  revo- 
lucion.  Observandose ,  pues ,  los  tiempos  de  sus  pasos  por  la  cruz 
filar,  primero  en  la  rejion  sobre  el  polo,  en  seguida  debajo  de  6ste, 
el  tiempo  trascurrido  entre  los  dos  pasos  ser4  igual  a  12  horas  de  tiempo 
sidereo  -{-da,  designändose  por  ^ or  la  variacion  de  la  ascension  recta 
en  12  horas,  pero  solo  cuando  el  piano  descrito  por  el  anteojo  coincide 
con  el  meridiano ;  al  contrario,  este  tiempo  serä  mayor  ö  menor  que  12**, 
cuando  el  anteojo  se  mueve  al  lado  oriental  ü  occidental  del  meridiano. 
Como  uno  de  los  cojinetes  admite  un  movimiento  en  la  direccion  de 
Norte  a  Sur,  se  puede  variarlo  hasta  que  el  intervalo  entre  las  dos  ob- 
servaciones  llega  a  ser  exactamente  igual  a  12^+^ er;  el  anteojo  se 
hallara  entonces  en  el  meridiano,  6  el  eje  en  la  direccion  de  E.  a  0.  *. 

Tambien  pueden  compararse  entre  si  los  intervalos  entre  tres 
pasos  consecutivos  de  la  estrella  por  el  meridiano ,  de  los  que  dos 


*  Como  la  rectificacion  rigorosa  del  instrumento  serfa  impracticable 
a  causa  de  las  variaciones  de  Iob  errores,  se  efectua  la  rectificacion  solo 
aproximadamente,  y  se  determinan  por  los  m^todos  de  arriba  y  por 
otroB  semejantes,  espuestos  en  el  ultimo  capitulo,  los  errores  del  instru- 
mento, para  correjir  en  seguida  los  pasos  observados  debidamente  por 
el  efecto  de  estos  errores. 
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caen,  de  consiguiente,  al  mismo  lado  del  polo,  j  estos  intervalos 
deben  ser  iguales  en  el  caso  de  que  el  instrumento  se  mueva  en  el  me- 
ridiano.  Si  los  int^rvalos  resultan  designales,  el  anteojo  se  mneye  al 
lado  del  meridiano  en  donde  la  estrella  ha  tardado  el  tiempo  mas  coito. 

Observandose  con  im  instrumento  asi  rectificado  los  pasos  de 
las  estrellas,  se  obtienen  las  diferencias  en  ascension  recta,  7  4  estas 
han  de  aplicarse  las  reducciones  4  la  posicion  aparente  con  el  signo 
opuesto  para  obtener  las  diferencias  medias  en  ascension  recta  corres- 
pondientes  al  principio  del  afio.  En  el  c&lculo  de  estas  correcciones 
se  supone  ya  nn  conocimiento  aproximado  de  la  ascension  recta  y 
declinacion,  cuyas  coordenadas  se  encuentran  en  los  cat&logos  de 
estrellas  constniidos  anteriormente. 

8i  el  astro  tiene  un  disco  aparente,  no  se  puede  observar  sino 
SU  borde,  y  como  este  astro  tiene  tambien  un  moviiniento  propio,  se 
tiene  que  calcular,  segun  el  n^*  28,  cap.  I,  el  tiempo  necesario  para 
el  paso  del  radio  del  disco  por  el  meridiano ,  y  agregar  este  tiempo 
al  tiempo  observado  ö  restarlo  de  este  ultimo,  segun  que  haya  sido  ob- 
servado  el  borde  que  precede  6  el  que  sigue  al  centro.  Tratiuidose 
del  Sol,  se  pueden  observar  los  dos  bordes,  y  el  c41culo  se  reduce  & 
tomar  simplemente  el  promedio  de  los  dos  tiempos  de  observacion. 

£1  tiempo  del  reloj  relativo  4  la  culminacion  de  nna  estrella 
puede  determinarse  todavia  de  otro  modo,  k  saber,  por  la  obser- 
yacion  de  los  instantes  en  que  la  estrella  Uega  k  alturas  iguales  h 
ambos  lados  del  meridiano.  Para  estas  observaciones  se  requiere 
un  circulo  yertical  afirmado  ä  una  colunma  vertical  movible  en 
tomo  de  su  eje,  de  manera  que  el  circulo  pueda  colocarse  en  el 
piano  de  cualquier  circulo  vertical.  Observados  mediante  este  in- 
strumento los  tiempos  en  que  una  estrella  llega  k  alturas  iguales 
k  ambos  lados  del  meridiano,  la  semi  -  suma  de  estos  tiempos  es  ignal 
al  tiempo  del  reloj  correspondiente  k  la  culminacion  de  la  estrella. 
Es  claro ,  que  no  se  necesita  conocer  la  altura  misma  de  la  estrella^ 
y  solo  es  esencial  que  el  anteojo  forme  el  mismo  4ngulo  con  el  hori- 
zonte  en  las  dos  observaciones.  Mas,  si  los  dos  4ngulos  difieren  poco 
el  uno  del  otro,  facil  es  calcular  el  error  que  asi  resulta  para  el 
tiempo  del  reloj  correspondiente  a  la  culminacion ;  pues  si  la  distancia 
senital  tomada  al  Oeste  es  demasiado  grande  en  ^0^  en  tal  caso  la 
estreUa  ha  sido  observada  en  un  4ngulo  horario  demasiado  grande 
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en j,  y  por  tanto  se  ha  de  restar  del  t^rmino  medio  de  los 

*  ^  z 

dos  idempos  la  correccion  -lAr . 7.     Una  correccion  de  este 

*^  <»"     coä^sen^ 

j^nero  se  hara  siempre  necesaria  a  causa  de  la  refraccion;  en  efecto, 
si  bien  la  refraccion  media  para  las  dos  observaciones  es  la  misma, 
snponiendo  iguales  las  altaras,  las  variaciones  ocnrridas  en  el  estado 
de  los  instrumentos  meteorolöjicos  durante  el  int^rvalo  entre  las  dos 
observaciones  produciran  una  pequefia  diferencia,  cuyo  influjo  puede 
calcularse  por  medio  de  la  förmula  de  arriba.  En  las  observacio- 
nes del  Sol  se  hace  necesaria  tambien  una  correccion  debida  a  la 
yariacion  de  la  declinacion  durante  el  int^rvalo  comprendido  entre 
las  dod  observaciones. 

De  la  förmula  -^=cosqpsen-4  resulta.,  que  es  ventajoso  obser- 

var  las  distancias  zenitales  de  las  estrellas  cerca  del  primer  vertical, 
puesto  que  entonces  varian  estas  distancias  lo  mas  rapidamente  po- 
gible,  7  estas  determinaciones  se  vuelven  sobre  todo  ventajosas  para 
loa  astros  situados  cerca  del  ecuador  7  para  un  lugar  de  la  Tierra 
pröximo  al  ecuador,  porque  en  este  ultimo  caso  cos(p  se  acerca  4  la 
imidad.  Como  la  determinacion  de  las  ascensiones  rectas  absolutas 
se  funda  en  tales  observasiones ,  como  se  vera  mas  adelante,  68ta 
podra  efectuarse  con  ventaja,  segun  el  m6todo  de  arriba,  en  un  lu- 
gar situado  cerca  del  ecuador  terrestre. 

6*  Bisecandose  por  el  bilo  horizontal  las  estrellas  en  el  instante 
de  sus  pasos  por  el  hilo  vertical  del  circulo  meridiano,  7  haci^ndose 
mediante  los  nonios  6  microscopios  las  lecturas  del  circulo,  se  obtiene 
por  las  diferencias  de  estas  lecturas  las  diferencias  de  las  alturas  meri- 
dianas  aparentes*.  Si  se  conoce  tambien  la  lectura  que  corresponde 
al  zenit,  se  obtienen  las  distancias  zenitales  aparentes  de  las  estrellas, 
restandola  de  todas  las  demas  lecturas.  El  punto  zenital  del  circulo 
puede  hallarse  fäcilmente  por  la  observacion  de  las  imajenes  refleja- 
das  de  los  hilos  en  un  horizonte  de  mercurio.  AI  efecto  se  dirije  el 
anteojo  häcia  el  nadir  a  una  tasa  Uenada  de  mercurio ,  que  se  co- 


*  £n  el  capitulo  YIl  se  daran  las  correcciones  completas  debidae 
&  estas  lecturas  para  despejarlas  de  los  errores  instrumentales,  como 
son,  p.  ej.,  lo«  enores  de  graduacion  7  los  errores  provenientes  del  influjo 
de  la  pesantez  sobre  las  diferentes  partes  del  instrumento. 


224 

loca  debajo  del  objetivo ;  haci^ndose  reflejar  en  seguida  la  luz  por  el 
lado  esterior  del  ocular  hacia  el  mercurio  se  diyisar4 ,  a  mas  de  los 
hilos  sobre  el  fondo  iluminado,  tambien  las  imajenes  reflejadas  de 
ellos ,  y  haciendo  jirar  el  anteojo  hasta  que  la  imajen  reflejada  del 
hilo  horizontal  coincide  con  el  hilo ,  el  anteojo  quedara  dirijido  al 
nadir.  De  este  modo  se  obtiene  entonces  la  lectura  del  punto  nadir, 
y  por  consiguiente  tambien  el  punto  zenital  del  circulo. 

Las  distancias  zenitales  aparentes  han  de  despejarse  en  primer 
lugar  de  la  refraccion  y  tambien  de  la  paralaje ,  siempre  que  se  ob- 
serve  el  Sol,  la  Luna  6  un  planeta,  agregando  a  la  distancia  zeni- 
tal la  refraccion  calculada  segun  la  förmula  (Ä)  del  n*^-  12 ,  cap.  IQ, 
y  restando  de  ellajp  sen  e^  en  dondej?  significa  la  paralaje  horizontal 
(escepto  la  Luna,  en  cuyo  caso  se  ha  de  hacer  uso  de  la  formula 
rigorosa),  Si  el  astro  tiene  un  disco  visible,  como  sucede  con  el 
Sol ,  se  debe  aplicar  todayia  el  radio  4  la  distancia  zenital  correjida 
de  la  refraccion  y  paralaje,  6  tomar  el  t6rmino  medio  de  las  dos 
distancias  zenitales  correjidas ,  si  los  dos  bordes ,  superior  6  inferior, 
del  Sol  han  sido  observados.  Como  en  este  caso  la  punteria  al  borde 
superior  6  inferior  tiene  que  hacerse  k  cierta  distancia  del  hilo  verti- 
cal,  es  decir,  fuera  del  meridiano,  se  hace  necesario  aplicar  todavia 
una  pequefia  correccion  (cuya  espresion  se  dara  en  el  capitulo  VII), 
puesto  que  el  hilo  horizontal  representa  un  circulo  maximo  en  la 
esfera  Celeste  y  difiere  por  eso  del  paralelo  descrito  por  el  asiro. 

Conoci^ndose  las  distancias  zenitales  en  el  meridiano  y  la  lati- 
tud  del  lugar  de  observacion ,  se  deducen  de  ellas  las  declinaciones 
conforme  con  el  n®-  23 ,  cap.  I.  En  cuanto  a  la  latitud ,  esta  puede 
facilmente  determinarse ,  observando  segun  lo  espuesto  arriba  las 
distancias  zenitales  de  las  estrellas  circumpolares ,  puesto  que  la 
semi-suma  de  las  distancias  zenitales  correjidas  de  la  refraccion 
4-^^d  es  igual  4  la  altura  del  ecuador  correspondiente  al  lugar  de 
observacion,  en  donde  J8  significa  la  variacion  de  la  reduccion  a  la 
declinacion  aparcnte  durante  este  intervalo  de  tiempo.  Tambien  puede 
determinarse  la  latitud,  observandose  las  estrellas  circumpolares  eu 
sus  culminaciones  superiores  6  inferiores  tanto  directamente ,  cuanto 
por  reflexion  en  un  horizonte  artificial.  En  tal  caso  ]a  semi-suma 
de  las  alturas  verdaderas  en  ambas  culminaciones  menos  ^^d,  es 
igual  ä  la  latitud  del  lugar  de  observacion.  Mas  como  las  obser- 
yaciones  directas  y  reflejas  no  pueden  hacerse  simultaneament«,  y 
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como  suelen  pracidcarse  yarias  observaciones  en  las  proximidades  del 
meridiano  al  tiempo  de  cada  ciilminacion,  se  tiene  que  aplicar  k  cada 
observacipn  la  reduccion  al  meridiano  con  arreglo  a  lo  que  se  en- 
senar4  en  el  s^ptimo  capitolo  al  tratar  del  circnlo  -  meridiano. 

Estos  m^todos  para  determinar  la  latitud  mediante  las  estrellas 
circumpolares  dejan  de  ser  aplicables  para  un  lugar  situado  en  las 
inmediaciones  del  ecuador.  En  tal  caso  se  debe  determinar  la  altara, 
6  la  distancia  zenital  del  ecuador  pSr  las  observaciones  del  Sol,  como 
86  hara  ver  en  el  numero  siguiente. 

Determinada  asl  la  latitud  del  lugar  de  observacion,  se  deducen 
de  las  distancias  zenitales  correjidas  de  refrEkccion  las  declinaciones 
aparentes  de  las  estrellas ,  las  que  se  trasformarän  en  declinaciones 
medias  correspondientes  al  principio  del  ano ,  aplicando  la  reduccion 
ä  la  posicion  aparente  con  el  signo  inverso. 

7*   Como  para  el  Sol  tiene  lugar  la  relacion: 

senÄ  tange  —  tang  2>, 
se  sigue ,  que  la  observacion  de  la  declinacion  del  Sol  d4  la  oblicui- 
cuidad  de  la  ecliptica,  si  se  conoce  la  ascension  recta,  6  la  ascension 
recta  suponiendo  conocida  la  oblicuidad.     Pero  diferenciando  esta 
eenacion  logaritmicamente ,  resulta  la  ecuacion  diferencial 

.    j     .  j  ,   2dt        2dD 
aan'Ie     Ben22/ 

que  hace  ver,  que  la  oblicuidad  se  determina  -del  modo  mas  ventajoso 
per  medio  de  las  observaciones  hechas  en  las  proximidades  de  los 
solsticios,  mientras  que  para  determinar  la  ascension  recta  las  obser- 
vaciones deben  practicarse  de  preferencia  en  las  cercanlas  de  los 
puntos  equinocciales.  Observandose  la  declinacion  del  Sol  en  el  in- 
stante en  que  su  ascension  recta  es  90°  6  270°,  la  oblicuidad  de  la 
ecliptica  es  igual  ä  esta  declinacion  disminuida  en  la  latitud  del  Sol. 
Pero  si  la  posicion  de  los  puntos  equinocciales  se  conoce  aproximada- 
mente,  bastarä  ya  observar  las  declinaciones  del  Sol  en  las  proxi- 
midades de  los  puntos  solsticiales  para  hallar  mediante  el  c41culo 
la  oblicuidad  de  la  ecliptica ,  vali^ndose  con  este  fin  de  la  förmula 
de  arriba,  6  mejor  todavia  de  su  desarroUo  en  serie.  Sea  D'  la  de- 
clinacion ,  B  la  latitud  del  Sol ;  segun  las  förmulas  dadas  en  la  nota 
del  n®- 11,  cap.  I,  la  declinacion  correjida  por  efecto  de  la  latitud 
del  Sol  sera: 

15 
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cosZ) 

es  decir ,  la  declinacion  que  se  hubiera  observado  si  al  tiempo  de  la 
observacion  el  centro  del  Sol  hubiese  estado  situado  en  la  ecliptica. 
Designandose  por  x  la  distancia  del  Sol  al  panto  solsticial  en 
ascension  recta,  esto  es  a;  =3  90^ — A,  se  tiene  la  ecuacion: 

cos  X  tang  s  ^  tang  D 

m 

por  la  cual  «  puede  desarroUarse  en  una  serie  r&pidamente  conver- 
jente,  pnesto  que  segun  la  suposicion  x  es  una  cantidad  pequeiia. 
Efectivamente  resulta  segun  la  formula  (18)  del  n®-  H  de  la  intro- 
duccion : 

h  =  D  +  tang^ x^  .  8en2l>  +  \  tang J  x^  sen 42)  -f (-4) 

Por  medio  de  esta  espresion  puede,  pues,  determinarse  fÄcil- 
mente  la  oblicuidad  de  la  ecliptica  mediante  una  observacion  de  la 
declinacioA  del  Sol  practicada  en  las  cercanias  de  los  solsticios.  Es 
claro ,  que  la  aberracion  del  Sol ,  la  que  hace  variar  solamente  la 
posicion  aparente  en  la  ecliptica,  no  tiene  ningun  influjo  en  el  resnl- 
tado.  Tampoco  £  se  alteraria,  si  A  y  J)  se  redujesen  k  un  otro  equi- 
noccio  por  medio  de  la  precesion.  Mas,  %\  Aj  D  estan  afectadas  de 
la  nutacion,  el  valor  ballado  de  t  representara  la  oblicuidad  aparente, 
afectada  de  la  nutacion. 

Bjetnplo:  El  19  de  Junio  de  1843  se  observö  en  Königsberg  la 

declinacion  del  Sol  igual  ä  +23®20'8".57,  cuyo  valor  se  ha  correjido 

ya  por  efecto  de  la  precesion  y  paralaje.    La  ascension  recta,  corres- 

pondiente  al  mismo  tiempo,  se  hallö  igual  k  5^48"*  50". 54.    Luego 

es  ic=0'*ll°*9».46  =  2^47'2r.00,  y  como  la  latitud  del  Sol  es  igual 

ä  +0".70,  serä: 

D  =  4-  230  26'  7".  87 

l©r  tdrmino  de  la  serie  =     + 1 29  .  23 

20   termino  de  la  serie  =         -f-0  .04 

s=23°27'37'M4 

Este  valor  es ,  de  consiguiente ,  la  oblicuidad  aparente  paora  1843 
Junio  19,  tal  como  resulta  de  esta  observacion.  Calculando  ahora 
la  nutacion  de  la  oblicuidad  segun  las  formulas  del  n^*  5?  cap«  Ü, 
y  atendiendo  k  que  ü=272^37'.4,  ©=87^0',  ([=350<*17  y  P^28(Pu\ 
se  halla  z^£  =  4-0'^05;  luego  la  citada  observacion  dara  para  la  obli- 
cuidad media  en  este  dia  23^  27' 37".  09. 
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El  mismo  resultado  se  hubiera  obtenido ,  pero  de  un  modo  mas 
largo,  si  A  j  D  se  hubiesen  correjido  por  efecto  de  la  nutacion, 
siguiendo  las  reglas  dadas  en  los  n®"*  5  y  7  del  segundo  capitulo ,  y 
efectuando  el  c41culo  de  la  förmula  (A)  con  estos  valores  correjidos. 
La  nutacion  en  lonjitnd  resulta  igual  ä  + 17".  18 ,  luego  ,-J  « =+ 1" .  25^ 
//^=+0".39;  de  consiguiente : 

D  correjida  =  23°  26'    7"- 48 
1«  tdrmino  +  1  29  .67 

2o    tärmino  +0  .04 


oblicuidad  media  =  23°  27'  37".  09 

A  fin  de  despejar  el  resultado  de  los  errores  fortuitos  de  obser- 
yacion,  se  observa  la  declinacion  del  Sol  en  el  mayor  nümero  posible 
de  dias  pröximos  al  solsticio ,  tomando  en  segnida  el  termino  medio 
de  los  diferentes  valores  de  s  asi  obtenidos.  Con  todo,  los  erro* 
res  constantes  de  que  pudieren  estar  afectadas  las  cantidadcs  x  j  Dy 
no  qnedarän  eliminados  de  este  modo.  Designändose  por  i  la  obli- 
cuidad calciüada  con  los  valores  de  o;  y  D  segrm  lo  espuesto,  los 
errores  de  05  y  D  por  dx  j  dD,  en  tal  caso  cada  observacion  propor- 
ciona  una  ecuacion  de  la  forma: 

e  =  8'-f-  \^  tanga;8en2eda;H j^rpr  dD, 

'       ®  8en2l>         ' 

la  que  fäcilmente  resulta  de  la  ecuacion  diferencial  dada  arriba ,  y 
en  la  cnal  dx  se  espresa  en  segundos  de  tiempo.  Para  el  ejemplo 
dado  arriba  ser4,  p.  ej.: 

f  =  2.S027'37".09 +0.212  <ia;+ 1.001  dD, 

de  manera  que  un  error  de  un  segundo  de  tiempo  en  x  no  produce 
sino  un  error  de  0".2l  en  la  oblicuidad.  Adoptando,  pues,  un  valor 
fo  de  f ,  de  modo  que  £={^+^«1  y  poniendo  Jq— £'=w,  cada  obser- 
vacion conduce  a  una  ecuacion  de  la  forma: 

0  =  n  -f  d«  —  V  tanga;  Ben  sdx -rr  dD. 

*  Ben  2  JJ 

Tratando  en  seguida  todas  las  ecuaciones  con  arreglo  al  m6- 
todo  de  las  cuadrados  menores ,  se  puede  espresar  mediante  las  tres 
ecuaciones  del  minimo,  de  en  funcion  de  dx  j  dD,  de  manera  que  si 
faere  necesario  variar  la  ascension  recta  y  declinacion  en  las  cantidadas 
constantes  dÄ=:—dx  y  dD,  se  deduciria  fäcilmente  la  variacion  de  s 
causada  por  estas  ültimas.    El  valor  mas  probable  de  la  oblicuidad 

15* 


_■' 
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hallado  por  las  observaciones  hechas  en  las  cercanlas  de  im  solsticio 
tendr^,  pues,  la  forma: 

j  el  coeficiente  de  dD  serä  siempre  pröximamente  imo.  Si  no  hai 
errores  constantes  en  D  j  x^  esto  es,  si  dD  y  dx  son  nulos,  se  debe- 
rla  obtener  el  mismo  valor  para  la  oblicuidad,  efectuando  una  deter- 
minacion  semejante  al  tiempo  del  solsticio  del  inviemo ,  el  que  solo 
se  diferenciaria  del  anterior  en  la  variacion  secular  O".  23,  correspon- 
diente  al  int6rvalo  que  media  entre  las  observaciones.  Sin  embargo, 
los  errores  fortnitos  cometidos  en  las  diferentes  distancias  zenitales, 
6  los  errores  accidentales  inherentes  a  la  refraccion  no  se  annlaran 
completamente  en  el  t^rmino  medio  de  las  observaciones  hechas  aJ 
tiempo  del  solsticio ,  por  manera  que  solo  se  podra  llegar  k  un  valor 
exacto  de  la  oblicuidad  para  una  6poca  determinada,  reduciendo  a 
esta  6poca  todos  los  resultados  obtenidos,  segun  lo  espuesto,  para 
un  gran  nümero  de  solsticios  diferentes ,  j  tomando  de  estos  resul- 
tados el  t6rmino  medio.  Determinando  ademas  la  oblicuidad  media 
de  la  ecliptica  en  diferentes  6pocas ,  se  obtiene  al  mismo  tiempo  la 
variacion  secular  de  ella.  Si  al  tiempo  t  ha  resultado  de  las  ob- 
servaciones la  oblicuidad  media  s ,  j  admitiendo  que  al  tiempo  ^q  el 
valor  verdadero  de  la  oblicuidad  media  es,  SQ+ds,  y  la  disminucion 
anual  igual  k  Je+x,  se  obtendria,  si  el  valor  observado  fuese  exacto: 

e  =  gQ  +  flfe  —  (Jb+x)  {t—to)' 
Poniendo  pues: 

cada  observacion  de  la  oblicuidad  media  hecha  al  tiempo  de  un  sols- 
ticio proporciona  una  ecuacion  de  la  forma: 

0  =  n-t-dfi-|-ic(t— <o) 
y  si  hai  muchas  de  estas  determinaciones ,  se  puede  deducir  de  ellas 
los  valores  mas  probables  de  de  j  x  segun  el  m6todo  de  los  cuadra- 
dos  menores.  De  este  modo  hallö  Bessel,  comparando  sus  propias 
observaciones  4  las  hechas  por  Bradley ,  la  oblicuidad  media  de  la 
ecliptica  correspondiente  k  1800  igual  k  23®  27' 54".  80,  y  la  disminu- 
cion 4nua  igual  k  0''.457;  mientras  que  Feters  dedujo  de  la  compara 
cion  de  las  observaciones  hechas  por  Struve  y  Bradley  la  oblicuidad 
media  correspondiente  al  tiempo  t  igual  a: 

23°  27'  54".  22  -  0 .  4645  {t  - 1800) 

cuyo  valor  se  considera  comunemente  hoi  dia  como  el  mas  exacto. 
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Si  en  la  determinacion  de  las  declinaciones  ha  sido  cometido  un 
error  constante,  p.  ej.,  si  la  latitud  no  se  conoce  sino  aproximada- 
mente,  tambien  se  manefestarän  diferencias  constantes  en  la  obli- 
cuidad  determinada  por  los  solsticios  del  verano  6  invierno.  Como 
D=Z'\-<p^  se  sigue  que  la  correccion  de  9,  designada  con  d()p,  se 
obtendra  del  solsticio  del  verano  por  la  ecuacion : 

b  =  b'  +  adfp 

en  la  cual  se  espresa  por  b  el  valor  verdadero  de  la  oblicuidad,  j  por 
{'  el  valor  deducido  de  las  observaciones.  AI  contrario ,  las  obser- 
vaciones  hechas  al  tiempo  del  solsticio  del  invierno  daran  la  ecuacion : 

fi  =  i   —  a  09 
7  de  aqui  se  deduce : 


dfp  = 


a  +  a 


en  donde  e  —  c^  es  la  variacion  secular.  Esta  es  la  correccion  de  la 
latitud  bajo  el  snpuesto  de  que  no  haya  un  error  constante  en  1^ 
determinacion  de  e,  Por  lo  demas  un  valor  aproximado  de  la  latitud 
se  halla  de  este  modo  por  la  observacion  de  la  distancia  zenital  del 
Sei  en  los  dias  pröximos  4  los  solsticios  del  verano  h  invierno.  En 
efecto ,  si  /  7  /'  son  las  distancias  zenitales  correjidas  de  refraccion, 
paralaje  7  nutacion,  y  tomando  negativas  las  distancias  zenitales 
australes,  se  tendra: 

9  =  - 


/  +  /' 


8«  Conocida  la  oblicuidad  de  la  ecliptica,  se  puede  determi- 
nar  la  ascension  recta  absoluta  de  luia  estrella  7  en  seguida,  me- 
diante  las  diferencias  en  ascension  recta,  las  ascansiones  rectas  de 
todas  las  estrellas.  Con  este  fin  se  escoje  nna  estrella  consplcua  que 
tambien  de  dia  pueda  observarse  7  que  se  halle  situada  cerca  del 
ecuador,  como,  p.  ej.,  «  Canis  minoris  (Proc7on),  6  et  Aquilae  (AltaYr). 
Observandose  la  estrella  en  el  meridiano  al  tiempo  t  del  reloj ,  el  Sol 
al  tiempo  T,  la  diferencia  t—T^  correjida  del  andor  del  reloj,  es 
igual  a  la  diferencia  en  ascension  recta  de  la  estrella  7  del  Sol  para 
la  6poca  de  la  culminacion  de  este  ultimo.  Observando  tambien ,  al 
tiempo  de  la  culminacion,  la  declinacion  del  Sol,  se  obtiene  la  ascen- 
sion recta  del  6ste  por  la  ecuacion: 

Ben  J.  tang  s  =  tang  D 
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en  la  cual  se  öui)one  D  correjida  por  efecto  de  la  pai'alaje  y  latitud 
del  Sol.    De  aqui  se  dedlice: 

a  =  arcsen  -r—^ h  *  —  T, 

tange 

y  procediendo  de  un  modo  rigoroso,  se  ha  de  correjir  tambien  el 
tiempo  T  por  efecto  de  la  latitud,  agregando  con  este  fin  la  can- 

tidad :  +  cos  Ä  sec  8  sen  c  — . 
'  15 

Si  la  oblicuidad  adoptada  6  y  la  declinacion  D  son  erröneas, 
tambien  a  se  obtendra  erronea,  aun  prescindiendo  de  los  errores  de 
observacion  contenidos  en  el  intervalo  t  —  T.  Para  apreciar  el  influjo 
de  estos  errores  sirve  de  nuevo  la  ecuacion  diferencial  hallada  en  el 
numero  que  precede: 

sen2fi  Ben22/ 

de  mänera  que  cada  observacion  da  la  ecuacion : 

tang  D      .      _,     2  tang-4  ,     ,  2  tang^  ,  _  ... 

tang£  sen2£  8cn22> 

Se  infiere  de  esta  ecuEtcion,  que  las  observaciones  mas  ventajo- 
sas  son  las  hecbas  en  las  proximidades  del  equinoccio ,  porque  en  tal 
caso  los  yalores  de  los  coeficientes  de  dt  y  dD  son  los  mas  pequeilos 
posibles,  siendo  el  valor  de  de  igual  ä  cero,  y  el  de  dD  igual  a  cotgf, 
6  2.3.  Ademas  se  v6,  que  las  observaciones  pueden  combinarse  de  tal 
modo,  que  el  influjo  de  un  error  de  s ,  como  asfmismo  el  de  un  error 
constante  en  2)  desaparezca.    En  efecto,  tomando  siempre  el  &ngulo 

agudo  para  el  valor  de  A  que  resulte  de  la  ecuacion  sen  J.  =  t— ^^ — , 

se  obtiene  para  la  ascension  recta  180^— -4'  del  Sol  la  ecuacion: 

^-^  tangD'   .  ^,     _,     2  tang -4.'   ,        2  tang A'   ,-, 

a=:  180  — arcsen -j7-^ f-*  -T  -f ^- —  ds ^r^rdD, 

tang£  sen  2  8  sen2i> 

en  la  que  i  y  T'  significan  de  nuevo  los  tiempos  observados  de  la 
culminacion  de  la  estrella  y  del  Sol.  Combüiando  esta  ecuacion  con 
la  anterior,  resulta: 

Uon2i>     sen 22) J  8en2€  ^   ' 


231 

Si  ahora  el  angnlo  agudo  Ä  es  igual  ä  ^,  se  sigue  tambien 
D  =2).  Por  consiguiente,  los  coeficientes  de  dD  y  ds  en  la  ecua- 
cion  (B)  se  anulan,  6  los  errores  constantes  de  la  declinacion  y 
oblicoidad  quedar&n  sin  iuflujo  alguno  sobre  la  ascension  recta  de 
la  estrella,  si  las  diferencias  en  ascension  recta  del  Sol  y  de  una 
estrella  se  obseryan  en  las  ^pocas ,  en  donde  las  ascensiones  rectas 
del  Sol  son  ^  y  180 — Ä.  Es  verdad,  que  este  resultado  no  podra 
coDseguirse  en  todo  rigor,  puesto  que  ntmca  sucederä  que,  siendo 
Ä  la  ascension  recta  del  Sol  al  tiempo  de  sii  culminacion ,  tambien 
la  ascension  recta  \HO  —  Ä  coincida  con  otra  culminacion.  Pero  si 
A^  se  aproxima  siquiera  4  180^ — Ä^  el  error  restante,  dependiente 
de  dD  y  de,  sera  siempre  mui  insignificante. 

Asi  es ,  que  para  determinar  la  ascension  recta  absoluta  de  una 
estrella,  se  debe  observar  las  diferencias  en  ascension  recta  del  So 
j  de  una  estrella  en  las  cercanias  del  equinoccio  de  la  primavera 
y  otono.  Habiendose  verificado  la  primera  observacion  despues 
del  equinoccio  de  la  primavera,  es  preciso  hacer  la  segunda  obser- 
vacion a  la  misma  distancia  antes  del  equinoccio  del  otono ,  y  vice- 
versa  si  la  primera  observacion  se  ha  hecho  antes  del  equinoccio  de 
la  primavera,  se  debe  efectuar  la  segunda  despues  del  equinoccio 
del  otofio  y  a  la  misma  distancia.  Por  la  combinacion  de  dos  obser- 
vaciones  asi  verificadas  se  anulan  los  errores  constantes  de  D  y  f ,  y 
no-quedan  en  el  resultado  sino  los  errores  fortuitos  cometidos  en  la 
observacion  de  los  tiempos  de  la  culminacion  y  de  las  declinaciones. 
Estos  Ultimos  pueden  eliminarse  solo  por  la  repeticion  de  las  obser- 
vaciones,  y  con  este  fin  es  necesario  combinar  no  solamente  dos  ob- 
servaciones ,  sino  un  nümero  tan  grande  como  sea  posible  de  obser- 
vaciones ,  hechas  antes  y  despues  del  equinoccio  de  la  primavera ,  y 
asimismo  antes  y  despues  del  equinoccio  del  otofio,  y  cn  este  caso 
ni  aun  sera  necesario  limitarse  ä  las  cercanias  inmediatas  del  equi- 
noccio. Sea  Uq  un  valor  aproximado  de  «,.  de  modo  que  a=aQ+da, 
y  pongamos : 

«0  — arcsen  -r— ^^ {t—T)  =  n, 

cada  observacion  conduce  a  una  ecuacion  de  la  forma: 

0  =  n  +  da  + 1— d« ^^-  dD. 

Ben  2  £  Ben  2  D 
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Tratando  todas  estas  ecuaciones  conforme  con  el  m6todo  de  los 
cuadrado8  menores ,  se  podra  hallar  mediante  ellas  los  valores  mas 
probables  de  da,  de  j  dD,  6  tambien  deducir  de  las  ecuaciones  del 
minimo  da  en  funcion  de  de  y  dD,  por  manera  que  si  los  valores 
de  de  j  dD,  deducidos  de  otras  observaciones ,  se  sustituyen  en  la 
espresion  de  da,  debe  resultar  la  correccion  da,  la  cual  combinada 
con  estos  valores  de  de  j  dD  hace  que  la  suma  de  los  errores  restan- 
tes  Uega  a  ser  un  minimo.  Si  el  nümero  de  las  observaciones  es 
grande ,  y  si  estas  se  hallan  convenientemente  distribuidas  con  res- 
pecto  k  los  equinoccios,  los  coeficientes  de  de  y  dD  en  la  ecuacion 
final  para  da  serän  siempre  pequenos.  Si  las  declinaciones  observa- 
das  se  hallan  comprendidas  entre  los  limites  +I>,  y  si  estas  observa- 
ciones se  han  verificado  k  una  distancia  considerabie  del  equinoccio, 
puede  suceder  que  la  variacion  dD  no  pueda  considerarse  constante 
en  toda  la  estension  2i),  lo  cual  tendr4  lugar,  p.  ej.,  si  los  errores 
de  graduacion  del  arco  usado  para  las  observaciones  dependen  de  la 
distancia  zenital,  ö  si  la  constante  de  la  refraccion  es  defectuosa. 
Si  bien  aun  en  este  caso  el  influjo  de  los  errores  sobre  el  resultado 
serä  nulo ,  con  tal  que  las  observaciones  est6n  distribuidas  simetri- 
camente,  con  todo,  el  valor  hallado  de  dD,  6  el  termino  depen- 
diente  de  c22>  en  la  espresion  final  para  da  careceria  de  sentido,  ö  al 
menos  no  se  referiria  sino  a  un  valor  medio.  En  este  caso  se  distri- 
buiran  las  observaciones  en  grupos ,  ordenados  por  la  distancia  zeni 
tal ,  en  los  cuales  se  pueda  considerar .  pröximamente  constante  el 
error  dD,  tratando  los  diferentes  grupos  segun  el  ni6todo  de  los 
cuadrados  menores.  Como  D  es  igual  a  qr— -er— ^,  si  la  distancia 
zenital  se  ha  tomado  al  lado  austral  del  zenit,  se  puede,  en  tal  caso, 
poner  dq)  —  dJctsLUgg — ßf{^)  en  lugar  de  dD  en  la  ecua<;ion  de 
arriba,  designando  por  dkln,  correccion  de  la  constante  de  refraccion, 
y  por  ßf{z)  la  correccion  debida  ä  las  lecturas.  Pero  para  la  deter- 
minacion  de  estas  incögnitas  mismas  hai ,  en  jeneral ,  medios  mas 
adecuados. 

El  24  de  Marzo  de  1843  fu6  hallada  en  Königsberg  la  declina- 
nacion  del  centro  del  Sol,  despejada  de  refraccion  y  paralaje,  igual  a : 

D'  =  H-loi5'27".2l 
y  el  int^rvalo  entre  la  culminacion  del  Sol  y  de  la  estrella  a  Canis 
minoris ,  correjido  por  efecto  del  andar  del  reloj  igual  k : 

t- J=7i»19n»29».86. 
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Como  la  latitud  del  Sol  era  +0".2l,  la  correccion  de  la  decli- 
uacion  sera  —  O".  19,  mientras  que  la  correccion  de  T  se  hace  cero. 
No  es  necesario  despejar  las  cantidades  D  y  jT,  referentes  al  Sol, 
de  la  aberracion ,  puesto  que  68ta  hace  variar  solamente  la  posicion 
del  Sol  en  la  ecliptica;  al  contrario,  como  la  lonjitud  del  Sol  es  igual 
ä  3^10'  y  la  posicion  aproximada  de  la  astrella: 

a=:  112046'    y    0  =  4-5037', 

se  halla  para  la  estrella  mediante  la  förmula  (-4),  n***  16,  cap.  III  la 
aberracion  en  ascension  recta: 

a'-a  =  08.42 
y  como  esta  cantidad  debe  restarse  del  tiempo  t ,  resulta  luego : 

«-T=  71119m  29«. 44 
D  =  +1015'27".05, 

cuyos  valores  se  refieren  al  equinoccio  aparente ,  correspondiente  al 

tiempo  de  la  observacion.    Adoptando  para  la  oblicuidad  media  en 

este  dia  23®  27' 36".  05,  se  ha  de  agregar  &  este  valor  la  nutacion  para 

obtener  la  oblicuidad  aparente  al  tiempo  de  la  observacion.  Pero  qomo : 

Q  =  2770 13'.  8,     ©  =  1^14',     ([=283056',    P  =  2800l4' 

se  obtiene  segnn  la  förmnla  del  n°-  5,  cap.  II,  -^£=+l".72;  luego: 

«  =  230  27'  36".  77. 

Con  esto  se  halla  en  seguida : 

J.  =  arc8en^^— =20  53'57".44  =  0hll°»35«.83. 
tange 

La  ascension  recta  referida  al  equinoccio  aparente  sera  de  con- 

siguiente : 

a  =  7h3im58.27. 

Restando  todavia  +  A" .  10  para  la  uutacion  en  ascension  recta, 
y  +0".71  para  la  precesion  y  el  movimiento  propio  desde  el  princi- 
pio  del  ano  hasta  Marzo  24  (la  variacion  anua  es  =+3*.  146),  y  cal- 
culando  tambien  los  coeficientes  de  dDy  de^  se  deduce  de  esta  obser- 
vacion la  Ascension  recta  media  de  a  Canis  minoris  corrrespondiente 

ä  1843.0: 

a  =:7h3lm3».46  +  0. 1539  dD- 0.0092(^8, 

en  donde  dD  j  de  se  hallan  espresadas  en  segundos  de  arco : 

Del  mismo  modo  se  ha  hecho  el  20  de  Setiembre  del  mismo  arlo 

la  observacion  siguiente : 

D'  =  4- 10 16'  29".  22 

^'-J'=-4l*17"»ö»,82, 
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Como  en  este  dia  la  latitud  del  Sol  era  — 0'^56,  ademas: 
Q  =  267»  41'.  9,     ©  =  178<>  39',     ([  =  ISö» 41',    P  =  280«  14'; 

las  con-ecciones  dependientes  de  B  debidas  k  B'  j  T'  son  respecti- 

vamente  —  O".  51  y  +  0' .  Ol ;  la  aberracion  = — 0" .  5tt ,  la  nutacion  de 

la  oblicoidad  +0".27,  y  como  la  oblicuidad  media  en  este  dia  era 

=  23^  27'  34".  82 ,  se  sigue : 

i>  =  + 1<*  16'  29".  73 
i'-T'=-4lil7m5«.27 
ff  =  23°  27'  35".  09. 

Con  esto  se  halla  ^=2®56'22".36=tf'll°^45«.40;  luego  la  ascen- 
sion  recta  del  Sol  igual  a  UM8"*I4".5I,  de  consiguiente  a=7'*3l">9".24, 
y  como  la  uutacion  para  la  estrella  en  este  dia  es  =+!'.  11 ,  la  pre- 
cesion  y  el  movimiento  propio  =^  +  2" .  27 ,  esta  observacion  da  la  as- 
cension  recta  media  de  Procyon  para  1843.0: 

a  =  7li  3lni  5«  86  -  0 .  1539  d D  +  0 .  0094  ds. 
De  ambas  observaciones  se  sigue  el  t^rmino  medio,  exento  de 
los  errores  constantes  de  D  y  e : 

«  =  7'»  31"»  4.66  *. 

El  calculo  hubiera  podido  efectuarse  tambien,  restando  de  D, 
T  y  Ha  reduccion  ä  la  posicion  aparente ,  y  omitiendo  con  respecto 
al  Sol  los  terminos  dependientes  de  la  aberracion.  En  tal  caso  se 
hubiera  debido  tomar  para  c  la  oblicuidad  media  correspondiente  ä 
los  dos  dias  de  observacion ,  y  asi  se  habria  hallado  ambas  veces  A 
referida  desde  luego  al  equinoccio  medio  correspondiente  al  principio 
del  afio. 

9«  Determinada  la  ascension  recta  absoluta  de  una  estrella, 
quedan  al  mismo  tiempo  determinadas  las  ascensiones  rectas  de  to- 
das  las  estrellas  cuyas  diferencias  en  ascension  recta  con  respecto  ä 
esta  estrella  se  hayan  observado ,  y  se  puede  colocarlas  juntamente 
con  las  declinaciones  en  un  catMogo.   Los  catalogos  hechos  por  dife- 


*  Segun  las  Tablac  Begiomontanae  ea  «  =  71»  31™  4«. 81.  Como  el 
t^rmino  medio  de  las  dos  observaciones  se  aproxima  mucho  ä  este  valor, 
los  errores  fortuitos  de  D  en  los  dos  dias  deben  haber  sido  pröximamente 
los  mismos,  de  mancra  que  se  dcstruyen  mütuamente  en  el  resultado. 
Haci^ndose  la  confrontacion  de  las  dos  declinaciones  con  las  tablas  sola- 
res, se  halla  tambien  para  los  errores  de  las  declinaciones  obseryadas 
+  7".  67  y  8".  24. 
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rentes  observadores  pueden  preseutar,  de  consiguiente,  diferencias 
constantes  ä  causa  de  los  errores  cometidos  en  la  determinacion  del 
eqainoccio,  y  6stas  pueden  determinarse  comparando  entre  sf  un 
gran  numero  de  posiciones  de  estrellas  que  se  encueutren  en  los  dife- 
rentes  catalogos,  despues  de  haberlas  reducido  ä  una  misma  6poca. 
Diferencias  analogas  puede  haber  en  las  declinaciones,  las  que  pueden 
determinarse  del  mismo  modo.  Mas  como  estos  errores  pueden  ser 
variables  por  las  causas  ya  mencionadas,  se  hace  necesario  comparar 
enü'e  si  las  estrellas  situadas  en  zonas  de  cierta  estension  en  declina- 
cion,  y  determinar  asi  la  diferencia  propia  de  cada  una  de  estas  zonas. 

Gon  el  fin  de  Militär  la  determinacion  relativa  de  las  posicio- 
nes  de  estrellas ,  como  asimismo  la  de  los  planetas  y  cometas,  se  dan 
en  las  efemcrides  astronömi(5as  anuales  las  posiciones  aparentes  de 
ciertas  estrellas ,  determinadas  con  mucha  exactitud ,  que  se  Uaman 
estrellas  fundamentales  (Standard  stars),  para  la  hora  de 
la  cuhninacion  y  de  diez  en  diez  dias  para  todo  el  aüo.  Para  hallar 
en  seguida  la  ascension  recta  y  declinacion  de  un  astro  desconocido, 
se  lo  compara  a  una  6  mas  de  estas  estrellas  fundamentales ,  deter- 
minando  la  diferencia  en  ascension  recta  y  declinacion  conforme  con 
los  m^todos  espuestos  arriba.  Estas  determinaciones  daran  resul- 
tados  exactos  sobre  todo  si  la  declinacion  del  objeto  desconocido 
difiere  poco  de  la  declinacion  de  la  estrella  fundamental ,  puesto  que 
en  tal  caso  los  errores  posibles  del  instrumento  y  de  su  posicion  ten- 
dran  pröximamente  el  mismo  infiujo  en  las  dos  observaciones ,  y  se 
destruiran  por  lo  mismo  casi  enteramente  en  la  diferencia  de  ambas 
observaciones. 

Si  el  astro,  cuya posicion  se  pide,  se  halla  situado  mui  pröximo 
ä  la  estrella,  las  diferencias  en  ascension  recta  y  declinacion  pueden 
tambien  observarse  mediante  un  anteojo  provisto  de  un  micrömetro 
(segun  se  enseilarä  en  g\  capitulo  VII)  en  vez  de  valerse  del  circulo- 
meridiano ,  y  este  m6todo  ofrece  la  ventaja  de  poder  repetirse  la 
observacion  cuantas  veces  se  quiera  6  independientemente  de  la  hora 
de  la  cuhninacion;  ademas  si  el  astro  es  d^bil  y  su  cuhninacion 
tiene  lugar  de  dia,  la  observacion  en  el  meridiano  seria  imposible. 
Por  esta  razon  se  hace  uso  de  este  mc;todo  siempre  que  se  träte 
de  determinar  las  posiciones  relativas  de  estrellas  que  se  haUan  mui 
proximas  una  de  otra,  6  las  posiciones  de  los  planetas  y  de  come- 
tas  nuevos.    AI  efecto  es  necesario  conocer  un  gran  numero  de 
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posiciones  de  estrellas  ä  fin  de  poder  hallar  estrellas  qua  paeden 
servir  para  la  comparacion  microm6trica  con  el  astro  desconocido. 
Tanto  con  este  fin ,  cuanto  para  llegar  ä  un  conocimiento  mas  com- 
pleto  -del  cielo  estrellar  en  jeneral,  se  han  construido  y  estan 
construyendose  todavia  colecciones  de  observaciones  de  pequeftas 
estrellas  hasta  las  de  novena  y  d6cima  magnitud,  y  aun  de  mas 
debiles  todavia.  Para  poder  observar  el  mayor  nümero  posible  de 
estrellas ,  y  para  facilitar  al  mismo  tiempo  la  reduccion  a  su  posi- 
cion  media,  no  se  observan  en  cada  dia  sino  las  estrellas  situadas 
en  una  zona  del  ancho  de  pocos  grados  en  declinacion,  apuntan- 
dose  para  cada  estrella  el  tiempo  de  su  paso  meridiano ,  como  asi< 
mismo  la  lectura  del  circulo.  Las  observaciones  de  esta  especie  se 
llaman  observaciones  de  zonas.  Para  cada  zona  se  construye 
una  tabla  especial ,  mediante  *la  cual  pueden  deducirse  de  las  can- 
tidades  obsejrvadas  la  ascension  recta  y'  declinacion  media  de  cada 
estrella  correspondientes  4  una  6poca  determinada,  y  como  estas 
tablas  pueden  calcularse  facilmente  de  riuevo  cuando  se  posee  ele- 
mentos  mas  exactos  para  su  cömputq,  en  particular,  posiciones  mas 
exactas  de  estrellas,  este  arreglo  de  las  observaciones  de  zonas  ofrece 
grandes  ventajas. 

Designando  por  t  el  tiempo  observado  del  paso  de  una  estrella 
por  el  hilo  del  instrumento ,  por  0  la  lectura  del  circulo ,  es  necesario 
aplicar  k  estas  dos  cantidades  ciertas  correcciones ,  para  deducir  de 
ellas  la  ascension  recta  y  declinacion  medias  de  la  estrella,  &  saber, 
ä  ^  el  estado  del  reloj ,  el  desvio  meridiano  del  instrumento ,  la  re- 
duccion h  la  posicion  aparente  con  el  signo  inverso  y  la  precesion 
correspondiente  al  int^rvalo  comprendido  entre  la  observacion  y  la 
6poca.  En  el  valor  de  je? ,  al  contrario ,  se  ha  de  introducir  el  punto 
ecuatorial  del  circulo ,  los  errores  de  graduacion  y  flexion ,  la  refrac- 
cion ,  la  reduccion  a  la  posicion  aparente  y  la  precesion.  A  indica- 
cion  de  Bessel  se  pucde  dar  a  todas  estas  correcciones  una  forma 
cömoda,  colocando  en  una  tabla  los  valores  de  Ä  y  d  de  estas  correc- 
ciones que  corresponden  a  la  declinacion  de  la  mediania  de  la  zona  y 
ä  los  diferentes  valores  de  f ,  de  10  en  10  minutos  para  toda  la  esten- 
sion  de  la  zona,  y  dando  ademas  las  variaciones  Je  j  et  de  estas  cor- 
recciones para  100  minutos  en  declinacion,  por  manera  que  la  ascen- 
sion recta  y  declinacion  medias  de  una  estrella  correspondientes  4  la 
6poca  determinada  se  obtienen  por  las  förmulas  siguientes : 
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100 
100 


en  donde  Z  significa  la  lectura  del  instrumento  que  corresponde  a  la 
declinacion  I)  de  la  mediania  de  la  zona. 

Designando  ademas  per  uju  el  estado  del  reloj  y  su  andar 
horario ;  per  e  j  e  resp.  el  desvio  meridiano  del  instrumento  corres- 
pondiente  &  la  lectura  Z  y  la  variacion  de  este  desvio  para  100  minu- 
tos,  por  Ä  el  punto  ecuatorial,  por  q  y  s  resp.  la  refraccion  y  los 
errores  de  graduacion  y  flexion ,  *por  q'  y  s'  las  variaciones  de  estas 
cantidades  para  100  minutos ;  finalmente  por  //  a  y  d  S  lo.  reduccion 
a  la  posicion  aparente,  y  suponiendo  que  la  graduacion  crece  en 
el  sentido  de  la  declinacion ,  y  que  la  epoca  coincide  con  el  principio 
del  afio ,  se  tendrä : 

a  =  t  +  u  +  e  +  u{t-T)  +  e^^^Ja 

Pero  segun  las  förmulas  del  n*'-  8  es : 

^a  =  T^  +  ^Tsen  (G-^a)  tangD  +  —  sen  (H+a)  secD 
15      lö  15 

rz T^»     100  -f  —  sen  {H-\-  a) ^^  100      — , 

15     008  D*  15        ^  '  Q,Q%B  J    100 

dd  =gcoa  {G+  a)  +  h  cos  {H+a)  sen D-\-i  cos 2) 

+  [Ä  cos  (H+  a)  cos  D  100'  -  i  sen  D  lOO']  -^p^i 

luego  resulta: 

i=w-f.e+u'(«-T)-:;^-:^sen(G+a)tangi)-Asen(^+a)8ec2>, 

15   15  lo 

*•=,'_!  ?!^(^  100'+  A  sen  (Ä+  «)  ^^  100' 
•  15  cos  D'      15    ^    ^  cos  D 

d  =  —  -4Ifp  +  8  —  <7C08(G+a)  —  Äcos  {!£+  a)  sen  D  —  icoaD, 

d'=  "4:  p'  +  s'  -  [Ä  cos  {H + a)  cos  D  100'  + 1  sen  B  100'] . 

El  estado  del  reloj  y  el  punto  ecuatorial  del  circulo  se  determi- 
nan  mediante  las  estre]las  conocidas  que  se  encuentren  en  la  zonas, 
ö  tambien  por  las  estrellas  fundamentales  si  algunas  de  6stas  han 
sido  observadas  antes  y  despues  de  la  zonä,  y  si  los  errores  del  in- 
strumento como  asimismo  el  punto  ecuatorial  y  el  andar  del  reloj 
pueden  considerarse  constantes  durante  la  observacion  de  la  zona. 
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Los  valores  de  k^  k\  dj  cf  se  calculan  ademas  para  los  valores  de  i  de 
10  en  10  miuutos  para  toda  la  estension  de  la  zona,  y  tabulados  ^stos, 
se  hallan  fäcilmente  por  interpolacion  los  valores  intermedios  de  t. 


III.  —  METODOS  PARA  DETERMINAB  MEDIANTE  OBSERVACIO- 
NES  LOS  VALORES  MAS  PROBABLES  DE  LAS  CONSTANTES, 
QÜE  SE  EMPLEAN  PARA  LA  REDUCCION  DE  LAS  POSICIONES 

DE  LAS  ESTRELLAS. 

A,  —  Determinacion  de  la  constante  de  la  refraocion. 

10*  En  el  n^'  6  se  ha  enseiiado  el  modo  de  hallar  medianie  ob- 
servaciones  las  distancias  zenitales  aparentes,  las  cuales  deben  des- 
pejarse  en  primer  lugar  de  la  refraocion  para  obtener  las  distancias 
zenitales  verdaderas.  Observando  las  distancias  zenitales  de  una 
estrella  circumpolar  en  su  culminacion  superior  6  inferior ,  y  corre- 
ji^ndolas  por  efecto  de  la  refraocion,  como  tambien  de  las  pequefias 
variaciones  de  la  aberracion,  nutacion  y  precesion  durante  el  int6r- 
yalo  que  media  entre  las  observaciones ,  el  t6rmino  medio  de  estas 
distancias  zenitales  correjidas  dk  la  altura  del  ecuador,  6  sea  la  co- 
latitud  del  lugar  de  observacion.  Si  en  seguida  se  practica  una  seiie 
de  observaciones  de  este  j6nero  relativas  4  diferentes  estrellas ,  todas 
estas  deberian  condncir  al  mismo  valor  de  la  colatitud  6  ä  valores 
comprendidos  entre  los  limites  de  los  errores  posibles  de  observacion 
y  de  los  errores  accidentales  de  la  re&accion  mencionados  en  el  n^- 13, 
cap.  m ,  si  la  constante  adoptada  de  la  refraocion  fuese  exacta.  En 
reälidad,  los  valores  de  la  latitud  hallados  mediante  diferentes  estrellas 
presentar&n  entre  si  discrepancias ,  y  estas  permitir4n  por  lo  mismo 
correjir  las  constantes  sobre  que  estan  basadas  las  tablas  de  refrac- 
cion  empleadas  para  este  c41culo. 

Design^mos  las  distancias  zenitales  medidas  en  la  culminacion 
superior  6  inferior  por  ä:  y  f ,  las  refracciones  por  rjg;  se  tendr&  para 
las  latitudes  septentrionales  las  ecuaciones : 

Ä  — <p  =  ;?+,r 
180  — ^  — <p  =  t  +  p. 

Las  distancias  zenitales  australes  han  de  tomarse  negativas ,  y  se  to- 
mara  el  signo  superior  6  inferior,  segun  que  la  estrella  en  su  cul- 
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minacion  snperior  se  halle  al  Norte  6  Sur  del  zenit.   De  las  dos  ecua- 
eiones  se  signe: 

W-^  =  ^^  +  '-fr.  (a) 

Si  se  habiesen  obsenrado  las  distancias  zenitales  ^  j  z'  de  una 
segunda  estrella  en  siis  dos  culminaciones ,  se  podria  deducir  los 
valores  de  9  j  de  la  constante  contenida  como  factor  en  q,  q\  r  j  r\ 
de  las  dos  ecnaciones: 

900-9  =  ^  +  ^. 

Pero,  a  causa  de  los  errores  de  observacion,  estos  valores 
s61o  serion  aproximados ;  tampoco  la  refraccion  es  rigorosamente 
proporcional  k  la  constante  er,  como  se  ve  por  la  ecuacion  (Q  del 
n®'  9)  ca.p.  III,  y  a  mas  de  la  constante  a  hai  otras  en  la  formula  de 
la  refraccion ,  cuya  determinacion  mediante  observaciones  es  impor- 
tante.  La  formula  de  refraccion  dada  por  Ivory  contiene ,  a  mas  de 
a,  la  constante  /^,  dependiente  de  la  disminucion  de  temperatura  en 
diferentes  alturas  sobre  la  superficie  de  la  Tierra,  la  cual  teniendo 
nnaünfluencia  sensible  s61o  en  las  cercanias  del  Horizonte,  puede 
despreciarse  aqui ;  ademas  esta  formula ,  como  todas  las  otras ,  con- 
tiene todavla  el  coeficiente  t  de  la  dilatacion  del  aire  por  el  calor ,  el 
cual  se  determina  igualmente  del  modo  mas  ventajoso  por  observa- 
ciones astronömicas.  En  efecto,  el  aire  atmosfferico  contiene  siempre 
cierto  grado  de  humedad ,  7  como  la  dilatacion  del  aire  varia  con  la 
hamedad,  el  valor  de  este  coeficiente  deducido  de  un  gran  nümero  de 
re&acciones  observadas  correspondera  al  estado  higrometrico  medio 
de  la.atmösfera,  de  modo  que  las  refracciones  calculadas  mediante 
dicho  valor  se  acercar4n  lo  mas  posible  al  t^rmino  medio  de  muchas 
observaciones ,  es  decir ,  al  valor  que  se  hubiera  hallado  si  se  hubiese 
tomado  en  cuenta  la  humedad  que  realmente  tiene  lugar  en  cada 
observacion.  Designando  la  refraccion  media  por  Jß,  la  refraccion 
verdadera  por  JB',  se  tiene  conforme  con  el  n***  12,  cap.  III: 

en  donde  es-4=l+gyA=l  +JP-    I^e  esto  se  sigue : 

do  l-f-«(r-50)  ' 
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6  poniendo : 


a-hdaz=cc(l-{-Jc),     f -f  rZ«  =  a  (1+?") 
dB'=r.a 


dB'  .        X«(t-ÖO)   ^, . 

A^  —  ■:: : rrr  JtC  t. 


cia  "      l+f(r— 50) 

Pero  segun  la  förmula  {l)  del  n**-  9,  cap.  III,  es: 


a 


dB 


^j^^a^y^ßi 


[25t/;(2)-^(l)]. 


da  (1— a)sen2* 

El  segundo  termino  del  lado  derecho  de  esta  ecuacion  no  llega 
a  ser  sensible  sino  para  distancias  zenitales  majores  de  80^,  y  po- 

da  \       y/ 

los  valores  de  y  pueden  toraarse  de  la  tabla  siguiente : 


z 

80» 
81° 
82° 
83° 
84° 
85<> 

Asi  sera: 


y 

246 
205 
168 
135 
106 
82 


z 

y 

86° 

60.5 

87«» 

43.2 

88° 

29.5 

89» 

19.0 

89°  30' 

14.8 

V    y/  l  +  t(r-50) 

Suponiendo ,  pues ,  que  las  refracciones  empleadas  para  el  csJ- 
culo  de  la  ecuacion  (a)  sean  susceptibles  de  las  correcciones  üq  j  dr, 
se  obtiene: 


^     y^       j.   f*Q± 


mr 


en  donde  se  designan  los  valores  de  ^  .    ,    '^J,,  para  la  culminaciou 

°  1  +  6  (t— 50)  ^ 

superior  6  inferior  con  w  y  fi.    Adoptando  tanibien  para  <3p  un  valor 
aproximado  cp^,  de  manera  que  qp  =  gPo+d<p,  y  poniendo: 

cada  combinacion  de  la  culminacion  superior  6  inferior  de  una  misraa 
estrella  proporciona  una  ecuacion  de  condicion  de  la  forma : 


0  =  n-\-(lq>-h 


i'^iu 


-> 


,     ug  +  mr  . 

A  2 


w 
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Las  observaciones  de  las  diferentes  estrellas  no  tendran  el  mismo 
peso,  puesto  que  los  errores  accidentales  de  observacion  se  vuelven 
tanto  majores  cuanto  mas  cerca  del  horizonte  culmine  la  estrella. 
El  error  probable  de  uua  observacion  ixk  creciendo ,  de  consiguiente, 
en  jeneral  con  la  distancia  zenital  de  la  estrella  observada  en  el  meri- 
diano.  Si  se  conociesen  los  valores  de  dtp^k  ^  i^  j  8i  ^stos  se  susti- 
tajesen  en  las  ecuaciones,  los  valores  de  n  representarian  los  errores 
reales  de  observacion ,  y  en  tal  caso  se  podria  determinar  para  cada 
estrella  el  error  probable  de  una  observacion.  Pero  como  se  trata 
de  buscar  estos  valores ,  el  error  probable  para  una  estrella  puede 
determinarse  aproximadamente  solo  mediante  las  diferencias  entre 
las  diferentes  observaciones  y  su  termino  medio.  Designando  por 
w  j  w'  los  errores  probables  de  una  observacion  en  la  culminacion 
superior  6  inferior,  y  dividiendo  todas  las  ecuaciones  relativas  a  la 
misma  estrella  por  J/to*  +  to'* ,  se  dara  asi  a  las  ecuaciones  relativas 
a  las  diferentes  estrellas  el  peso  que  les  corresponde.  Si  la  resolu- 
cion  de  estas  ecuaciones  diese  para  los  errores  prol3ables  valores  con- 
siderablemente  diferentes  de  los  adoptados,  en  tal  caso  deberia  repe- 
tirse  el  c&lculo. 

Tambien  las  estrellas,  que  culminan  aJ  Sur  del  zenit,  pueden 
servir  para  determinar  la  correcion  i  del  coeficiente  de  dilatacion 
del  aire.  En  efecto ,  tomando  estas  distancias  zenitales  positivas ,  y 
conservando  las  notaciones  de  arriba,  se  tiene: 

9o  —  ^0  +  i  (g)-d)  = ;?  -f-  r  4-  r  f  1  +  —  )  k  —  mri, 
ö  poniendo : 

0  =  w  +  rf  (5-9)  +  f  Tl  4-—)  k  -  mri.  (c) 

Multiplicando  tambien  en  este  caso  las  ecuaciones  relativas  k 
cada  estrella  por  el  peso  correspondiente,  se  puede  sacar  del  conjunto 
de  las  ecuaciones  relativas  4  una  misma  estrella  las  ecuaciones  del 
minimo,  y  eliminar  de  estas  las  incögnitas  d{ö  —  (p)  y  Ä,  de  modo 
que  cada  estrella  proporciona  finalmente  una  ecuacion  de  la  forma : 

0  =  JV^-  Mi.  {d) 

Cada  estrella  circumpolar  observada  en  sus  dos  culminaciones, 

dk  una  ecuacion  anäloga  k  esta,  la  que  resultarä  tratando  de  un  modo 

semejante  las  ecuaciones  (6)  relativas  a  esta  estrella.  Por  consiguiente 

16 
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resiiltaran  tantas  ecuaciones  de  la  forma  {et)  cuantas  estrellas  bayaii 
sido  observadas ,  y  de  todas  estas  paede  determinarse  el  valor  mas 
probable  de  i*,  Bessel  ha  determinado  segnn  este  in6todo  la  canti- 
dad  iy  j  con  6sta  el  coeficiente  de  dilatacion  del  aire  para  el  estado 
higrom6trico  medio  la  atmösfera  de  Königsberg,  vali^ndose  al  efecto 
de  las  observaciones  practicadas  en  su  observatorio  (v^ase  Bessel, 
Astrononische  Beobachtungen,  s6ptima  seccion,  pag.  X)  De  este 
modo  ha  deducido  el  valor  0 .  0020243  para  un  grado  del  termömetro 
de  Fahrenheit,  el  niismo  que  se  ha  mencionado  arriba. 

Sustituy^ndose  el  valor  mas  probable  de  i  en  las  ecnacienes  (b)y 
6  mas  bien  en  las  ecuaciones  del  minimo  halladas  para  cada  estrella, 
se  obtiene  de  la  combinacion  de  estas  ecuaciones  relativas  a  las  dife- 
rentes  estrellas  los  valores  mas  probables  de  dtp  j  k**. 

Si  se  hubiera  querido  atender  todavia  a  la  correccion  de  la  con- 

staute  /*,  se  hubiese  tenido  que  agregar  k  dJ^  el  t6rmino  -ßj-^fy  o 

poniendo  f'\'df=f(\  +Ä),  el  t6rmino  f-^^h  =  —  Ä,  en  donde  loa 

valores  de  x  pueden  sacarse  de  la  tabla  siguiente : 

z  X 

88<>  59 . 3 

89°  29 . 8 

89°  30'    20 . 6 

B.  —  Determinacion  de  las  constantes  de  la  aberracion  y  nutacion,  como 
tambien  de  las  paralajee  änuas  de  las  estrellas. 

11«  La  aberracion,  nutacion  y  paralaje  forman  los  t^rminos 
periödicos  contenidos  en  las  posiciones  aparentes  de  las  estrellas, 
t6rmino8  cuyas  constantes  deben  determinarse,  de  consiguiente,  por 


z 

X 

85» 

338 

86° 

196 

87° 

111 

*  Gomo  la  variacion  de  la  temperatura  ejeroe  un  influjo  tanto 
mayor  cuanto  menor  es  la  altura  de  las  estrellas ,  no  Ber4  neceaario  em- 
plear  estrellas  cuya  altura  meridiana  pajsa  de  G0°. 

**  En  el  ejemplo  dado  en  el  no-  25  de  la  introduccion  las  ecua- 
ciones de  condicion  son  las  que  hubieran  resultado,  atribuyendo  ä  todas 
las  observaciones  el  mismo  peso  y  tomando  el  termino  medio  de  todas 
las  ecuaciones  relativas  a  una  misma  estrella.  Aplicada  la  correccion 
de  i,  la  forma  de  las  ecuaciones  sera  en  tal  cjiso,  (i  =  n  +  dtp  +  ak.  Pero 
Bessel  ha  referido  todas  las  observaciones  al  punto  correspondiente  al 
polo,  y  n6  al  punto  zenital,  como  se  ha  supuesto  aqul,  por  cuya  razon 
le  coeficiente  de  a  difiere  del  dado  arriba. 
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la  observacion  4e  l^s  poBiciones  aparentes  de  ]as  estrellas  en  difereii- 
tes  ^ppcas.  La  aberracion  j  pa^aje  tienen  un  periodo  de  un  ano  j 
pueden,  por  lo  tanto,  determinarse  por  la  comparacion  de  las  posicio- 
nes  aparentes  observadas  en  el  curso  de  nn  aüo.  AI  contrario ,  el 
termino  principal  de  la  nutacion  tiene  un  periodo  de  18  anos  y  219 
dias,  dnrante  el  cual  se  verifica  nna  revolucion  completa  de  los  nodos 
de  la  6rbita  lunar  sobre  la  ecliptica.  Por  esta  razon  la  constaute 
de  la  nntacion  no  paede  determinarse  sino  por  la  comparacion  de  nn 
numero  de  posiciones  aparentes  practicadas  dnrante  nna  larga  serie 
de  anos. 

Las  observaciones  de  las  ascensiones  rectas  de  la  estrella  polar 
son  las  mas  adecuadas  para  la  determinacion  de  las  constantes  de  la 
aberracion  j  nutacion,  porque  las  posiciones  aparentes  varlan  con- 
siderablemente  a  causa  de  los  factores  secd  y  tangd;  por  la  misma 
razon  es  ventajoso  yalerse  del  mismo  m6todo  para  determinar  tarn- 
bien  la  paralaje  de  la  estrella  polar.    Poniendo : 

—  cose  coscr  =  a  seuA 

—  8entf  =  aco8^, 

y  designando  con  k  la  constante  de  la  aberracion ,  con  n  la  paralaje, 
las  förmulas  relativas  k  la  aberracion  y  paralaje  en  ascension  recta, 
espnestas  en  los  n°*- 16  y  18»  cap.  III,  dan: 

cf'—  a^^-ka  sen  (©+^4)  sec S-{- na  cos  (Q+A)  secS  +  q>(Jc^, 

en  donde  q>  {k^  representa  los  t6rminos  de  segundo  örden.  De  aqui 
se  sigue ,  que  haci6ndose  un  gran  niimero  de  observaciones  en  las 
6pocas,  en  que  ßen(0+J.)=j+l,  es  decir,  cuando  tiene  lugar  el 
maximo  de  la  aberracion ,  la  comparacion  de  las  ascensiones  rectas 
hechas  en  estas  dos  6pocas  y  reducidas  a  un  equinoccio  medio  dk  vltt 
yalor  aprozimado  de  k,  Se  obtendra,  en  seguida,  un  valor  mas  apro- 
zimado,  determinando  el  valor  mas  probable  que  resulte  de  un  nu- 
mero mui  grande  de  observaciones.  Sea  a  la  ascension  recta  media 
y  Ja  SU  correccion ;  supongamos  ademas  que  el  valor  adoptado  de 
la  constante  k  sea  susceptible  de  la  correccion  Jk^  de  manera  que 
a-i-^a  y  k-j-Jk  representen  los  valores  verdaderos  de  estas  canti- 
dades.  Si  designamos  con  a^  la  ascension  recta  aparente,  deducida 
de  a  por  medio  de  la  precesion  y  nutacion ,  supuestas  exactas ,  y  de 
la  constante  de  la  aberracion  k,  conservando  en  esta  reduccion  tarn- 

bien  los  t6rminos  dependientes  del  cuadrado  de  Ä  y  del  producto  de 

16* 
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la  aberracion  j  nutacion,  cuyos  törminos  son  de  snjo  peqneßos  j 
que  no  varian  sino  insensiblemente  con  la  peque&a  correccion  de  k^ 
86  tendra: 

a'=  «0  +  Ja  -f  JJc a  8en(0+X)  secS  +  na  CO8(0+ J.) sec^, 

en  cuja  förmula  significa  a  la  ascension  recta  aparente  hallada  por 
las  obseryaciones.    Poni^ndose  pues: 

cada  ascension  recta  observada  de  la  estrella  polar  proporciona  una 
ecuacion  de  la  forma: 

0  =  a-+da'hdk  .  asen(©-f.4)8ecd  +  «aco8(©+ul)8ecÄ, 

y  de  la  combinacion  de  todas  las  ecnaciones  dadas  se  deducen  en  se- 
gaida4os  valores  mas  probables  de  z^a,  Jk  j  n  por  el  m6todo  de 
los  cnadrados  menores. 

Si  ahora  las  observaciones  se  estienden  sobre  un  espacio  de 
tiempo  de  muchos  afios,  se  puede  determinar  al  mismo  tiempo  la 
constante  de  la  nutacion,  es  decir,  el  coeficiente  de  cos  j^  en  la  espre- 
sion  relativa  k  la  nutacion  de  la  oblicuidad.  Designando  la  correc- 
cion de  este  coeficiente  por  ^v,  se  tiene  que  agpregar  d  la  ecuacion 

da 

de  condicion  puesta  arriba  todavia  el  termino  +  -j-^  ^  v ,  en  donde 

da 

el  valor  de  -j-^  se  ha  dado  en  el  n**-  6 ,  cap.  II.  La  ecuacion  de  con- 
dicion completa  que  sirve  para  determinar  la  aberracion ,  paralaje  j 
nutacion  mediante  las  ascensiones  rectas  obseryadas  se  convierte 
asi  en: 

0  =^  n  '\-  J a  -i-  dk  a  Ben{Q-^ A)  8ec8  -f«a  co8(©+^)  8ecd+  -^  dv. 

Haci^ndose  uso  para  esta  determinacion  de  las  observaciones 
practicadas  en  diferentes  obsenratorios ,  es  necesario  dar  a  las  dife- 
rentes  ecuaciones  el  peso  correspondiente ,  determinando  al  efecto 
los  errores  probables  inherentes  k  las  observaciones  hechas  en  los 
diferentes  observatorios.  Tampoco  puede  atribuirse  el  mismo  valor 
al  error  Ja  en  las  observaciones  hechas  eh  los  diferentes  observato- 
rios ,  puesto  que  puede  haber  una  diferencia  constante  entre  las  as- 
censiones rectas  observadas.  En  tal  caso  se  debe  determinar  en  pri- 
mer lugar  esta  diferencia  j  aplicarla  a  las  observaciones ,  ö  eliminar 
las  cantidadas  ^a,  Ja'  etc.  entre  las  ecuaciones  deducidas  de  las 
observaciones  practicadas  en  cada  uno  dQ  los  observatorios. 
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Lindenau  ha  determinada  de  este  modo ,  mediante  las  ascensio- 
nes  rectas  de  la  estrella  polar  observadas  durante  un  espacio  de 
tiempo  de  60  anos  por  Bradley ,  Maskelyne ,  Pond ,  Bessel  y  por  61 
mismo ,  los  valores  siguientes  de  las  constantes : 

&  =  20".  4486,    »  =  8".  97707,     «  =  0".1444. 

AI  contrario  Peters  dedujo  de  las  ascensiones  rectas ,  observa- 
das en  Dorpat  por  Struve  y  Preuss  en  los  aöos  de  1822  k  1838,  los 

valores : 

k  =  20".  4265    V  =  9".  2361 ,     n  =  0".  1724. 

Si  se  quiere  hacer  uso  de  las  declinaciones  para  la  determina- 
cion  de  estas  constantes ,  las  observaciones  de  la  estrella  polar  son 
tambien  en  este  caso  las  mas  a  proposito ,  pues  repitiendo  en  cada 
culminacion  la  punteria  k  la  estrella,  se  puede  dar  a  las  observacio- 
nes coalquier  grado  de   exactitud.      Introduciendo  las  cantidades 

aaxiliares : 

sena sen^ cob«  —  cob8  sen b  ^b senB 

—  cos  of  sen  d  =  h  cos  jB  , 

la  aberracion  en  declinacion  sera  igual  kkb  sen (©+-8),  y  la  para- 
laje  igual  a  n  Z>co8(©+-B).  Designando  de  nuevo  por  8q  la  decli- 
nacion aparente  deducida  de  la  declinacion  media  por  medio  de  la 
precesion  supuesta  exacta,  de  las  constantes  A;  y  i/  de  la  aberracion 
y  nutacion,  y  tomando  en  cuenta  tambien  aqui  los  pequeflos  t^rmi- 
nos  dependientes  de  los  cuadrados  y  del  producto  de  la  aberracion 
y  nutacion ,  cada  observacion  de  la  declinacion  conduce  k  una  ecua- 
cion  de  la  forma: 

0=n-^J8  -hJkh  8en(0-f  B)  -|-  wo  C08(O+B)  -^-rr^  Jv, 

en  la  cual  se  ha  puesto  ^=5^—0',  y  en  donde  6'  representa  la  decli- 
nacion aparente  observada.  Si  las  observaciones  se  estienden  sobre 
un  espacio  de  tiempo  bastante  largo ,  se  puede  deducir  de  ellas  los 
valores  mas  probables  de  ^d,  Jky  n  y  Jv  por  el  m6todo  de  los 
cuadrados  menores*.  Por  medio  de  observaciones  de  esta  especie, 
es  decir,  por  distancias  zenitales  tomadas  en  el  meridiano,  descubriö 


*  Como  la  estrella  puede  teuer  un  movimiento  propio,  se  debe 
rigorosamente  agregar  k  las  ecuaciones  relativas  ä  la  ascension  recta  y 
declinacion  todavia  t^rminos  de  la  forma  |9  (t—^o)  y  q{t^to)y  en  donde 
pjq  significan  los  movimientos  propios  en  ascension  recta  y  declinacion, 
al  pa&g  que  a  j  d  espresan  las  posiciones  medias  para  el  tiempo  <o* 


246 

Bradley  la  aberracion.  Desde  el  afio  1725  siguiö  observando  en 
Kew ,  ä  mas  de  22  estrellas,  principalmente  la  estrella  y  Draconis  que 
culminaba  cerca  del  zenit  de  este  lugar,  y  en  estas  observaciones  notö 
Tina  variacion  periödica  de  la  distancia  zenital,  la  que  no  podia  pro- 
venir  de  la  paralaje  cuya  investigaciou  fu6  el  objeto  esencial  de 
estas  observaciones.  Con  todo,  la  esplicacion  verdadera  de  este  fenö- 
meno  mediante  la  combinacion  del  moviniiento  de  la  luz  con  61  de  la 
Tierra,  no  la  diö  Bradley  sino  mas  tarde.  El  instnimento  que  ser- 
via  para  estas  observaciones  era  un  sector  zenital,  es  decir,  un  sec- 
tor  circular  de  un  radio  mui  grande ,  que  permitia  a  Bradley  medir 
las  distancias  zenitales  de  las  esti'ellas  situadas  como  12^  ä  ambos 
lados  del  zenit.  Como  la  estrella  /  Draconis  esta  situada  en  la  pro- 
ximidad  del  polo  de  la  ecliptica  ella  se  presta  de  preferencia  para  la 
determinacion  de  la  paralaje ,  y  de  consiguiente  tambien  para  la  de 
la  aberracion.  En  efecto,  para  el  polo  de  la  ecliptica  es  «=270®  y 
^=90® — £  j  luego  sera  6=1  y  5= — 90^;  de  consiguiente  el  maximo 
y  minimo  de  la  aberracion  y  pai*alaje  en  declinacion  equivalen  res})ec- 
tivamente  a  los  mismos  valores  kyn. 

Por  medio  de  observaciones  analogas  descubriö  Bradley  tam- 
bien la  nutacion.  Estas  observaciones  se  estienden  de  Agosto  19  de 
1727  k  Setiembre  3  de  1747,  y  abrazan  asi  un  periodo  completo  de  la 
nutacion.  Busch  dedujo  de  estas  observaciones  el  valor  de  la  con- 
stante  de  la  aberracion.  igual  k  20".  2 110  y  61  de  la  constante  de  la 
nutacion  igual  a  9".  23.  Lundahl  obtuvo  de  las  declinaciones  de  la 
estrella  polar,  observadas  por  Struve  y  Preuss: 

Ä;  +  20".6508,    v  =  9".2164,    «  =  0".  1473. 

El  valor  de  la  constante  de  la  nutacion,  dado  en  el  n°*  5,  cap.  II, 
es  el  publicado  por  Peters  en  su  memoria  intitulada :  „  numerus  con- 
stans  nutationis  ^,  el  cual  ha  sido  deducido  de  las  tres  determinacio- 
nes  que  preceden ,  hechas  por  Peters ,  Busch  y  Lundahl,  tomando  en 
cuenta  la  seguridad  de  los  diferentes  resultados. 

AI  contrario ,  el  valor  de  la  constante  de  la  aberracion,  dado  en 
el  n°'  16,  cap.  III,  no  se  ha  deducido  de  los  valores  arriba  dados, 
sino  6ste  ha  sido  derivado  por  Struve  de  los  pasos  observados  de 
ciertas  estrellas  por  el  primer  vertical. 

Instalando  un  instrumento  exactamente  en  el  primer  vertical, 
y  observando  la  hora  en  que  una  estrella  aparece  en  el  hilo  del 
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in^trumento*,  primero  al  Este  y  en  seguida  al  Oeste,  la  mitad  del 
tiempo  trascurrido  entre  las  obsei^vaciones  es  igual  al  angulo  horario 
de  la  estrella  en  el  momento  de  su  paso  por  el  primer  vertical. 
Llamando  a  este  angulo  t ,  se  deduce  del  triängulo  rectangulo  deter- 
!  minado  por  el  zenit,  el  polo  y  la  estrella,  la  ecuacion: 

tang  d  =  tang  9  cos  £ , 

de  la  cual  se  infiere,  que  por  observaciones  de  este  j6nero  pueden  de- 
tenninarse  las  declinaciones  de  las  estrellas.  Diferenciandose  loga- 
ritmicamente  la  ecuacion ,  se  halla : 

I  ,-.     8en2tf  ,        ,        ^,,        ^  ,^ 

I  de  donde  se  sigue,  que  un  error  cometido  en  la  observacion  de  t 

I  ejerce  un  influjo  tanto  menor  cuanto  mas  pequeno  sea  f,   es  decir, 

I  cuanto  mas  cerca  del  zenit  se  verifique  el  paso  de  la  estrella  por  el 

primer  vertical.  Luego  si  la  distancia  zenital  es  mui  pequena ,  este 
nietodo  dai^a  con  una  exactitud  grande  la  declinacion  de  esta  estrella. 
Cada  estrella  proporciona  una  ecuacion  de  condicion  anäloga  ä  la 
dada  arriba,  y  para  conseguir  una  determinacion  mui  exacta  de  la 
constante  se  escojeran  preferentemente  las  estrellas  situadas  en  la 
cereania  del  polo  de  la  ecliptica.  De  este  modo  dedujo  Struve  de 
una  Serie  de  observaciones  relativas  k  muchas  estrellas  el  valor  de  la 
constante  de  la  aberracion  igual  a  20".  4451 ,  cuyo  valor  se  acercara 
sin  duda  mucho  ä  la  verdad,  atendida  la  gran  concordancia  entre  los 
resultados  obtenidos  por  las  diferentes  estrellas.  Mas  estas  obser- 
vaciones abrazan  un  espacio  de  tiempo  demasiado  corto ,  para  que 
pueda  deducirse  de  ellas  la  constante  de  la  nutacion,  cuyo  valor 
como  asimismo  la  paralaje  anua  de  estas  estrellas  pueden  determi- 
narse  ventajosamente  por  este  mismo  metodo. 

La  constante  de  la  aberracion  puede  hallarse  todavia  de  otro 
modo ,  puesto  que  se  deduce  directamente  de  la  velocidad  de  la  luz 
combinada  con  la  del  movimiento  de  la  Tierra,  segun  el  n°  16, 
cap.  III.  La  velocidad  angular  de  la  Tierra  se  conoce  mui  exacta- 
mente,  y  su  valor  es  59' 8".  193  por  dia.  El  tiempo  que  tarda  la  luz 
en  recorrer  el  semi  -  diametro  de  la  Tierra  ha  sido  deducido  primero 
por  el  aströnomo  danes  Olav  Roemer  de  los  eclipses  de  los  sat61ites 


*  Los  detalles  de  este  n^^todo  se  dan  en  el  no.  26,  cap.  YU. 
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de  Jupiter.  Este  aströnomo  reconociö  en  el  aüo  1675  que  estos 
eclipses  no  se  verificabaH  ä  la  hora  prefijada,  sino  que  se  adelanta- 
ban  b™  13"  al  tiempo  de  hallarse  la  Tierra  entre  el  Sol  y  Jupiter, 
y  que  se  retardaban  en  la  misma  cantidad  cuando  el  Sol  esta  situado 
entre  Jupiter  y  la  Tierra.  Como  las  distancias  de  la  Tierra  a  Jupi- 
ter en  estas  dos  situaciones  se  diferencian  en  todo  el  di^etro  de  la 
orbita  terrestre,  Römer  no  tardö  en  acertar  con  la  esplicacion  verdadera 
de  este  fenömeno,  ä  saber,  que  la  luz  necesita  el  tiempo  de  16™  26" 
para  recorrer  el  diämetro  de  la  örbita  terrestre.  Por  consiguiente, 
si  T  es  la  hora  del  principio  6  fin  de  un  eclipse ,  calculada  mediante 
las  tablas ,  se  tiene  que  agregar  a  esta  hora  el  t6rmino : 

a  fin  de  que  haya  concordancia  entre  esta  hora  y  la  obsei^vacion. 
Este  termino  se  llama  la  ecuacion  de  la  luz;  K  significa  el  nü- 
mero  de  segundos  que  la  luz  tarda  en  recorrer  el  semi  -  diämetro  de 
la  örbita  terreste,  y  J  es  \&  distancia  del  sat^lite  de  Jupiter  ä  la 
Tierra,  espresada  en  unidades  del  semieje  mayor  de  la  örbita  ter- 
restre. Designandose  por  Tq  el  tiempo  asi  correjido  del  eclipse,  por 
T'  el  tiempo  observado ,  cada  observacion  de  un  eclipse  conduce  ä 
una  ecuacion : 

y  el  valor  mas  probable  de  dK  puede  determinarse  por  un  nümero 
grande  de  ecuaciones  de  este  j6nero.  Pero  la  hora  observada  del  prin- 
cipio y  fin  de  un  eclipse  es  siempre  algo  insegura  ä  causa  de  que  los 
sat^lites  no  pierden  su  luz  sino  gradualmente ,  y  como  el  error  de  la 
observacion  depende  de  la  bondad  del  anteojo ,  convendra  combinar 
solamente  las  observaciones  practicadas  con  el  mismo  instrumento, 
y  tratar  ademas  separadamente  las  observaciones  de  las  inmersiones 
y  las  de  las  emersiones.  Delambre  ha  sometido  a  una  discusion  mi- 
nuciosa  un  gran  nümero  de  observaciones  hechas  de  estos  eclipses, 
hallando  la  constante  de  la  aberracion  igual  a  20".  255,  cuyo  valor, 
segun  lo  espuesto  arriba ,  es  demasiado  pequefto. 

12«  La  paralaje  anua  de  una  estrella  puede  determinarse  toda- 
via  de  otro  modo,  a  saber,  por  la  medicion  de  las  variaciones  de  su 
posicion  con  respecto  a  la  de  una  estrella  cef  cana ,  cuya  paralaje  sea 
nula.  Este  metodo  es  preferible  al  anterior,  porque  las  posiciones 
relativas  de  dos  estrellas  pröximas  una  de  otra  pueden  determinarse 
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con  mucha  exactitud  por  medio  de  la  medicion  microm6trica  (como 
se  enseflarä  en  capitulo  VII),  y  porque  los  pequeilas  correcciones 
aplicadas  a  las  posiciones  de  las  dos  estreUas  producen  tan  pröxima- 
mente  el  mismo  influjo  en  cada  una  de  ellas ,  que  un  error  eventual 
de  las  constantes  empleadas  no  paede  causar  un  error  apreciable  en  la 
diferencia  de  las  posiciones  medias  derivadas  *.  Mas ,  como  en  jene- 
ral  puede  suponerse ,  que  las  estreUas  mui  debiles  se  hallan  tambien 
mui  distantes ,  y  que  por  lo  mismo ,  ^us  paralajes  son  insensibles, 
se  puede  siempre  esperar  que  el  valor  hallado  de  la  paralaje  se  apro- 
ximara  mucho  a  la  verdad,  tomando  una  6  varias  estreUas  debiles  por 
estrella  de  comparacion. 

Habi6ndose  observado  la  diferencia  en  ascension  recta  y  decli- 
nacion  de  las  dos  estreUas,  cada  observacion  correjida  debidamente 
da  dos  ecuaciones,  a  saber: 

ü  =  n  4-^a4-«aco8(©+-4.)Bec^-f-jP(i— <o) 
ü  =  n  +  z/d  -f  w&  008  (O+JB)         4-  q(t-to), 

En  estas  ecuaciones  corresponden  las  diferencias  a'^— «q  y  d'o — 8q 
dl  tiempo  Tq,  designandose  a'^— •«— (a'— -a)  por  n,  ^'o^— ^o~"(^'""^) 
por  n ,  y  los  errores  de  los  valores  adoptados  por  Ja  j  Jö. 

Ordinariamente  no  se  observan  las  diferencias  en  ascension  recta 
y  declinacion,  sino  mas  bien  la  distancia  y  el  angulo  de  posicion, 
es  decir,  el  angulo  comprendido  entre  el  circulo  de  declinacion  de 
una  estrella  y  el  circulo  mikximo  que  pasa  por  las  dos  estreUas. 
Designandose  por  a  j  8  la,  ascension  recta  y  declinacion  verdaderas 
de  una  estreUa;  por  a  y  ö'  las  mismas  coordenadas  afectadas  de 
paralaje;  por  a'  y  d''  las  mismas  cantidades  correspondientes  a  la 
estrella  de  comparacion ,  las  variaciones  causadas  por  la  paralaje  en 
las  diferencias  en  ascension  recta  y  declinacion  se  espresaran  por : 

d  («"—  a)  =  a—a  =  itM  [cos  ®  sen a  —  sen ®  cos  s  cos a]  sec 3 
d  {6"—d)  =  8—  d'  =nB]coee  sena  send  —  sent  COBÖ]  sen® 

+  TtB  send  cosa  cos®. 

Sean  J  y  Pia,  distancia  verdadera  y  el  angulo  de  posicion  ver- 
dadero,  se  tendra: 


*  Si  las  estreUas  se  haUan  mui  pröximas  una  de  otra  es  preferible 
no  deducir  separadamente  la  posicion  media  de  cada  estrella,  sino  des- 
pejar  solamente  la  diferencia  de  las  posiciones  aparentes  del  efecto  de 
la  refraccion  aberracion,  precesion  y  nutacion.  Las  fbrmulas  que  sirven 
para  este  caso  se  daran  en  VIII  y  IX  del  capitulo  VII. 
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z/  senP  =  cosd  (a"—  a) 

^  cos  P  =  d' '  —  d 

luego : 

dd  =  senP  costf  d  (a"—  a)  +  cos  Pd  (Ä"~  <f) 

ddP  =  coBPcosöd  («"-  a)  -  senP^  (*"-*)• 

Sustituyendo  en  estas  espresiones  los  valores  que  preceden,  y 
poniendo  por  brevedad : 

m  co&M  =  8ena8€nP  + send  cos«  cosP, 

m  8en3f  =[— cosasenP  +  sendBenacosPJcosc  — cosöcosPsenc, 

m  cos  3f'  =  --  [sen «  cosP  —  send  cos a  senP] , 

w'  sen Jf'  =  --  [—  (cosa  cosP  +  send  sen«  senP)  cos«  +  cosd  senP sene] , 

se  obtiene  fäcilmente: 

dJ  =  nBmco8(Q—M) 
dP^nMmcoBiQ-My 

Designändose ,  de  consiguiente ,  por  d^Q  la  correccion  de  la 
distancia  adoptada  para  la  6poca,<Q,  por  dq  Iq>  correccion  del  movi- 
miento  propio  adoptado  en  la  direccion  de  d,  se  deduce  de  las  distaa- 
cias  medidas  una  ecuacion  de  la  forma: 

0  =  v  +  dJo  +  (i"-<o)  dg 4-  w B TO  co8(©- Jlf ) 

(i  igualmente  de  los  angulos  de  posicion  la  siguiente : 

0  =  V  +  dPo -¥ («-<o)  dq+nBm  co8(©-M'), 

que  se  tratar&n  segun  el  m6todo  de  los  cuadrados  menores.    De  este 
modo  ha  determinado  primeroBessel  la  paralaje  de  la  estrelladl  Cygni. 

C.  —  Deterrainacion  de  la  constante  de  la  preceBion  y  de  los  movi- 

mientoB  propios  de  las  estrellas. 

13«  Las  variaciones  de  la  ascension  recta  y  declinacion  de  una 
estrella  correspondientes  al  int^i-valo  t'—t  por  efecto  de  la  precesion 
se  obtienen ,  calculando  las  variaciones  anuas : 

da  .      i.        »  dlx     da  .  <i^i  *       » 

—-  —  m-\-n  tango  sen«  =  cosc«  ^t  —  jT  +  sen^o -n  tango  sen« 

at  dt      at  dt 

dS  dlt 

-=--  =  w  cos  «  =  sen  Co  t7  cos  a 

dt  dt 

para  la  mediania  del  int6rvalo ,  y  multiplicando  estos  valores  por  el 
tiempo  trascurrido  f—t.    Como  ei  valor  de  jr  se  conoce  por  la  teo- 
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ria  de  las  pertubaciones  secnlares  de  los  planetas,  ia  comparacion 
de  las  ascensiones  rectas  ö  declinacioues  de  una  estrella,  obser- 
vadas  en  dos  ^pocas  t  y  t\  con  las  förmulas  que  preceden  permi- 

tira  determinar  el  vulor  de  la  precesion  luni  -  solar  ^ .  Si  las  estrellas 

ocupasen  un  lugar  invariable  en  el  espacio  todas  ellas  darian  proxi- 
mamente  la  misma  constante  de  la  precesion,  y  con  tanto  mayor 
exactitud  cuanto  mayor  sea  el  intervalo  de  tiempo  entre  las  observa- 
ciones,  pnesto  qne  en  tal  caso  los  errores  posibles  de  observacion 
tendrian  an  influjo  cada  vez  mas  pequefio.  Mas,  como  no  solo 
diferentes  estrellas  condacen  a  diferentes  yalores  de  la  precesion,  sino 
que  estos  yalores  resultan  tambien  distintos  deduci^ndolos  6  de  las 
ascensiones  rectas  6  de  las  declinaciones ,  preciso  es  atribuir  estas 
discrepancias  ä  ciertos  movimientos  propios  de  las  estrellas ,  y  como 
estos ,  lo  mismo  que  la  precesion ,  son  proporcionales  al  tiempo ,  no 
86  puede  deslindar  esta  ultima.  La  dificultad  creoe  todayia  por  la 
circunstancia  de  que  estos  movirnientos  propios  siguen,  al  menos  en 
parte,  cierta  ley  dependiente  de  la  posicion  de  la  estrella,  y  por  esta 
razon  dichos  moyimientos  propios  no  pueden  eliminarse  sino  com- 
parando  entre  si  un  gran  nümero  de  estrellas  distribuidas  sobre  todo 
el  cielo ,  y  escluydndo  todas  aquellas  que  en  yirtud  de  un  moyimiento 
propio  mui  considerable  conducirian  ä  un  yalor  de  la  precesion  dema- 
siado  diferente  del  t^rmino  medio  obtenido  por  las  otras.  Por  me- 
dio  de  un  gran  ntimero  de  obseryaciones  se  eliminaran  asi  en  lo 
posible,  el  influjo  de  los  moyimientos  propios  y  completamente  los 
errores  posibles  de  obseryacion.  Como  los  moyimientos  propios  son 
proporcionales  al  tiempo ,  la  inseguridad  que  de  aqul  resulta  para  la 
determinacion  de  la  precesion  queda  la  misma ,  por  mas  grande  que 
se  tome  el  int^ryalo  entre  las  6pocas  de  los  catalogos  confrontados 
uno  con  otro ;  por  esta  razon  es  elijiran  dos  catalogos  que  contengan 
el  mayor  nümero  posible  xie  estrellas  id6nticas,  y  cuyä  diferencia 
de  6pocas  sea  bastante  grande  para  disminuir  suficientemente  la  in- 
seguridad debida  k  los  errores  de  obseryacion.  Si ,  en  tal  caso ,  se 
designan  por  Wq  y  w^  los  yalores  de  w  y  w,  empleados  en  la  compara- 
cion de  los  dos  catalogos ;  ademas  por  a,  d  y  a\  b'  las  posiciones  me- 
dias  de  una  estrella  contenida  en  &mbos  catalogos  correspondientes 
a  los  tiempos  i  y  <';  por  Ja  y  //^  las  diferencias  constantes  de  los 
catalogos  en  ascension  recta  y  declinacion,  y  poniendo  por  breyedad ; 


252 

«  4- (Wo + *io  tang ^o sen «o)  [f —t)—  a'-  v  (f'  —  t) 
7 

d  -f  WoCOSOfo(t'  — 0  -    Ö'-v{t*  —  t) 

cada  estrella  proporciona  dos  ecuaciones  de  la  forma : 

0  =  V  +  7, — ;  -I-  d  Wo  +  citJt)  tang  ^o  senofo 

'     ^^ 

0  =  v  +-7 — j-l-dnocosao- 

Asi  es,  que  considerando  los  movimientos  propios,  contenidos 
en  V  y  v',  como  errores  fortuitos ,  inherentes  a  las  observaciones ,  se 
puede  deducir  de  ua  niimero  grande  de  ecuaciones  de  esta  forma  los 
valores  mas  probables  de  las  incögnitas  por  el  metodo  de  los  cuadra- 
dos  menores.  Tal  hipötesis  apareceria  justificada,  si  una  parte  de  los 
movimientos  propios  de  las  estrellas  no  siguiese,  como  se  ha  dicho 
arriba ,  una  ley  dependiente  de  la  posicion  de  la  estrella.  Mas  como 
es  mui  dificil,  sinö  imposible  introducir  en  las  ecuEwsiones  de  arriba 
un  termino  que  esprese  este  movimiento  sujeto  a  una  ley ,  de  cuya 
materia  volveremos  a  tratar  mas  tarde ,  ya  no  quedara  otro  recurso 
que  adoptar  esta  hipötesis,  pero  procurando  que  sea  mui  grande  el 
nümero  de  las  estrellas  distribuidas  lo  mas  uniformemente  posible 
sobre  todo  el  cielo.  Asi  se  deducirä  de  las  ascensiones  rectas  una  de- 
torminacion  de  m  y  n;  de  las  declinaciones  una  determinacion  de  n; 
pero  se  v6,  que  un  error  en  la  determinacion  de  la  ascension  recta 
ab^oluta,  constante  en  cada  catalogo,  se  combina  con  (2fn;  ademas, 
si  los  valores  adoptados  de  las  masas  de  los  planetas  son  erroneos, 

el  valor  de  -r:  resultarä  defectuoso,  y  por  lo  tanto  quedara  otro  error 

en  (7  m,  atendida  la  relacion 

dm  _  dli  _da 

dt  dt      dt 

AI  contrario,  la  determinacion  de  dn  =  e??iSenf^  mediante 
las  ascensiones  es  independiente  de  tal  error  constante,  y  las  decli- 
naciones dan  tanto  dn^  como  tambien  el  error  constante  de  las  decli- 
naciones. Mas,  como  no  puede  suponerse  que  este  error  sea  con- 
stante para  todas  las  declinaciones  en  los  dos  cat41ogos,  es  mejor 
distribuir  las  estrellas  en  zonas  de  unos  grados  de  ancho,  p.  ej.,  de 
10^  de  declinacion,  y  tratar  separadamente  las  ecuaciones  para  cada 
zona,  es  decir,  determinar  la  diferencia  media  /^d  para  cada  una  de 
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estas  zonas.  De  este  modo  ha  calculado  Bessel,  en  su  obra  Fundamenta 

astronomiae ,  el  valor  de  la  constante  -jj ,  baciendo  uso  con  este  fin 

de  mas  de  2000  estrellas ,  cuyas  posiciones ,  correspondientes  al  aiio 
1755 ,  babian  sido  deducidas  de  las  observaciones  becbas  por  Bradlej 
7  determinadas  para  el  aiio  1800  por  Piazzi.  Hallö  asi  el  valor 
de  la  constante  igual  ä  50  ".340499  para  el  aiio  1750,  cuyo  yalor 
reemplazo  mas  tarde  por  50".  37572 ,  conforme  con  las  observaciones 
hechas  en  Eoenigsberg  (Astronomische  Nachrichten  No.  92). 

14«  Si  las  posiciones  de  las  estrellas ,  obseryadas  en  diferentes 
6pocas  7  reducidas  a  nna  misma  6poca  por  medio  de  la  precesion  asi 
determinada,  presentan  entre  si  diferencias,  ^stas  deben  atribuirse 
k  los  movimientos  propios  de  las  estrellas.  Admitiendo  que  estos 
ülümos  se  yerifican  en  la  direccion  de  un  circolo  m&ximo  7  con  yelo- 
cidad  constante,  se  paede,  hablando  de  un  modo  jeneral,  representar 
estas  dSerencias  como  los  errores  posibles  de  observacion.  Halle7 
descnbrio  en  1713  el  primero  los  moyimientos  propios  de  las  estrellas 
Sirio,  Aldebaran  7  Arcturo*.  Desde  este  tiempo  se  han  reconocido 
con  certeza  moyimientos  propios  de  muchas  estrellas ,  7  forzoso  es 
admitir  que  todas  las  estrellas  gozan  de  moyimientos  propios,  si 
bien  estos  no  puedan  todayia  determinarse  a  causa  de  su  pequefiez, 
de  modo  que  se  hallan  comprendidos  todayia  dentro  de  los  llmites  de 
los  errores  de  obseryacion.  Los  ma7ores  moyimientos  propios  presen- 
tan: la  estrella  61  C7gni,  cu7a  yariacion  ^ua  en  ascension  recta  7 
declinacion  importa  5".  1  7  3".  2 ;  en  seguida  a  Centauri ,  CU70S  moyi- 
mientos propios  en  las  direcciones  de  las  dos  coordenadas  son  de 
7".0  7  0".8;  finalmente  la  estrella  1830  Groombridge,  a  saber  5".  2 
en  ascension  recta  7  5".  7  en  declinacion. 

Herschel,  el  padre,.  fu6  el  primero  en  hallar  una  le7  en  estos 
moyimientos  de  las  estrellas ;  comparando  entre  si  un  gran  nümero  de 
estos  moyimientos  noto  que  en  jeneral  las  estrellas  se  alejan  de  un 
punto  del  cielo  situado  en  la  proximidad  de  k  Herculis.  En  este  hecho 
fandö  la  conjetura  de  que  los  moyimientos  propios  de  las  estrellas  de- 
bian  ser  en  parte  solamente  aparentes,  producidos  por  el  moyimiento 


*  Eata  ultima  estrella  tiene  un  movinuento  propio  de  2"  en  decli- 
nacion, 7  por  tanto  su  posicion  en  el  cielo  ha  variado  7a  en  mas  de 
un  grado  desde  Iob  tiempos  de  Hiparco. 
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de  nuestro  sistema  solar  hacia  dicho  punto  del  cielo ,  cuya  opinion  Be 
ha  confirmado  completamente  por  las  investigaciones  posteriores. 
Asi  es ,  que  el  movimiento  propio  4nuo  de  las  estreUas  fijas  se  com- 
pone:  primero  del  movirniento  4nuo  peculiar  de  cada  una,  en  virtud 
del  cual  las  estrellas  se  mneven  realmente  en  el  espacio  segun  nna 
ley  desconocida  para  nosotros ,  j  por  otra  parte  del  movimiento  apa- 
rente  proveniente  del  movimiento  de  nuestro  Sol.  Oomo  la  primera 
parte  de  este  movimiento  no  sigue  una  ley  determinada,  resnlta  que 
en  virtud  de  61  las  estrellas ,  situadas  en  la  misma  rejion  del  cielo, 
cambiaran  de  posicion  en  las  direcciones  mas  variadas.  AI  contrario, 
la  dii*eccion  de  la  otra  parte  de  los  movimientos  aparentes  de  las 
estrellas  quedar4  determinada  completamente  por  medio  de  la  posi- 
cion de  cada  estrella  referida  al  punto  del  cielo  häcia  el  cual  se  tras- 
lada  el  Sol.  Adoptando  por  este  punto  un  punto  determinado  por 
la  ascension  recta  Ä  y  declinacion  D,  se  puede  calcular  la  direccion 
en  la  cual  cada  estrella  debe  moverse  aparentemente  en  virtud  de 
la  traslacion  del  Sol,  j  comparando  en  seguida  esta  direccion  con 
la  efectivamente  observada,  se  puede  establecer  para  cada  estrella 
la  ecuacion  de  condicion ,  en  la  que  entren  las  diferencias  de  estas 
dos  direcciones  y  las  variaciones  de  la  ascension  recta  y  declina- 
cion A  y  D,  Como  aquella  parte  de  estas  diferencias,  que  pro- 
viene  de  los  movimientos  peculiares  de  las  estrellas,  no  sigue  una 
ley  determinada,  se  puede  tratarla  como  un  error  fortuito  de  obser- 
vacion ,  y  deducir  de  una  nümero  mui  grande  de  estas  ecuaciones  de 
condicion  los  valores  mas  probables  de  las  correcciones  dÄ  y  dD 
conforme  con  el  m^todo  de  los  cuadrados  menores. 

Es  claro,  que  la  direccion  del  movimiento  aparente  de  una 
estrella  coincide  con  el  clrculo  mäximo  que  pasa  por  la  posicion  de  la 
estrella  y  el  punto  del  cielo  häcia  el  cual  se  mueve  el  Sol ,  puesto  que 
este  punto,  suponiendo  rectilineo  el  movimiento  del  Sol,  queda  situado 
en  el  piano  determinado  por  la  posicion  de  la  estrella  y  por  dos  posi- 
ciones  del  Sol  en  el  espacio.  Representando  por  a  la  variacion  del 
sitio  del  Sol ,  considercuia  rectilinea ,  durante  el  tiempo  t ,  dividida 
por  la  distancia  de  la  estrella  al  Sol ;  por  a  y  5  la  ascension  recta  y 
declinacion  de  la  estrella  al  principio  del  tiempo  t,  por  a  y  ö'  las 
mismas  cantidades  al  fin  del  tiempo  f ,  y  por  q  la  razon  de  las  distan- 
cias  de  la  estrella  al  Sol ,  coiTespondientes  k  las  dos  6pocas ,  se  ten- 
dra  las  ecuaciones  siguientes : 


»» 
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(Ä) 


Q  C08^  COS  a  —  co8^  cos  «f  —  a  cos  A  cosD 

^cosd'sena'^cosdsena  —  a  sen^cosi) 

^  send'  =  send  —  a  sen  D 

de  las  cuales  se  sigae  f&cilmente : 

cos  d*  =  cos  d  —  a  cos  D  cos  (« — ^) , 
Inego : 

cos  3'  («'—«)  =  a  cosD  sen  («—-4.) 

d'  —  d  =  —  a  [cos  d  sen  D  —  sen  d  cos  D  cos  (a—A)], 

En  el  tri&ngulo  esfferico  determinado  per  el  polo  del  ecuador, 
la  estrella  y  el  punto  cuya  ascension  reeta  y  declinacion  son  AjD^ 
88  tiene  tambien  las  ecuaciones : 

sen  J  sen  P  =  cos  D  sen  [ct—A)  /  d\ 

sen  ^/  cos  P  =  senD  cos  d  —  cosD  sen  d  oos(a— -4) 

en  las  que  J  significa  la  distancia  de  la  estrella  k  este  ultimo  punto, 
y  P  el  angulo  en  la  estrella.  Designändose  por  p  el  ängulo  compren- 
dido  entre  la  direccion  del  movimiento  de  la  estrella  y  el  cifculo  de 
declinacion  de  esta  ultima,  sera  tambien: 

,  co8d'(a'— «) 

y  se  t6  luego,  quei)=180^— P,  6  que  la  estrella  se  aleja  del  punto, 
determinado  por  -4.  y  D,  en  la  direccion  del  circulo  m&ximo  que  une 
este  üMmo  k  la  estrella.  La  tercera  de  las  förmulas  diferenciales  (1 1) 
del  n^-  9  de  la  introduccion  dk  en  este  caso : 

,p_     cos d sen («—  A)  ,j^ 
^  sen^ 

cos  D 

H -j-  fsen d  cos D  —  cosd  sen D  cos (a—A)]  dA, 

sen^  *■  \         /j       7 

luego: 

,  C08dsen(a— -4)  ,7^ 

senz^ 

-r-fcosdcosi)  — cosd  sen 2>  cos («—-4)1  dA, 

sen-J*  "^ 

Por  consiguiente,  si  p'  es  el  angulo  observado  entre  la  direccion 
del  movimiento  propio  y  el  circulo  de  declinacion ,  contado  desde  la 
parte  septentrional  de  este  ultima  häcia  el  Este ,  de  modo  que  es : 

tangi)=: Y^^d'- 
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y  si  p  es  el  valor  de  180®-— P,  calculado  por  medio  de  los  valores 
aprozimados  de  J.  y  D  segun  la  förmula  iß) ,  se  obtiene  para  cada 
estrella  la  ecuacion  de  condicion : 

0=.p—p  -I- -Ti -dB 

sen  ^* 

r,-  fsendcosZ)  —  C086  8en2>co8(a— J.)!  dA, 

6: 

0=(p-»)sen^+ ^ ^-dD 

-[sendGo&D  —  co8dsenDco8(a— ^)]  dÄ, 

y  vali6ndose  de  muchas  estrellas,  se  puede  hallar  los  valores  mas 
probables  dedDy  dÄ  mediante  el  m6todo  de  los  cuadrados  menores. 
De  este  modo  determinö  Argelander  la  direccion  del  moyimiento 
del  sistema  solar '^'.  Bessel  habia  ya  deducido,  en  sus  Fiindamenta 
astronomiae ,  el  movimiento  propio  de  un  gran  nümero  de  estrellas, 
confrontando  entre  si  las  observaciones  hechas  por  Bradley  y  Piazzi. 
Argelander  escojiö  entre  estas  estrellas  todas  las  que  en  el  int^r- 
valo  de  45  ailos,  de  1755  k  1800,  manifestaban  un  movimiento  mayor 
de  6",  las  observö  de  nuevo  con  el  circulo  -  meridiano  del  observa- 
torio  de  Abo  y  determinö  mas  exactamente  los  movimientos  propios, 
comparando  sus  propias  observaciones  con  las  antiguas  hechas  por 
Bradley**.  Para  calcular  la  direccion  del  sistema  solar  sirvieron, 
390  estrellas ,  cuyos  movimientos  propios  pasaban  de  O".  1  en  arco 
del  circulo  mäximo.  Estas  estrellas  se  repartieron,  segun  la  magni- 
tud  del  movimiento  propio ,  en  tres  grupos  y  de  cada  una  de  estos 
grupos  se  dedujeron  las  correcciones  de  los  valores  adoptados  de  Ä 
y  D,  Los  tres  resultados  presentaban  una  concordancia  grande, 
y  tomando  en  cuenta  la  seguridad  de  cada  resultado ,  el  termino  me- 
dio de  ellos  di6  los  siguientes  valores  de  Jl  y  i) ,  referidos  al  ecuador 
y  al  equinoccio  de  1800: 

A  =  259<>  51'.  8 ,     D  =  +  320  29'.  1 , 

cuyos  valores  conÄierdan  mui  pröximamente  con  los  valores  adopta- 
dos por  Herschel.     Lundahl  determinö  la  posicion  de  este  punto  por 


*  \6a»e  Astronomische  Nachrichten  No.  363. 
**  Argelander,  DLX  stellarum  fixarum  positiones  mediae  iueunte 
anno  1830.    Helsingforsiae  1835. 
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147  estrellas  no  contenidas  en  el  catalogo  de  Abo,  comparando  al 
efecto  entre  si  las  posiciones  dadas  por  Bradley  y  las  del  catalogo  de 
Pond  de  1 12  estrellas ,  ballando  de  este  modo : 

A  =  252°  24'.  4 ,     D  =  +  14»  26'.  1. 
Tomando  en  cuenta  la  seguridad  de  cada  una  de  estas  det«rmi- 
naciones  Argelander  obtuvo  por  t^rmino  medio  de  ellas: 

A  =  2570  59',  7  ^    D  =  +  28°  49'.  7. 

Trabajos  del  todo  an&logos  a  6ste  han  sido  ejecutados  por  0.  de 
Struve  y  recientemente  por  Gralloway.  El  primero  comparö  al  efecto 
400  estrellas  observadas  en  Dorpat  con  las  posiciones  determinadas 
por  Bradley ,  ballando : 

^  =  2610  23',     i)  =  4  370  36'. 

AI  contrario,  Galloway  determinö  la  direccion  del  movimiento  del 
sistema  solar  mediante  los  movimientos  propios  de  las  estrellas  aii- 
strales,  confrontando  con  este  fin  lasposiciones  observadas  por  Johnson 
en  St.  Helena  y  por  Henderson  en  el  Cabo  de  Buena-Esperanza  con 
el  catalogo  de  estrellas  de  Lacaille  y  obtnvo  los  valores : 

A  =  260"  1',     D  =  +  34»  23', 
La  investigacion  mas  detallada  se  debe  k  Maedler  quien  dedujo 
de  un  nümero  mui  grande  de  movimientos  propios  los  valores : 

A  =  261°  38'.  8 ,     2>  =  +  39°  53'.  9. 

En  vista  de  la  concordancia  que  presentan  estos  diferentes  valo- 
res es  permitido  creer  que  el  pnnto  hacia  el  cual  el  sistema  solar  se 
miieve  en  el  espacio  queda  asl  determinado  con  toda  la  exactitud 
qxie  admite  el  problema. 

15*  La  direccion  del  movimiento  paralactico  de  cada  estrella, 
calcnlada  con  nn  valor  medio  de  A  j  D  por  medio  de  la  förmula: 

fangP-  cosD8en(tt-^) 

sen  1>  coH  d  —  cos  Z>  son  d  cos  (a — ^) 

pnede  considerarse,  pues,  como  bastante  aproximada  4  la  direccion 

verdadera.    Por  consiguiente ,  si  se  conociese  el  valor  del  movimiento 

anno  en  esta  direccion  para  cada  estrella,   se  podria  deducir  para 

cada  una  de  ellas  las  variaciones  anuales  en  ascension  recta  y  decli- 

nacion  provenientes  de  este  movimiento  paral&ctico  y  agregar  esta 

variacion  ä  las  ecuaciones  de  condicion,  dadas  en  el  n^-  13  pai*a  deter- 

minar  la  constante  de  la  precesion.     Est^e  movimiento  paralactico 

17 
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d6pender4  necesariamente  de  la  distancia  de  la  estrella  al  Sol ;  laego 
si  6sta  fuese  conocida  se  podria  tambien  determinar  la  magnitud  de 
este  movimiento  para  una  distancia  determinada.  En  efecto ,  como 
las  ecuaciones  de  los  numeros  que  preceden  se  convierten  en  las 
siguientes : 

0  =  1  +<itwo  +  d«otang5o8enffo+  -7 r^8en(cr,— ^) 

n   CO8O0 

0  =  v'  4-  d  n©  COS  oTo  +  -7  5^  sen  (6r — Z)©) 

en  donde  es : 

sen^o  cos  (a^—A)  =  g  sen  G, 

^0  =  ^  cos  6r 

6stas  permitirian  determinar  la  cantidad  A;,  6  sea  el  moviniiento  del 
Sol  espresado  en  segondos  para  una  distancia  adoptada  por  nnidad, 
y  ademas  las  cantidades  äm^^  dn^^  si  se  conociese  z/,  y  esta  deter- 
minacion  quedaria  del  todo  independiente  del  moyimiento  de  las 
estrellas  sujeto  &  una  ley.  Mas  como  las  distancias  de  las  estrellas 
son  desconocidas ,  este  procedimiento  no  es  practicable.  0.  de  Struve 
tratö  de  vencer  la  dificnltad,  adoptando  valores  hipot^ticos  de  las 
distancias  relativas  de  las  estrella.s  para  las  diferentes  clases  de  mag- 
nitud, las  mismas  que  habian  sido  deducidas  del  nümero  de  las  estrellas 
en  las  diferentes  clases  de  magnitud  por  W.  de  Struve  en  sus  „Etu- 
des  d' Astronomie  stellaire"*.  Struve  confrontö  en  *seguida  400 
estrellas  observadas  por  W.  de  Struve  y  Preuss  en  Dorpat  con  las 
observaciones  de  Bradley,  y  despreciando  primero  el  movimiento 
propio  de  las  estrellas  hallö  mediante  las  ascensiones  rectas  y  decli- 
naciones  para  la  correccion  de  la  constante  de  la  precesion  dos  valores 
contradictorios ,  es  decir,  el  uno  positivo  el  otro  negativo.  Mas,  to- 
mando  en  cuenta  el  movimiento  del  Sol,  las  ascensiones  rectas  dieron 
el  valor:  +l".  16,  y  las  decHnaciones :  +0".66.  Tomando  en  consi- 
deracion  la  seguridad  de  estos  dos  numeros,  Struve  hallo  el  valor  de  la 


*  Adoptando  la  distancia  de  las  estrellas  de  primera  magnitud  por 
unidad,  Struve  halla: 

la  distancia  1 .  71  para  las  estrellas  de  2»  magnitud 

4.a 
5» 


f,  .,         3 .  76 

„         5 .  44 
7.86 


„       11 .  34 


>i 
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coDstanie  de  la  precesion  jeneral  para  1700  igual  4  50".  23440,  cuyo 
yalor  es  en  0^'.  01343  major  que  el  valor  dado  por  Bessel.  Ademas 
haI16  la  velocidad  angular  4nua  del  Sol,  visto  desde  un  punto  situado 
ä  la  distancia  de  las  estrellas  de  primera  magnitud,  mediante  las 
ascensiones  rectas  igual  k  0^^.321 ,  j  mediante  las  declinaciones  igual 
a  0".357.  Apesar  de  la  exactitud  aparente  que  presenta  esta  deter- 
minacion  de  la  constante  de  la  precesion  j  del  movimiento  del  Sol, 
no  se  debe  olvidar  que  ella  esta  basada  sobre  la  razon  hipot6tica  de 
las  distancias  medias  de  las  estrellas  para  las  diferentes  clases  de 
magnitud.  Tampoco  merece  aprobarse  que  para  esta  determinacion 
de  la  constante  se  haja  escojido  un  nümero  tan  reducido  de  estrellas 
que ,  por  lo  demas ,  son  en  su  major  parte  estrellas  dobles. 

8i  se  quiere  tomar  en  cuenta  el  movimiento  propio  del  sistema 
solar  al  determinar  la  constante  de  la  precesion,  es  talvez  prefe- 
rible  no  introducir  num^ricamente  las  razones  hipoteticas  de  las  di- 
stancias de  las  diferentes  clases  de  magnitud,    sinö  ordenar   las 

estrellas  en  clases  segun  su  magnitud ,  ö  segun  la  magnitud  de  sus 

k 
moyimientos  propios ,  j  determinar  para  cada  clase  la  cantidad  ^, 

k 
como  asimismo  la  constante  de  la  precesion.    Los  valores  de  ^  asi 

haUados  pueden  considerarse  entonces  como  valores  medios  para  estas 
clases ,  j  los  valores  hallados  de  m  j  n  quedaran  independientes ,  al 
menos  de  una  parte  del  movimiento  paraj&ctico ,  la  cual  ser4  tanto 
major  cuanto  mas  se  igualen  entre  si  las  distancias  de  las  diferen- 
tes estrellas  combinadas  *.   Procediendo  de  este  modo  se  podria  aten- 


*  El  autor  de  esta  obra  ha  emprendido  un  trabajo  de  este  j^nero 
hace  machos  anos  ja,  pero  que  no  ha  podido  aun  concluirse.  Los  movi- 
mientos  propios  de  las  estrellas  han  sido  deducidos  de  la  comparacion 
de  las  observaciones  hechas  por  HenderBon  en  Edimburgo  con  las  obser- 
Taciones  de  Bradlej.  Besultan  de  este  modo  para  los  movimientos  para- 
lacticos  anuales  correspondientes  d  las  diferentes  clases  de  magnitud  los 
aiguientes  valores  medios:  * 

para   32  estrellas  de  4 . 3™  0".  068985  ±_  0 .  010964 
„       75  „         ,.         4m  0".  069716  ±  0 .  006684 

„       71  „        „    4 . 5»  0".  046811  ±  0  .  006925 

„     284  „         „         5n»  0".  029043  ±  0 .  002446 

De  esta  investigacion  se  esclujeron  las  estrellas  cujos  movimientos  pro- 
pios anuos  pasaban  de  O''.  3  en  arco  de  circulo  m&ximo. 

17* 
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der  todavia  a  las  variaciones  de  Ä  y  Dy  de  manera  que  las  ecuacio- 
nes  serian: 

0  =  1»  +  dtno  +  dfia  tang^o  sen  ofo ^-  co8(Co— J.)  adA 

COBOq 

+  [cosD  -  8eni>  (iD]  ?5?^^^^  a 
*-  ^       cos  do 

0  =  v-h  dn^ cos  tin  —  g  cob{G—D)  adD-hcosD  sendo  sen {ao—A)adÄ 

-j-agsen(G-'D). 

k 
en  las  qne  se  ha  puesto  -j=ö.    Estas  ecuaciones  permitiriau  hallar 

los  valores  mas  probables  dea,  adAjadD,  Para  el  caso  en  que 
se  adopte  la  razon  de  las  distancias  dadas  por  Struve ,  el  valor  de  la 
incöguita  a  deducido  de  estas  ecuaciones ,  despues  de  aplicado  el  fac- 
tor  debido ,  deberia  ser  el  niismo  para  todas  las  clases.  (Vease  sobre 
esta  materia  la  memoria  de  Airy  en  las  Memoirs  of  tbe  Royal  astro- 
nomical  Society  Vol  XXVIII.) 

16*  Se  pnede  admitir  en  la  actualidad ,  sin  temor  de  cometer 
un  en-or  sensible,  que  los  movimientos  propios  de  las  estrellas,  con 
pocas  esccpciones,  se  verifican  en  un  circulo  mäximo  proporcional- 
mente  al  tiempo.  Pero  los  movimientos  propios  en  ascension  recta 
y  declinacion  varian  a  causa  de  las  variaciones  de  los  planos  funda- 
mentales &  que  aquellos  se  refieren,  y  es  necesario  tomar  en  cuenta 
estas  variaciones ,  al  menos  para  las  estrellas  pröximas  al  polo. 

Las  formulas  que  relacionan  las  coordenadas  polares,  referidas 
al  equinoccio  para  el  tiempo  ^  y  al  ecuador,  con  las  coordenadas  refe- 
ridas a  un  otro  equinoccio  correspondiente  al  tiempo  /'  son,  segim 
el  n°-  3,  cap.  11: 

co8d'8en(a'-f  a'— Ä^)  =  coad  8en(a-f-a+JP) 
cos  d'  cos  («' + a' — z)  =  cos  S  cos  (a+a-^z)  cos  G  —  sen  cJ  sen  fi> 
Hcn 8'  =  cos d  cos  {a+a-\-z)  sen S  +  seo  c^  cos Ö, 

en  donde  a  significa  la  precesion  planetaria  durante  el  tiempo  t'—t,J 
en  doi^^e  js^  e  y  S  son  cantidades  auxiliares,  obtenidas  por  medio  de 
las  formulas  (Ä)  del  inismo  nümero  3.  Como  los  movimientos  pro- 
pios son  tan  pequenos  que  sus  cuadrados  y  productos  imeden  des- 
preciarse,  y  teniendo  presente  que  las  formulas  precedentes  se  dedu- 
cen  de  un  triangulo,  cuyos  lados  son  90^— 5',  90^— d  y  6,  y  los  an- 
gulos  cif-}-a+jßr,  180 — a — a-\'z'yCy  se  obtiene  segnn  la  primeray 
tercera  de  las  formulas  (II)  del  n°-  9  de  la  introduccion : 
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COBÖ'  ^  a  =  senc  d  ö  -i-  coad  cosc  J  a 
6,  espresando  senc  y  cosc  por  los  otros  elementos  del  triäugulo : 

Ja'=Ja[cos9+sene\imgö'co6(a'-ta-z')]+-^,üen  9  ""^^  ('^'•^^'-^') 

coBd  coBd  (a) 

dd'=-jiiasQn9scn{a-h  a—z') + cos^'[cosO + senÖ  tangd'co8(a'+a'-/)J 

COB  O 

y  del  mismo  modo : 
Ja:=^«'[co8Ö-senetang^coB(a+aH-;j)]-^,BenÖ??5i?^J±f) 

^  O  \  '^      cos  er  COB  3  (C) 

J5  -  Ad  Ben©'  sen  (a-fa+i-)  -j r;  cos  d  [cos  9— sen  O  tang  tf  cos  (a  -f  a + ;?)] 

I^emplo:  La  ascension  recta  y  declinaciou  inedias  de  la  estrella 
polar  correspondieutes  al  principio  del  afio  1755  son : 

a  =  10»  55'  44' .  955        «  =  +  87°  59'  41".  12. 

Aplicando  la  precesion ,  resulta  la  posicion  de  la  estrella  polar 
para  el  principio  del  afio  1850 : 

d  =  16»  12'  56".  917         d'=  4-  88°  30'  34".  680. 

Pero ,  segun  las  Tabulae  Regioinontanae  de  Bessel ,  esta  posi- 

eion  eb : 

d  =  16°  15'  19".  530        d'  =  -f  88°  30'  34".  898. 

La  diferencia  entre  estos  dos  valoros  proviene  del  movimiento 
propio  de  la  estrella  polar ,  el  cual  asciende ,  de  consiguiente ,  para 
el  intervalo  de  1755  ä  1850  a  2' 22".  613  en  ascension  recta  y  a  +0".218 
en  declinacion.  Luego  el  movimiento  propio  de  la  estrella  polar 
referido  al  ecnador  de  1850  es: 

Jd  =  H-  1".  601189        J8'  =  -\-  0".  002295. 

Tratandose  de  deducir  de  aqui ,  p.  ej. ,  los  movimientos  propios 
Ja  j  JÖ  de  la  estrella  polar  referidos  al  eciiador  de  1755,  se  hara 
uso  de  las  förmulas  (&).    Como  es : 

9  =  0^  31'  45".  600 
c  +  a  +  i?=ll0  32'9".530 
86  obtiene : 

Aa=^+  1".  10836        Jd  =  +  0'\  005063. 

Adoptando  la  hipötesis  de  un  movimiento  propio  uniforme,  hai 
ciertas  estrellas  qiie  presentan,  despues  de  aplicadas  las  correcciones 
debidas,   diferencias  considerables  que  no  pueden  atribuirse  ä  los 
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errores  inherentes  a  las  observaciones.  Bessel  notö  esta  variabilidad 
del  movimiento  propio  primero  en  Sirio  y  Procyon,  comparando 
las  declinaciones  de  la  ultima  estrella  con  las  de  oiras  estrellad 
situadas  cerca  de  su  paralelo,  6  igualmente  las  ascensiones  rectas 
de  Sirio  con  las  ascensiones  rectas  de  ciertas  estrellas  cercanas. 
Bessel  esplicö  esta  variabilidad  por  la  atraccion  de  un  cuerpo  invi- 
sible ,  dotado  de  una  masa  considerable  7  situado  mui  cerca  de  la 
estrella.  Feters  en  Altona,  partiendo  de  esta  hipötesis  ha  determi- 
nado  por  medio  de  las  diferencias  en  ascension  recta  de  Sirio  la  6t- 
bita  de  este  astro  al  rededor  del  supuesto  cuerpo  opaco,  hallando 
asi  la  siguiente  förmula  que  espresa  la  correccion  debida  a  la  ascen- 
sion recta  de  Sirio : 

g[  =  0«.  127  +  0«. 00050  (t- 1800)  +  0».  171  Ben(ttH-77°44'); 

el  4ngulo  u  debe  tomarse  de  la  ecuacion : 

M=  7°.  1865  {t- 1791 .431)  =  1*  --  0 .  7994  sent* 

en  la  que  7®.  1865  representa  el  movimiento  medio  de  Sirio  en  torno 
del  cuerpo  central.  Aplicando  las  correcciones ,  calculadas  segun 
esta  förmula ,  a  las  ascensiones  rectas  observadas  de  Sirio ,  ^stas  pre- 
sentan  entre  si  una  concordancia  mui  satisfactoria.  Safford  en  Cam- 
bridge ha  hecho  ver  recientemente,  que  tambien  en  las  declinaciones 
de  Sirio  hai  un  periodo  semejante ,  y  que  se  tiene  que  aplicar  ä  cada 
declinacion  observada  la  correccion: 

2'  z=  -f  0".  56  +  0".  0202  («- 1800)  4- 1".  47  seni«  +  O".  51  cos«, 

en  la  que  u  tiene  la  misma  significacion  que  arriba*. 


*  Interesante  a  este  respecto  es  el  descubrimiento  hecho  reciente- 
mcnto  por  A.  Clarke  en  Boston,  segun  ei  cual  la  estrella  Sirio  tiene  una 
debil  companera  a  la  distancia  de  8''  proximamente. 


CAPITÜLO  V. 

DE  LA  DETERMINACION   DE  LA  POSICION   DE  LOS  CIRCULOS 
*  MÄXIMOS  FIJOS  DE  LA  ESFERA  CELESTE  CON  RESPECTO  AL 
HORIZONTE  DEL  LÜGAR  DE  OBSERVACION. 

En  los  n®*-  5  y  6  del  capitulo  que  precede  hemos  ensenado  ja 
cömo  la  posicion  del  los  circulos  fijos  de  la  esfera  Celeste  con  respecto 
al  horizonte  puede  determinarse  mediante  un  instrumente  meridiano 
solidamente  montado.  En  efecto ,  si  el  instrumento  esta  rectificado 
de  modo ,  que  la  linea  de  colimacion  del  anteojo  describe  un  circulo 
perpendicular  al  horizonte,  se  puede  situarlo  en  el  meridiano  me- 
diante la  observacion  de  dos  culminaciones  consecutivas ,  superior  6 
inferior,  de  una  estrella  circumpolar;  la  linea  de  colimacion  descri- 
bira  un  piano  vertical  pasando  por  el  polo,  si  el  tiempo  trascurrido 
entre  las  dos  observaciones  es  igual  k  12**  de  tiempo  8id6reo  +Ace^ 
espresändose  por  ^a  la  variacion  de  la  posicion  aparente  durante 
dicho  int^rvalo.  Ademas  la  observacion  de  las  distancias  zenitales 
de  la  estreUa  en  ambas  culminaciones  da  la  latitud  del  lugar,  puesto 
que  6sta  es  igual  k  la  semi-suma  de  las  distancias  zenitales  correji- 
das  por  efecto  de  la  refraccion  -^^/dd,  siendo  ^  J  la  variacion  de  la 
declinacion  aparente  en  el  int^rvalo  entre  las  observaciones.  Obser- 
vandose  ademas  la  culminacion  de  una  estrella,  cuya  ascension  recta 
se  conozca,  la  ascension  recta  aparente  de  la  misma  da  en  este  in- 
stante el  angulo  horario  del  equinoccio  de  la  primavera,  6  el  tiempo 
sid^reo;  j  si  en  el  mismo  instante  se  verifica  en  un  otro  lugar, 
una  determinacion  an&loga  a  6sta,  en  tal  caso  se  conoce  la  diferencia 
de  los  4ngulos  horarios  del  equinoccio  de  la  primavera  en  los  dos 
lugares  y,  de  consiguiente,  la  diferencia  de  sus  lonjitudes  jeogräficas. 
Resta  ahora  dar  ä  conocer  los  m6todos  k  proposito  para  conseguir 
qae  las  determinaciones  de  la  bora  en  los  dos  lugares  se  verifiquen 
simultaneamente,  6  si  esto  no  tiene  lugar,  para  determinar  la  diferen- 
cia de  los  tiempos  en  que  se  hayan  praotioado  las  dos  observaciones, 
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Se  bace  uäo  de  estos  metodos,  que  son  loä  mas  sencillos  j  exac- 
tos ,  cuaudo  se  puede  disponer  de  im  instrumento  de  altura  sölida- 
ineute  montado  en  el  rneridiano.  Pero  se  puede  tambien  determinar 
la  posicion  -del  zenit  con  respecto  al  polo  y  al  punto  equinoccial  de 
la  primavera ,  observando  fuera  del  rneridiano  las  coordenadas  refe- 
ridas  al  borizonte  de  estrellas  conocidas ,  y  este  procedimiento  da  lu- 
gar  ä  un  gran  nümero  de  m6todos  que  permiten  ä  los  viajeros  y  ä 
los  navegantes  practicar  estas  determinaciones  con  mas  6  menos 
ventaja  segun  las  circunstancias ,  y  los  que  pueden  seguirse  siemprc^ 
que  falten  los  medios  necesarios  para  los  metodos  mencionados  amba. 

En  efecto,  para  relacionar  la  altura,  el  azimut,  la  ascension 
recta  y  declinacion  de  una  estrella,  el  tiempo  sid6reo  y  la  latitud  del 
lugar  de  observacion ,  se  tiene  las  förmulas : 

sen/i  —  sen  q>  sen  8  -\-  cos  q>  coö  8  cos  {ß—  a) 

cotg^  = ^^— ^  +  send  cotg(ö-a). 

Estas  ecuaciones  bacen  ver,  que  mediante  la  observacion  de  la 
altura  6  del  azimut  de  una  estrella  conocida  puede  determinai*se  la 
bora  si  la  latitud  es  conocida ,  ö  la  latitud  suponiendo  conocida  la 
bora  sideral;  de  consiguiente  dos  observaciones  de  altura  6  de  azi- 
mut de  la  misma  estiella,  ö  las  observaciones  de  dos  estrellas  cono- 
cidas bastan  para  determinar  la  latitud  y  la  bora  sideral. 

En  todas  estas  determinaciones  las  observaciones  deben  natii- 
ralmente  correjirse  de  refraccion  y  paralaje  diuma  (si  el  astro  ob- 
servade  no  es  una  estrella  fija)  y  emplearse  para  el  c41culo  las  posi- 
ciones  aparentes.  Para  practicar  estas  observaciones  sirve  un  instru- 
mento de  altura  6  de  azimut ,  el  cual  debe  rectificarse  de  modo ,  que 
la  linea  de  colimacion  describa  un  circulo  vertical  poi*  la  rotacion  del 
anteojo  (vease  el  n®*  12,  capitulo  VII),  y  en  caso  de  que  se  obser- 
ven  solamente  alturas ,  puede  servir  tambien  un  instrumento  de  re- 
flexion,  mediante  el  cual  se  mide  el  ^gulo  comprendido  entre  la 
estrella  y  su  imajen  reflejada  en  un  borizonte  artificial,  esto  es,  la 
altura  doble.  Haci6ndose  uso  de  un  instrumento  de  altura  ö  de  azi- 
mut, se  puede  determinar  el  punto  zenital  del  circulo  mediante  uii 
borizonte  artificial,  del  mismo  modo  que  con  el  instrumento -meri- 
diano,  combinando  el  valor  asi  ballado  con  la  lectura  correspondiente 
a  la  panteria  de  la  estrella;  ö  se  puede  bacer  la  punteria  de  la  estrella 
primero   en  una  posicion  del  instrumento  y  repetir  la  observacion 
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despues  de  haber  dado  a  este  ultimo  un  jiro  de  180*^  al  rededor  de  la 

colunma  vei*tical.     Designando  por  f  y  5'  las  dos  lecturas  hechas  a 

dz        d^z 
los  tiempos  ö  y  Ö',  por  -r^  y  -r^  1^  derivadas  de  la  distancia  zenital 

(I,  25)  correspondiente  al  tiempo  0«= — ^ — »  y  por  Z  la  lectura  qiie 

conresponde  al  zenit;  suponiendo  ademas  que  en  la  primera  posicion 

del  circulo  la  graduacion  va  creciendo  en  el  sentido  de  las  distancias 

zenitales,  las  lecturas  reducidas  al  termino  medio  de  los  tiempos 

seran:  ,  ,1 

<io  +  Z=S  +^  («„- »)  -  i  ^ (»- »oY 

Luego  la  distancia  zenital  que  corresponde  al  t6rmino  medio  de 
los  tiempos  es :  „ 

«.=i(f-r)-i^  (»'-»)'• 

Finalmente,  si  el  astro  se  observa  directamente  y  por  reflexion, 
y  si  la  graduacion  crece  en  la  direccion  de  las  distancias  zenital«s, 
en  ciiyo  caso  se  ha  de  poner  180®— je?Q  +  Z  en  el  lado  izquierdo  de  la 
segunda  ecuacion ,  se-  obtiene : 

Con  el  fin  de  observar  mediante  este  instinimento  el  azimut  de 
un  objeto,  se  tiene  que  determinar,  mediante  uno  de  los  metodtfs  que 
se  daran  mas  tarde ,  el  punto  del  circulo  horizontal  que  corresponde 
al  meridiano  y  restar  el  valor  de  esta  lectura  de  la  que  corresponde 
ä  la  punteria  de  la  estrella,  6  restar  este  ultimo  valor  del  primero, 
segun  que  sea  la  direccion  de  la  graduacion. 


*  Aqui  se  sui^one  que  el  punto  del  circulo,  dirijido  al  zenit 
en  una  «ituacion  del  instrumento,  conserva  invariablementc  esta  posi- 
cion tambien  cn  la  otra  situacion.  Para  aaegurarse  de  csto,  sirve  un 
nivel  de  aire  afirmado  al  circulo,  cuya  ampolla  varia  cuando  ima  linea 
fija  en  el  circulo  cambia  de  posicion  con  respecto  a  la  plomada.  Este 
nivel  indica  por  consiguiente  una  variacion  del  punto  zenital  y  propor- 
ciona  al  mismo  tiempo  el  medio  de  determinar  esta  yariacion.  (V^ase 
el  no.  13  capitulo  Vll.) 
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I.  —  DETERMINACION  DE  LA  DIRECCION  DEL  MERIDUNO 

Ö  DE  ÜN  AZIMUT  ABSOLUTO. 

1«  El  m^todo  mag  sencillo  de  determinar  la  direccion  del  meri- 
diano  consiste  en  la  observacion  dcl  instante  en  que  un  astro  llega 
k  SU  aJtnra  m&xima  sobre  el  horizonte.  AI  efecto  se  sigue  obser- 
vando ,  p.  ej. ,  el  So],  mediante  un  iijistrumento  de  altura,  y  se  admite 
que  el  Sol  estä  en  el  meridiano  en  el  momento  en  que  la  altura  deja 
de  variar.  De  este  melodo  se  hace  uso  en  alta  mar  para  hallar,  al 
menos  aproximativamente ,  el  instante  del  medio  dia  verdadero ;  este 
m6todo  es  necesariamente  mui  inseguro ,  puesto  que  en  el  meridiano 
la  altura  de  los  astros  llega  k  su  m&ximo  y  varia,  por  consiguiente, 
mui  lentamente  poco  antes  y  despucs  de  la  culminacion. 

ün  scgundo  m^todo  consiste  en  la  observacion  de  las  digresio- 
nes  maximas.  El  4ngulo  horario  de  la  digresion  maxima  de  una 
estrella  circumpolar  se  halla,  conforme  con  el  n°-  27  j  cap.  I,  por 
medio  de  la  ecuacion: 

.     tang<p      ,     ,        ,  .,     8en(^— <p) 
tangd  ®*         sen(d+qp)' 

y  a  esta  hora  el  movimiento  de  la  estrella  es  perpendicular  al  horizonte, 
luego  el  movimiento  de  la  estrella  en  azimut  es  nulo,  puesto  que 
el  circulo  verticaJ  es  tanjente  al  circulo  paraJelo.  Si  se  sigue,  pues, 
observando  esta  estrella  con  un  instrumento  azimutal  rectificado  de 
modo,  que  la  linea  de  colimacion  del  anteojo  describa  un  circulo  ver- 
tical ,  se  tendra  que  mover  el  anteojo ,  en  jeneraJ ,  en  la  direccion  del 
circulo  vertical  y  del  horizontal,  para  que  la  estrella  permanezca 
sobre  la  cruz  filar,  y  solamente  al  tiempo  de  la  digresion  m4xima 
bastara  el  movimiento  vertical  del  anteojo  por  si  solo.  Tan  pronto 
como  esto  suceda,  se  hace  en  esta  posicion  del  instrumento  la  lectura 
del  circulo  horizontal,  que  sea  a;  verificando  en  seguida  la  observa- 
cion  al  otro  lado  del  meridiano ,  y  designando  por  a   la  lectura  en 

esta  posicion,  entonces  serk  •         el  punto  del  circulo  que  corresponde 

«1  meridiano.  AI  valerse  de  este  m6todo  conviene  observar  la  estrella 
polar  que  de  las  estrellas  con  spie  uas  permanece  el  tiempo  mas  largo 
en  SU  disgresion  maxima  a  causa  de  su  movimiento  lento. 

El  tercer  m6todo  para  hallar  el  meridiano  consiste  en  la  observa- 
cion de  las  alturas  correspondientes.    Como  k  ängulob  horarios  igua- 


267 

les,  situados  a  amboä  lados  del  meridiano,  corresponden  tambien 
alturas  igiiales ,  se  sigiie  que ,  si  en  tiempos  diferentes  se  ha  obser- 
vado  un  astro  k  la  misma  altura,  quedaran  determinados  de  este  modo 
dos  circulos  verticales  equidistantes  del  meridiano.  Por  consiguiente, 
despues  de  haber  observado  un  astro  sobre  la  cmz  filar  de  un  instru- 
mento  azimutal  y  hecha  la  Icctura  del  circulo  horizontal,  se  espera 
hasta  que  el  astro,  despues  de  su  culminacion,  vuelva  a  la  cruz 
filar  del  anteojo,  euja  altura  se  supoue  inalterada ;  haciendose  ento^ces 
de  nnevo  la  lectnra  del  circulo  horizontal,  el  t^rmino  medio  de  las  dos 
lecturas  darä  el  punto  del  circulo  que  corresponde  al  meridiano.  Si 
estas  observaciones  se  refieren  al  Sol ,  cuya  declinacion  varia  en  el 
int^rvalo  que  media  entre  las  dos  observaciones,  es  necesario  aplicar 
todavia  una  pequefia  correccion  a  la  direccion  asi  hallada  del  meri- 
diano.   En  efecto ,  diferenciandose  la  ecuacion : 

send  =  senqp  senh  —  cosqp  cosA  cos  J., 

en  la  que  solo  d  y  il  se  consideran  variables,  se  obtiene: 

,  .  cotid  dS  dS 

aA  = 5 j-  = T . 

cos  qp  cos  /*  sen  A     cos  q>  sen  t 

Designandose ,  de  consiguiente ,  por  zf  ö  la  variacion  de  la  decli- 
nacion durante  el  intervalo,  se  tiene  que  restar  del  t6rmino  medio 
de  las  dos  lecturas  la  cantidad : 

JScosS        _        ^d 
2  cosq)CoshsenA  "~2  cosqp  oeut 

suponiendo  que  la  graduacion  va  creciendo  en  el  mismo  sentido  en 
que  se  cuentan  los  azimutes. 

ün  cuarto  metodo  es  id^ntico  con  el  menöionado  en  el  n**-  5, 
capitulo  IV,  para  instalar  un  instrumento  exactamente  en  el  meri- 
diano. En  efecto,  observandose  los  tiempos  en  que  una  estrella  cir- 
cumpolar  Uega  al  mismo  azimut  sobre  y  debajo  del  polo,  la  direccion 
del  instrumento  coincidera  con  el  meridiano  si  el  int^rvalo  entre  las 
dos  observaciones  equivale  a  12**  de  tiempo  sid6reo  +//«,  siendo 
-^a  la  variacion  de  la  posicion  aparente  durante  el  int^rvalo.  Si 
esta  condicion  no  se  cimiple ,  se  halla  el  azimut  del  modo  siguiente. 
Contando  los  azimutes  desde  el  punto  septentrional ,  y  no  del  punto 
austral  del  horizonte ,  la  primera  observacion  da : 

cosÄ  sen  J.  =  cos  8  sen  t 

QQüh  cos  A  =  cosqp  send  —  senqp  cos d  cos ^, 
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y  la  segunda  observacion  hecha  debajo  del  polo: 

C08Ä'  8en^  =  cosd  sent' 

cosÄ'  cos  Ä  =  cos  q>  sen  d  —  sqii  tp  cos  ö  cos  t'. 

Agregando  la  primera  ccuacion  a  la  tercera ,  y  restanto  la  se- 
gunda de  la  cuarta,  se  obtiene  facilmente,  dividieiido  una  por  otra 
las  ecuacioiies  que  resiilteu: 

Si  t' — t  se  aproxiina  a  12  horas  de  tiempo  sidereo,  en  tal  caso 
seran  ^—^{t' — t)  y  Ä  ängnlos  pequeiios,  y  como  ^{h-\-k')  y 
^  {h  —  U)  son  niui  pro ximain ante  iguales  respeeUvamente  'a  tp  y 
90^— d,  se  obtiene: 

cosqp  tangd  ' 

2«   En  estoö  metodos  no  se  supone  el  conocimiento  del  tiempo 

ni  de  la  latitud ,  ö  al  menos  no  se  oxije  sino  im  conocimiento  apro- 

ximado  de  estas  cautidades.    AI  contrario,  si  los  valores  de  esta^  son 

conocidos ,  cada  pimteria  ä  una  estrella  conoeida ,  hecha  con  un  in- 

strumento  azimutal,  dael  punto  -  meridiano  del  circulo,  compaiundo 

la  lectura  del  circulo  con   el  azimut  calculado   por  medio    de  las 

ecuaciones : 

C08ÄsenJ.  =  C08d8cni  . 

cosÄ  cos -4.  =  —  cos  9?  sen  d -I- sen  y  cos  d  cos*. 

Si  se  practica  una  serie  de  punterias ,  no  es  necesario  calcular 
separadameute  los  azimutes  correspondientes  ä  las  diferentes  obser-. 
vaciones,  sino  se  procede  mas  brevemente  del  modo  que  sigue.  Sean 
0,  &\  &".,.  etc.  los  diferentes  tiempos  de  n  observaciones;  ademas 
sea  Sq  el  t6rmino  medio  de  todos  ellos  y  ^  el  azimut  correspon- 
diente  al  tiempo  0^;  en  tal  caso  serä: 

y  como  0— 0„+0'— 00+  etc.  =0,  se  obtiene: 


A  = 


^H-^'-f-^"H-....      ,  d^'A  r((f?-Öo)«-f  (0'-0„)»-h.... 


'0 


*  dt*  L  n  J 


n 

A+A'-hA''-^-,.., __ dM.  S^ticnj  (9-9^,)* 
n  dt*  w 


» 
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en  cuya  espresion  significa  £2  sen-J-  {S — GqY  la  suma  de  todas  las 
cantidades  2  sen^  (Ö— ©o)*.  Se  han  introducido  6stas  en  Ingar  de 
^  (6—  Oq)^  porque  difieren  poco  de  estas  ültimas  siempre  que  G—Bq 
sea  pequena ,  y  porque  se  hallan  en  todas  las  colecciones  de  tablas 
astronömicas,  p.  ej.,  en  las  tablas  aiixiliares  de  Warnsdorff,  en  donde 
con  el  argnmento  t  espresado  en  tiempo,  se  da  la  cantidad  2  sen^^f 
espresada  en  segundos  de  arco.  Aderaas  se  tiene,  segun  el  ri***  25, 
eapitiilo  I: 

--rr^  = ,-,-  -  [coB Äo  sen  d  +  2  cos  9  cos  Ao]. 

Cv(  cos  fCo 

Luego,  si  al  termino  medio  de  todas  las  lecturas  del  circulo  se 
agrega  la  cantidad : 

coscpsenJ.  ^      ,         ^  ,  „                  .  ^  2?2  8eni  (G—GoY 
r-i —  [cos/io8entf  +  2co8q>cosJol ^-^ ^» 

COSÄq"       "^  T-         — 1IJ  ^^ 

se  obtiene  un  valor  Ä^  que  debe  compararse  con  el  azimut  calculado 
por  medio  de  las  förmulas  (a)  con  el  valor  ^=  Öq  —  «r. 

Diferenciando  las  ecnaciones  (a) ,  6  empleando  la  ecuacion  dife- 
rencial  del  n°-  8,  cap.  I,  resulta: 

,  -     co8dco8|>  ,.     ,        ,         Aj      .  senp,^ 
dA  = =-^  öf  —  tangÄ  sen  J.aq)  H ^d8, 

COSh  ®  ^         C08Ä         * 

de  cuya  relacion  se  sigue ,  que  las  determinaciones  mas  exactas  del 
azimut,  hechas  segun  este  ni6todo,  se  obtienen  por  la  observacion  de 
la  estrella  polar  al  tiempo  de  su  digresion  m6.xima ,  por  ser  en  tal 
easop=90®,  y  esceptuando  latitudes  mui  crecidas,  A  pröximamente 
igual  a  180^,  de  raanera  que  un  error  cometido  en  la  hora  no  ejercerä 
influjo  alguno  y  que  un  error  de  la  latitud  tendrä  solo  un  influjo 
pequeno  en  el  azimut  calculado ;  el  punto  meridiano  del  circulo  se 
determinara ,  de  consiguiente ,  con  una  exactitud  grande. 

3«  Üna  vez  determinado  este  punto,  se  obtiene  por  la  dife- 
rencia  de  las  lecturas  del  circulo  que  corresponden  a  dicho  punto  y 
a  un  objeto  Celeste  ö  terrestre  el  azimut  de  este  ultimo*. 


*  Si  el  anteojo  se  halla  afirmado  d  una  de  las  estremidades  del  eje, 
se  hace  necesaria  todayfa  una  correccion  dependiente  de  la  distancia  al 
objeto.    Vease  el  no.  12,  cap.  IIL 
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El  azimut  de  un  objeto  terrestre  puede  tambien  deierminarse, 
si  bien  con  menos  exactitud ,  midiendo  con  un  instrumento  de  re- 
flexion  su  distancia  a  un  astro,  bajo  la  suposicion  de  que  se  conoce 
la  hora,  la  latitud  y  al  mismo  tiempo  la  altura  del  objeto  terrestre 
sobre  el  Horizonte.  En  efecte,  mediante  el  ängulo  horario  corres 
pondiente  al  tiempo  de  observacion  de  la  distancia,  se  obtiene,  segun 
el  n^-7,  cap.  I,  la  altura  A  y  el  azimut  a  del  astro,  y  el  tri4ngulo 
formado  por  el  objeto  teri'estre ,  el  astro  y  el  zenit  da  la  ecuacion : 

coB  J  =  senh  sen  H -^cobHoobH  cos  {a—A) 

designandose  por  II  j  Ä  l&  altura  y  el  azimut  del  objeto,  y  por  J  la 

distancia  obseryada*.    Se  halla,  en  seguida,  a—Ä  por  la  ecuacion: 

.-      coB^  — senÄaeu-H'  ,  .. 

^         ^  cobAcobIZ^  ^    ' 

luego  tambien  el  azimut  Ä  del  objeto ,  puesto  que  a  es  conocido. 

A  la  ecuacion  (Ä)  puede  darse  una  forma  mas  cömoda  para  el 
calculo  logaritmico ,  pues  se  tiene : 

,  ..       COB(H+h)  +  COBJ 

1  +  cos  (a—A)  = IT- — 11 — 

y 

..        QOS(H—h)'-COBJ 
1  —  coB  (a—A)  = ^^ =— ^ 77 — 

luego : 

6  poniendo : 

tongj  («  _4).  =  »en(6--J?)sen(5-j.)_ 

^■^  ^  C08SC0B{S  —  j^ 

Si  el  objeto  terrestre  se  halla  en  el  borizonte,  ö  si  Jr=0,  se 
ob  tiene  simplemente : 

tang4  (a-^)«  =  tangi  (^+ä)  tangj  {^^-h). 

Diferenciando  la  ecuacion  relativa  k  cos  J,  y  considerando  en 
esto  a—AyJ  como  variables,  se  obtiene: 

d  (a—A)  —  — j TT j7  dJ 

^         ^     008  /*  COS  H  sen  {a—A) 


*  Se  ha  de  aplicar  al  yalor  calculado  de  h  primero  la  refraccion 
y  tambien  la  paralajc  en  altura  cn  caso  de  haberse  observado  el  Sei; 
igualmeuto  debe  tomarse  por  H  la  altura  obaervada  y  afectada  de  refrac- 
cion, i  fin  de  que  la  distancia  medida  d  pueda  entrar  en  la  fonnula. 
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^       °  "  ,  C08ÖC08  1J   ,^ 

COSA 

De  aqui  se  sigue,  que  para  disminalr  en  lo  posible  el  influjo 
que  pueda  ejercer  sobre  Ä  un  error  de  observacion  cometido  en  la 
hora  j  en  la  distancia  medida ,  se  debe  observar  el  astro  cuando  68te 
se  halle  situado  no  mui  distante  del  horizonte,  a  fin  de  que  cosh  no 
sea  demasiado  pequeilo. 

Si  se  observan  dos  distancias  de  un  astro  a  un  objeto  terrestre, 
se  puede  deducir  de  estas  observaciones  el  ^ngulo  horario  y  la  decli- 
nacion,  j  por  consiguiente  tambien  la  altura  j  el  azimut  de  este 
objeto. 

£n  efecto ,  design&ndose  por  D  y  T  la  declinacion  y  el  ^ngulo 
horario  del  objeto ;  por  ö  j  t\Bs  mismas  cantidades  correspondientea 
ä  la  estrella ,  el  triangulo  esf^rico  determinado  por  el  polo ,  el  astro 
y  el  objeto  terrestre  da : 

cos  jd  =  aen  8  neu  D  +  cos  8  cos  D  co&(t  —  T). 

Llamando  ademas  X  al  intervalo  entre  las  dos  observaciones 
(espresado  en  tiempo  verdadero  cuando  se  observa  el  Sol),  se  obtiene 
para  la  segunda  distancia  /f  la  ecuacion : 

cos  jf  =  sen 6  sen D  H-  cosÄ  cos  D  cos (t—  T+ 1). 

'  De  las  dos  ecuaciones  pueden  deducirse  D  y  t—T^  siguiendo 
el  m6todo  que  ensefiaremos  en  el  n?'  14  de  este  capitulo.  Determi- 
nados  estos  yalores  se  calculara  para  el  tiempo  de  la  primera  obser- 
vacion el  Ängulo  horario  t  del  astro,  y  con  6ste  el  valor  de  T;  en 
seguida  se  haUan  A  j  H  mediante  T  y  D  segun  las  förmulas  del 
n^  7,  cap.  I. 


IL  -  DETERMINACION  DE  LA  HORA  0  DE  LA  LATITüD  POR 
MEDIO  DE  ÜNA  SOLA  OBSERVACION  DE  ALTURA.» 

4«  La  observacion  de  la  altura  de  una  estrella  conocida ,  prac- 
ticada  en  un  lugar  cuya  latitud  se  conoce,  conduce  ^inmediatamente 
al  conocimiento  del  4ngulo  horario  por  medio  de  la  ecuacion : 

sen  h  —  seil  q?  seu  9 


COtii  = 


cos  qp  cos  d 
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Para  acoraodar  esta  forraula  al  calculo  logaritmico ,  se  procede 
como  se  ha  hecho  con  la  ecnacion  analoga  del  n*'-  8;  introducit*ndo.se 
adema»  la  distancia  zenital  en  lugar  de  la  altiira,  resulta  entonces: 

tangA  t^=^^'*  (g-<P  +  g) senj  (g+<p-g) 

6  tambien : 

tanc.1  f.^se"(^-y)8en(fi:-^) 

^ '  cosS ,  cos  {S—z)       f  /^x 

en  donde  es:  >  \   f 

S  =  i{z-\-q^+8) 

Como  en  virtud  de  esta  ecuacion  el  signo  dj  t  queda  indeter- 
minado,  es  necesario  saber  a  qne  lado  del  meridiano  la  observacion 
se  ha  hecho ,  y  tomar  el  valor  de  t  positivo  ö  negative ,  segun  que  la 
altura  se  haya  tomado  al  Oeste  ö  Este. 

Si  ahora  es  a  la  ascension  recta  del  astro  observado ,  se  obtiene 
el  tiempo  sid6reo  de  la  observacion  mediant«  la  ecuacion : 

AI  contrario ,  cuando  se  observa  el  Sol ,  el  ängiilo  horario  calculado 
espresa  el  tiempo  solar  verdadero. 

Hjjemplo:  El  Dr.  Westphal  observö  el  29  de  Octobre  de  1822 
desde  Abntidsch  en  Ejipto  la  altura  del  limbo  inferior  del  Sol : 

h  =  33»  42'  18".  7 
cuando  el  reloj  seöalaba: 

201»  16m  20«. 

Esta  altura  debe  correjirse  priraero  de  refraccion  y  paralaje; 
pero  como  los  instrumentos  meteorolögicos  no  han  sido  obsei-vados, 
no  se  puede  tomar  de  las  tablas  sino  la  refraccion  media  que  es 
igual  k  l' 2(^.4.  gestände  C'sta  de  la  altura  observada,  y  agregando 
ä  la  ultima  el  radio  del  Sol  lö'8''.7  y  la  paralaje  en  altura  6".  9,  se 
obtiene  para  la  altura  reducida  del  centro  del  Sol : 

Ä  =  33007' 7".  9. 

La  latitud  de  Abutidsch  es  27®  5' O"  y  la  declinacion  del  Sol  era: 

-130.38'll".l 
luego  es: 

;Sf  =  J(£:+9+d)  =  + 34044' 50".6 

/S'-9  =  -f  70  39'50".5,     Ä-d  =  -f  480  2.3' l".G,     S- ^  =  -2l0  18' l".6 
y  con  estos  elementos  el  calculo  se  efectua  como  sigue: 
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sen(S-(jp)  9.1250385       cos  S  9.9146991 
sen  {S-d)   9.8736752    cos  (S-z)   9.9692707 

8.9987137 

9 . 8839698 


tangi t^ 9. 1147439  tangj t  9.5573719 

'k  i«  =  - 19050'  37". 98 

«  =  -39  41    15  .96 
*  =  -2h  38ni45«.06. 

De  consiguiente  en  el  instante  de  la  observacion  la  hora  solar 
verdadera  era  igual  4  2l'*21"14'.9,  y  como  la  ecuacion  del  tiempo 
era  --16" 8'. 7,  resultö  la  hora  media  igual  a  21^ 5™ 6". 2.  Luego  el 
reloj  estaba  atrasado  en  48™  46' .  2  con  respecto  al  tiempo  medio,  6  se 
teuia  que  agregar  +48™ 46". 2  k  la  hora  seflalada  por  el  reloj  para 
obtener  el  tiempo  medio. 

Como  la  declinacion  del  Sol  y  la  ecuacion  del  tiempo  son  varia- 
bles ,  se  deberia  conocer  en  rigor  ya  la  hora  para  poder  hacer  uso, 
cn  el  calculo  de  ^ ,  de  la  declinacion  y  en  seguida  tambien  de  la  ecua- 
cion del  tiempo  que  realmente  corresponden  al  instante  de  la  obser- 
vacion. Por  esta  razon  se  debe  tomar  primero  un  valor  aproximado 
de  la  declinacion  del  Sol ,  que  permitirä  obtener  una  determinacion 
aproximada  de  la  hora;  por  medio  de  ^sta  se  busca  un  valor  nuevo 
mas  aproximado  de  la  declinacion  del  Sol ,  con  el  cual  se  rehace  el 
calculo.. 

La  cantidad  que  ha  de  agregarse  a  la  indicacion  del  reloj  para 
obtener  el  tiempo  exacto,  se  llama  elestado  del  reloj.  AI  con- 
trario se  llama  el  andar  del  reloj  4  1a  diferencia  de  dos  estados 
del  reloj  observados  en  dos  epocas  distintas ,  y  se  toma  esta 
diferencia  positiva  si  el  reloj  esta  retardandose ,  negativa  si  esta 
adelantandose.  Si  el  intervalo  entre  las  dos  observaciones  es  de 
24^—/  horas,  y  ^u  e\  andar  del  reloj  durante  este  tiempo,  se 
obtiene  su  andar  durante  24  horas,  suponi^ndolo  uniforme,  mediante 

la  förmula: 

2^  du        du 


24-«       ._i_ 
24 

Diferenciandose  la  ecuacion  primitiva : 

8en/i  =  senqp  send  -f  cos^  cosd  cos«, 

se  obtiene  segun  el  n°-  8 ,  cap.  I : 

dÄ  =  — 008-4.  (?9  — cos dseni)  dt, 


18 
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y  como: 

cofü  S  sen^)  -  cos  qp  sen  A 

dt=: Y  dh 7 7  d<f. 

cos  (jp  »en  A  cos  g>  tang  A 

Los  coeficientes  de  t2A  j  e2<)9  se  heulen  tanto  mas  pequoftos  cnanto 
mas  se  acerque  A  al  valor  +^^-  ^^  ^  ultimo  caso  la  tangente 
llega  a  ser  infinitamente  grande ,  de  donde  se  sigue ,  que  im  error 
cometido  en  la  latitud  no  tiene  infliijo  alguno  sobre  la  determinacion 
de  la  hora,  con  tal  que  la  aljbura  se  torae  en  el  primer  vertical. 
Como  ademas  en  este  caso  el  valor  de  sen-Ä  es  un  mäximo,  luego  el 
cöeficiente  de  dh  un  mlnimo,  resulta  que  un  error  cometido  en  la  medi- 
cion  de  la  altura  tiene  entonces  tambien  el  menor  influjo  posible  en  la 
determinacion  de  la  hora.  Asi  es ,  que  para  determinar  la  hora  per 
observaciones  de  alturas ,  serä  siempre  conveniente  tomar  estas  ülti- 
mas  en  el  piimer  vertical,  6  al  menos  lo  mas  cerca  posible  de  6ste. 

Como  el  cöeficiente  de  e2A    puede    espresarse  tambien   per 

i ,  se  v6 ,  que  para  la  determinacion  de  la  hora  median te 

cososen^'  '  ^       ^ 

alturas  no  se  debe  hacer  uso  de  las  estrellas  cuya  declinacion  sea 

grande,  y  que  es  siempre  ventajoso  observar  estrellas  sitiiadas  en 

las  inmediaciones  del  ecuador. 

Si  calculamos  ahora  los  valores  numericos  de  los  cuocientes 

diferenciales  para  el  ejemplo  anterior ,  hallamos  en  primer  liigar  por 

la  förmula: 

COS  h 

y  en  seguida: 

dt  =  + 1.5013  dÄ  +  0. 0.9966^9 

ö  espresandose  dt  eti  segundos  de  tiempo : 

d«  =  +  0. 1001  dh  -1-0.0664  dfp , 

de  donde  se  sigue ,  que  un  error  de  un  segundo  en  arco  cometido  en 
la  altura  orijina  un  error  de  O*.  10  en  la  hora;  al  contrario  el  mismo 
error  cometido  en  la  latitud  produce  solo  un  error  de  0*  .07  en  la  hora. 
La  ecuacion  diferencial  hace  ver  todavia,  que  la  determinacion 
de  la  hora  por  observaciones  de  alturas  sera  tanto  menos  exacta 
cuanto  mas  grande  sea  la  latitud ,  6  cuanto  menor  sea  cos  tp,  Bajo 
el  polo,  en  donde  es  cos  <p  =  0,  este  m6todo  vendria  a  ser  del  todo 
impracticable. 
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5«  Si  se  han  observado  sncesivamente  varias  alturas  6  distan- 
cias  zenitales,  no  es  necesario  calcular  el  estado  del  reloj  mediante 
cada  uua  de  estas ,  ä  no  ser  qne  se  desee  examinar  la  concordancia  de 
las  diferentes  observaciones  entre  si,  sino  para  obtenir  el  estado  puedo 
servir  el  t^rmino  medio  de  todas  las  distancias  zenitales  observadas. 
Mas  como  estas  ültimas  no  siguen  creciendo  proporcionalmente  al 
tiempo ,  es  necesario  aplicar  a  su  t6rmino  medio  nna  correccion ,  del 
mismo  modo  que  se  ha  hecho  en  el  n^-  2  para  los  azimutes ,  a  fin  de 
obtener  mediante  esta  distancia  zenital  correjida  el  ängulo  horario 
correspondiente  al  t^rmino  medio  de  los  tiempos ,  ö  lo  que  es  mas 
sencillo ,  aplicar  una  correccion  al  ängulö  horario  calculado  mediante 
el  termino  medio  de  las  distancias  zenitales,  para  que  feste  corres- 
ponda  al  termino  medio  de  los  tiempos. 

Scan  de  nuevo  t  ,  x\  x\  etc.  los  tiempos  de  las  n  observaciones, 
T  el  termino  medio  de  todos  ellos ,  y  Z  la  distancia  zenital  corres- 
pondiente al  tiempo  T.    Se  tendrä : 

etc. 

en  donde  t  representa  el  angulo  horario  correspondiente  al  termino 

medio  T  de  los  tiempos.  Como  t  —  T+  %  —  T+  t"—  T  + :=  0 ,  se 

sigue: 


_z->rz-¥z"+ ....     d»ZX2  8eni(T-r)« 
"  n  dt^  n 

d^z 
Sustituyendose  aqui  en  lugar  de  j-ß  la  espresion  hallada  en  el 

n**-  25 ,  cap.  I ,  se  obtiene  finalmente : 

^     2+/+/'+....      cosÄcosqp  .  S-ZHon^U  —  T)^ 

Z  — TT-^  008^  008© ^^ ~. 

n  seii/S  n 

Con  este  termino  medio  correjido  de  las  distancias  zenitales  se 
calculara  el  angulo  horario ,  y  luego  el  tiempo ,  que  comparado  con 
T  da  el  estado  del  reloj.  Si,  al  contrario ,  se  calcula  el  4ngulo  hora- 
rio mediante  el  termino  medio  no  -  correjido  de  todas  las  distancias 
zenitales,  se  tiene  que  aplicar  al  angulo  horario  hallado  la  correccion : 

18* 
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dt  coBdcoBtp        .  2r2  8eiiÄ  (t— r)* 

dz     senZ  n 

y  poniendo  en  lugar  de  -j-  su  valor,  conforme  con  el  ii°-  25,  cap.  I, 
dicha  correccion  espresada  en  segundos  de  tiempo  sera: 

cos;)  cos ^  J?  2  sen ^  (t  —  T)»  . 

15  sen  t  «  '  ^^^ 

y  para  el  c&lculo  de  -4  y  p  sirven  las  förmulas : 

M      sen  t        « 

sen  J.  = T,  cos  o 

senZ 

senf 

sen  p  = ^  cos  op. 

'^     senZ 

Es  verdad  que  segun  estas  ecuaciones  quedan  indeterminados  los 
signos  de  cos  J.  y  cgsj?;  sin  embargo,  las  consideraciones  siguientes 
bastan  para  deeidir  fäcilmeute  del  signo  de  la  correccion  (a). 

Si  se  cuentan  los  Ängulos  horarios  no  como  de  ordinario,  sine 
de  0^  a  180®  a  ambos  lados  del  meridiano ,  la  correccion  ha  de  apli- 
carse  siempre  al  valor  absoluto  de  ^ ,  y  el  signo  de  ella  depende  en 
tal  caso  solo  del  signo  del  producto  cosj?  cos  J.,  el  cual  sera  positivo  ö 
negatiyo  segun  cosp  y  cos  A  tengan  el  mismo  signo  ö  signos  opuestos. 
Abora  es : 

sen®  { 1 -r  cos^f 1     senol ^  — cos^rj 

^\  fcciKp/  xaen  o  / 

C08i)= -j = —^ , 

senxrcoso  sen-?  cos  o 

•  /  sou  Ä\  «/cos<?sen<p     ^\ 

sen  07 1  C0S2 )     sen  o  \ II 

.  \  seuflü/  V     send  / 

sen^cosqp  ~  sen  <?  cos  9 

De  consiguiente ,  si  ^  <  (p ,  cosj;  es  siempre  positivo ,  y : 

send 


cos  J.  es  positivo,  si  cosä  ^ 
negativo,  si  cosiff-C 


sentjp 
sen  d' 


sen  9 
y  si  6  >  9 ,  cos  A  es  siempre  negativo , 

y  cos«  negativo,  si  cosä  ;> v» 

sen  0 

...          .             ^  sou<p 
positivo,  81  cos 2  <C^ ^. 

^  '  '  *  ^  send 

Buscandose ,  pues ,  el  valor  de  la  fraccion : 
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seil  rp 


seil  d 
aenqp 


tsen  d 

los  cosenos  tendrän  el  mismo  signo ,  ö  la  correccion  (a)  es  negativa, 
si  cosi?  es  major  que  esta  fraccion;  al  contrario ,  los  signos  de  los 
cosenos  seran  distintos,  ö  la  correccion  (a)  sera  positiva,  si  coqz 
es  menor  que  esta  fraccion.  Para  estrellas,  cuya  declinacion  es 
austral,  el  signo  de  cos -4  y  de  cosp  es  siempre  positivo,  y  por  eso  el 
signo  de  la  correccion  siempre  negativo*. 

El  Dr.  Westphal  ha  tomado ,  el  29  de  Octobre  (v6ase  el  nP-  4  de 
e$te  cap.)  no  solo  nna  sino  ocho  distancias  zenitales  del  Sol ,  ä  saber : 


Tiempo  del  reloj 

Uistancia  zenital  verdadora 
del  centTO  del  ® 

r 

T 

2  8eni(T-r)« 

26»»  16™ 

20« 

56°   2'52".  1 

3m  32» 

24".  51 

17 

21 

55  52  51  .5 

2 

31 

12  .  43 

18 

21 

42  51  .0 

1 

31 

4  .  52 

19 

21 

;V2  5!)  .  5 

0 

31 

0  .52 

20 

21 

22  50  .0 

0 

29 

0  .46 

21 

23 

12  49  . 4 

1 

31 

4  .52 

22 

23 

2  48  .  9 

2 

31 

12  .43 

23 

25 

54  52  48  .4 
550  27'  50".  2 

3 

33 

24  .74 

20h  19t>= 

»51».  9 

10".  52 

Calculando  el  ängulo  horario  mediante  el  t6rmino  medio  de  las 
distancias  zenitales :  55®  27' 50".  2  y  la  declinacion  del  Sol  —13^38' 1 4".  7, 

'^^^^^^^''  2b  35«  13-.  18 

a  cuyo  valor  debe  aplicarse  la  correccion.    Se  halla: 

sen^  =  9 .  83079 .    Ben  ^  =  9 .  86881 , 

y  como  la  declinacion  es  austral ,  la  correccion  sera : 

—  8". 32  en  arco  6  —  0«.55  en  tiempo. 

Con  el  angulo  horario  correjido: 

-21»  35«  12«. 63 

se  obtiene  en  seguida  el  tiempo  medio : 

21h  8m  38».  70, 

luego  el  estado  del  reloj  igual  a: 

H- 48m  46«.  8. 

*  Wamsdorffß  Hülfstafeln,  pag.  122. 
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6*  Una  sola  observaclon  de  la  altura  de  una  estrella,  practicada 
en  un  lugar  en  donde  el  tiempo  es  conocido ,  basta  para  determinar 
la  latitud  del  lugar  de  observacion. 

En  efecto,  partiendo  nuevamente  de  la  ecnacion: 

»en  h  =  sen  q>  sen  ö  4-  cos  (p  cos  d'  coö  t, 
y  poniendo  por  brevedad : 

cos  ö  coö  t  =  McosN, 


(Ä) 


se  obtiene : 
luego : 


seu/i  =  ilf  coö  (cp  —  N), 


,        ^rx     8on7i     seiiA        ,  ,^ 

^^         '       M        send  ^ 


Aqul  se  presenta  un  caso  ambiguo ,  atendido  que  q>  —  JV^  se  de- 
teriiiina  tan  solo  por  el  coseno,  de  manera  que  el  signo  de  <p  —  N 
puede  tomarse  positivo  6  negativo.  Pero  se  puede  siempre  obtener 
fäcilmente  la  resolucion  acertada  por  medio  de  una  consideracion 

jeom6trica.  En  efecto,  bajando  del  lugar 
/^  S  de  una  estrella  un  arco  SQ  perpendi- 
cular  al  meridiano,  se  v6  fäcilmente  que 
N=QO  —  PQ,  luego  igual  k  la  distancia 
de  Q  al  ecuador  (ö  ZQ  £=  (p  —  N)^  y  que 
M  es  el  coseno  del  arco  SQ,  Por  cousi- 
guiente ,  se  ha  de  tomar  (p  —  N^  siSQ  corta 
al  meridiano  häcia  el  lado  austral  del  zenit; 
al  contrario ,  se  toma  N—  (p,  si  el  pie  de 
la  perpendicular  cae  al  Norte  del  zenit.  Si  ^  >  90®  la  perpendicular 
cae  al  Norte  del  polo ,  luego  la  distancia  del  pie  de  la  perpendicular 
al  ecuador  >90®,  y  la  distancia  al  zenit  igual  ä  ^ — q).  De  con- 
siguiente ,  tambien  en  este  caso ,  es  N—  q>  el  ängulo  dado  por  el 
coseno. 

Si  la  altura  se  ha  tomado  en  el  meridiano  mismo ,  se  obtiene  q> 
simplemente  por  la  ecuacion : 

segun  que  la  estrella  culmine  al  Sur  ö  Norte  del  zenit.  AI  con- 
trario, si  la  estrella  se  ha  observado  en  la  cidminacion  inferior, 
serä : 
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El  Dr.  Westphal  observö  el  19  de  Octobre  de  1822  desde  Benisuef 
en  Ejipto,  a  las  23^  I"*  10"  de  tiempo  medio ,  la  altura  del  centro 
del  Sol  igual  k  49®  17' 22  ".8.  La  declinacion  del  Sol  era 
—  10®  12' 16".  1,  la  ecuacion  del  tiempo  —  Ib^O'.O;  luego  el 
angolo  horario  del  Sol: 

23  ^  16  "  1 0  •  =  —  10  ®  57 '  30" .  0. 

Con  estos  datos  se  obtiene : 

tang a  =  9.  2552942 D 
cos  «  =  9.9920078 


N=-  10023' 23".  67 
sen^=9.2661063n 
Ben  8  =  9.  2483695  n      ' 

0 . Ö077368 
8enÄ  =  9.  8796788 


9>-iV=39029'54".51 
luego  9  =  29      6   30    .84. 

Para  »preciar  el  influjo  que  los  errores  cometidos  en  la  deter- 
minacion  de  h  y  t  ejercen  sobre  la  latitud ,  diferenciese  de  nuevo  la 
ecuacion  relativa  a  sen  h.    Conforme  con  el  n**-  8  cap.  I  vendrä: 

d(p  =  -'  secÄdh  —  cos qp  tang  J. .  dt 

^  Los  coeficientes  contenidos  en  esta  formula  tendran  sus  valores 
minimos  si  -4  =  0  ö  =  180®,  pues  en  tal  caso  sec-^.  llega  a  su  minimo 
+  1.  ün  error  cometido  en  la  altura  orijinar&  entonces  el  mismo 
error  en  la  latitud,  y  como  en  tal  caso  la  tangente  de  Ä  se  anula,  los 
errores  que  afectan  al  tiempo  no  tendran  influjo  alguno  sobre  la  deter- 
minacion  de  la  latitud.  Asi  es,  que  para  hallar  mediante  observaciones 
de  altura  la  latitud  con  la  mayor  seguridad  posible,  serä  siempre  ne- 
cesario  tomarlas  en  el  meridiano,  ö  lo  mas  cerca  posible  de  este  ultimo. 
Como  en  el  ejemplo  de  arriba  es  -4  =  —  16® 40'.  1 ,  se  obtiene: 

d[9  =  ~1.044dÄ  +  0.2616(?*, 

6  espresändose  t  en  segundos  de  tiempo : 

dtp  =  -1.0Udh  +  S.d2^dt. 

Si  se  han  tomado  varias  alturas ,  se  obtiene ,  conforme  con  el 
n**'  5,  la  altura  correspondiente  al  t^rmino  medio  de  los  tiempos, 
por  la  formula : 

rr     h  -f  /i'  +  /*"  +  ...      cos  d  cos  cp         .  £2  seni  (r  —  2")* 

Jl= 1 ,/-    C08^  COS«  * . 

n  C08XI  n 
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7.  Si  la  observacion  de  la  altura  se  ha  hecho  mui  cerca  del 
meridiano,  se  puede  segiiir  en  el  cälculo  una  marcha  mas  cömoda 
que  la  anterior.  En  efecto,  coino  las  altnras  de  las  estrellas  Uegan 
ä  SU  mäximo  en  el  meridiano  y  no  varian  por  lo  mismo  sino  lenta- 
mente  en  la  cercania  de  este  ultimo,  bastara  agregar  solo  una 
pequeiia  correccion  a  la  altura  observada  fuera  del  meridiano  para 
deducir  de  ella  la  altura  meridiana,  y  para  el  calculo  exacto  de  dicha 
correccion  pueden  servir  logaritmos  con  cinco  decimales.  Mediante 
la  altura  meridiana  y  la  declinacion  de  la  esti'ella  se  halla  inmediata- 
mente  la  latitud. 

Este  mutodo  de  determinar  la  latitud  se  Uama  el  metodo  de  la.s 
altnras  circum  -  meridiamis, 

Partiendo  de  la  ecuacion: 

cos  z  =  sen  <p  sen  6  -f  cos  q>  cos  8  cos  t , 
se  sigue: 

cos^  =  cos  (cp  —  d)  —  2  cos  g?  cos  d  sen  i  t  * 

y  segun  la  förmula  (19)  del  n**-  11  de  la  introduccion : 

j.       2CO8qpC085         ,.,      2COS<p*C08Ä*      ,     ,  _,         ,^. 

z=.<p-d  + -Z — ^  senAt* ^r^ cotg (tp - d)seni<*, 

sen{qf  —  9)        ^  9en(;qp  — d)*       ^  ^^  * 

,      COS*  qp  COS  d 

0  poniendo ; ^  =  b : 

^  sen(q)~ö)  ^ 

(p  -  2  -f  d  -  6 .  sen  i  t *  +  &* .  cotg  {(p-ö).  2  sen  J  t*.  (A) 

Calculandose ,  pues ,  <p  —  S  y  h  con  un  valor  aproximado  de 
q) ,  y  valiendose  de  tablas ,  que  contengan  los  valores  de  las  can- 
tidades  2  sen  \t^  j  2  sen  J  f  *  con  el  argumento  t ,  el  cälculo  de  la 
latitud  se  hace  mui  sencillo.  Estas  tablas  se  encuentran  en  „las  tablas 
auxiliarcs  de  WarnsdorflF",  en  las  que  para  mayor  comodidad  se  dan 
tambien  los  logaritmos  de  estas  cantidades.  Si  el  valor  hallado 
para  q>  difiere  fuertemente  del  valor  adoptado,  se  debe  repetir  el 
cälculo  con  el  nuevo  valor,  y  en  tal  caso  bastara  casi  siempre  cal- 
cular  tan  solo  el  primer  t^rmino.  AI  valerse  de  este  m6<odo  se  debe 
escluir  las  estrellas  que  culminan  cerca  del  zenit,  puesto  que  para 
6sta8  la  correccion  viene  ä  ser  considerable  ä  causa  del  pequeno 
divisor  gp  —  c^ ,  por  cuya  razon  un  error  cometido  en  el  tiempo  puede 
ejercer  un  influjo  grande  sobre  la  latitud  deducida. 

Westphal  observö  en  Cairo,  el  3  de  Octobre  de  1822  ä  0*»  2"*  2«.  7 
de  tiempo  medio  la  distancia  zenital  del  centro  del  Sol  igual  ä 
34*^  1'  34".  2.    La  declinacion  del  Sol  era  igual  ä  —  3®  48'  51".  2, 
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la  ecuacion  del  tiempo  =  —  10™  48" .  6 ;  luego  el  angulo  horario  del 
Sol  =  -(-  12™  5t*.  3.    Con  estos  datos  se  halla  en  las  tablas: 
log2  seni««  _^  2  .  51105  log2  seni«*  =  9  .  4060. 

Adoptando  ademas  (p  =  30^4',  serä  log  &  =3  0  .  19006,  y  el 
primer  t^nnino  de  la  correccion  =  —  8'  22".  4"^ ,  el  segundo  =  +  O".  91 , 
luego  toda  la  correccion : 

8' 21".  56 

jg+^  =  30°12'43".00 

q>  =  SO^  4' 21".  44. 

üna  variacion  de  +  T  en  el  valor  adoptado  de  g>  no  produce  en 

este  caso  sino  una  variacion  de  +0".  30  en  la  latitud  calculada,  por 

manera  que  el  valor  verdadero  que  se  obtendria  repitiendo  el  cälculo, 

viene  a  ser: 

q?  =  30*^4' 21".  54. 

La  formula  (Ä)  sirve  para  el  caso  en  que  la  esfcrella  culmina  al 
Sur  del  zenit.  AI  contrario ,  si  la  declinacion  de  la  estrella  es  major 
qne  la  latitud ,  esto  es ,  si  la  estrella  culmina  entre  el  zenit  y  el  polo, 
se  tiene  que  reemplazar  qp  —  6  por  d  —  qp ,  y  se  obtiene : 

cos g?  008^  ,       C0Sqp*C08^* 


tp=d-'Z-h 


J= r28enj«* f^ r-,cotg(a-9)28enit*. 

sen(d  — y)  *        8en(<y  — <p)*  '      ^       ^'         *■ 


Por  fin,  si  la  estrella  se  halla  proxiraa  a  la  culminacion  inferior, 
se  cuenta  i  desde  el  instante  de  esta  culminacion  y  se  obtiene : 

cos^=  cos(180  —  9  —  5)  +  2  cos  g?  cosÄ  sen^t* 
y  de  aqui: 

<rs^     •           cosopcostf^       ,  ^,  .  cos<p*cosd*     .    /     ,  ,v_       ,^ 
g)  =  180-d-2f f— --rr 2 sen i t«  +  — T    .  ,,a^otg(qp  + g)28en^t^. 

^  8en(qp  +  d)  '         8en(<p  +  5)*      ^^^        '  * 

AI  valerse  de  este  m6todo  para  determinar  la  latitud  no  se 
tomara  ordinariamente  una  sola  distancia  zenital  pröxima  al  meri- 
diano,  sino  se  observarä  sucesivamente  un  gran  nümero  de  ellas 
para  conseguir  un  resultado  mas  exacto  mediante  el  termino  medio 
de  las  diferentes  observaciones.  En  tal  caso  se  buscan  para  cada 
uno  de  los  valores  de  t  las  cantidades  2  sen  ^  ^*  y  2  sen  \  ^,  multipli- 
cando  en  seguida  los  t^rminos  medios  de  estas  por  los  factores 
constantes.  La  correccion  asi  hallada  se  agrega  finalmente  al  termino 
medio  de  las  distancias  zenitales  observadas  para  obtener  la  distancia 
zenital  correspondiente  al  meridiano*. 


*  En  las  obserraciones  del  Sol  se  ha  de  atender  todavia  ä  la  varia- 
cion de  la  declinacion,  de  cuya  luateria  se  tratara  en  el  no*  siguiente. 
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La  rediiccion  al  meridiano  puede  efectuarse  todavla  de  un  otro 
modo.  • 

De  la  ecuacion : 

cos  z  —  cos  (9/  —  d)  =  —  2  coö  qp  COS  ö  seu  J  <* 

se  sigue : 

w  —  8-\-z       qi  —  ö  —  z  -.        ,^, 

sen  -^ ücn  — r =  —  cos©  coso  sei)  Äf*. 

2  2  ^  X 

Poniendose ,  pues ,  la  reduccion  al  meridiano 

(p  —  Ö  —  Z  —  —  X, 

en  tal  caso  serä: 

tp  —  d  +  z  ^  ,  , 

- — ^ ^(p-S  +  ix; 

luego : 

cos  qp  cos  d  ,  ^, 

^        seil  (y  —  d  +  i  o;)        * 

cuya  ecuacion  puede  escribirsc  tambien  como  sigue : 

seil  i  X  cos  qp  cos  Ä  ^        .  ^,        sen  (qp  —  d) 

^x  scn(qp  — d)  *      sen(qp  — a  +  i^) 

CA|i  gm 

Segun  lo  espuesto  en  el  n**-  10  de  la  introduccion  se 

3 


nproxima  ä  j/cos  a  hasta  la  tercera  potencia  inclusive.  Hacicndose 
aplicacion  de  esta  relacion ,  y  toniando  como  primer  valor  aproximado 
de  X  el  valor  |  sacado  de  la  ecuacion : 

.       co.sqpco.sd\ 

sen(qp  — o) 

se  obtiene: 

7/       ,         t      seii(qp-d) 
xy(.'OHlx  =  g ft-t"^' 

6  resolviendo  la  ecuacion  con  respecto  a  rc,  escribiendo  J  en  lugar 
de  X  en  el  lado  derecho ,  y  designando  el  nuevo  valor  aproximado 

con  I': 

scn(y-d)  t 

Esta  segunda  aproximacion  serä  ya  suficientemente  exacta  en 
la  mayor  parte  de  los  casos  que  se  presenten.  De  lo  contrario  se 
calcularä  mediante  J '  un  nuevo  valor  de  qp ;  en  seguida  se  dcducira 
de  la  ecuacion  (B)  un  nuevo  valor  de  § ,  y  asi  se  obtendrä  el  valor 
correjido : 
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Pai-d  el  ejcmplo  dado  arriba  se  halla: 

1  =  8' 22".  47 
log  J  =  2.  70111 
sen(9-d)  =  9.74620 
cosec(<p  -  tf  +  i  S)  =  0  .  25293 
log  g'  "=::  2  .  70024," 

luego  I'  =  8'  22" .  47  y  g>  =  30^  4'  21" .  53. 

8.    Si  las  altuTds  circum  -  meridianas  se  retieren  al  Sol,  se  debe 

atender  todavia  a  la  variacion  de  su  declinacion ,  y  emplear  en  el 

ddculo  para  cada  ängulo  horario  uu  valor  distinto  de  la  declinacion. 

Para  hacer  en  este  caso  el  calculo  mas  cömodo ,  se  procede  del  modo 

siguiente : 

Arriba  se  ha  hallado: 

„     cos  w  cos  8  ^       ,  ^- 

8en(9  — d) 

Designandose  ahora  por  I>  la  dA:linacion  del  Sol  correspondieute 
al  mediö  dia,  se  puede  espresar  la  declinacion  correspoudiente  ä 
cualquier  angulo  horario  t  por  D  +  ßt^  en  donde  ß  significa  la  va- 
riacion horaria  de  la  declinacion  y  t  el  tiempo  esprcsivdo  en  horas. 
De  este  modo  se  tieno : 


1^     o  ^     coö  <p  cos  d  ^^       ,  .- 
(p-z  +  D-hßt Y Fn  2 8on i ««. 


(a) 


Poniendo : 

j^     coscpcostf^        .  .^         cosopcosd  ^       ,  ,^       .,  ,,. 

sen(q^  — d)  *  scn(<p— d)  «^       ^^'  v/ 

resulta  para  la  determinacion  de  y  la  ecuacion : 


0 ,  como : 


„cosqpcosÄ  ,  ,,         ^ 

2  — j- — ^:  [senA(t 4- y)*- senkt*]  --ßt 

sen  a*  —  Ben  5'  =  sen  (a  4-  &)  sen  (a  —  h) 

ß   8en((p  — ^)            i 
äen4y  =  — '^ ~ — ^    -     


2    cosqpcosd   Heu(i-f-it/) 

Reemplazando  sen  {t-\-^y)  por  / ,  y  teniendo  presente  que  la  hora 
es  la  unidad  de  medida  a  que  se  refiere  t  contenida  en  el  mimerador, 
al  paso  que  sen^  se  refiere  al  radio  como  unidad,  vendrä: 

^    seii(<p-d)      206205 


cosqpcosd    3600  X  X5 
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Sea  (i  la  variacion  de  la  declinacion  del  Sol  en  48  horas ,  espre- 
sada  en  segundos,  se  tendra:  jS  =  ^,  ö  si  se  quiere  espresar  t  en 

segundos  de  tiempo ,  ß  =  -—-    Asi  resulta : 

De  este  modo  cada  una  de  las  observaciones  da  la  latitud  en  virtud 
de  las  ecuaciones  (n)  per  medio  de  la  förmula : 

La  cantidad  y  no  es  otra  cosa  qne  el  angulo  horario,  tomado 
negativo ,  de  la  altura  mäxima. 

En  efecto,  en  el  n°  24  cap.  I,  se  ha  hallado  para  este  angulo 
horario  la  espresion: 

^      d9 ,.  .        ,,206265 

^  dl  f*^°^^  ~  tang«]      ^^ 

en  la  cual  -r:  significa  la  variacion  de  la  declinacion  durante  un  se- 

gundo  de  tiempo.    Mas,  como  la  variacion  de  la  declinacion  durante 

un  segundo  de  tiempo  es  igual  a  -^  •  -^— ,  se  obtiene   el  angulo 

hoi*ario  de  la  altnra  mäxima,  esprcsado  en  segundos  de  tiempo,  por 
la  förmula: 

.         A*    r+  X         jii     206265 


720'      OT      -  ö»'J  3600X15 
188.5 


[tangqp-tangd]. 


cuya  espre^ion  es  la  misma  que  la  dada  arriba  para  y ,  con  escepcion 
del  signo.  La  cantidad  t  +  y  es ,  por  consiguiente ,  el  angulo  horario 
del  Sol  contado ,  no  desde  la  culminacion ,  sinö  desde  el  instante  en 
que  tiene  lugar  la  altura  mäxima. 

Asi  es,  que  observandose  alturas  circum-meridianas  de  un 
astro ,  cuya  declinacion  es  variable ,  no  hai  necesidad  de  emplear  la 
declinacion  correspondiente  k  cada  uno  de  los  ängulos  horarios,  para 
efectuar  la  reduccion  al  meridiano,  sinö  se  puede  tomar  una  sola  decli- 
nacion, cual  es  la  que  tiene  lugar  en  el  instante  de  la  culminacion; 


*  Se  deberia  agregar  todavia  el  segundo  tenuino  dependiente  de 
2  sen  ^  t*. 
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pero  en  tal  caso  los  angulos  horarios  deben  contarse  n6  desde  el 
paso  del  Sol  por  el  meridiano ,  sinö  desde  el  instante  de  la  altura 
mäxima.  De  este  modo  el  c^lculo  se  hace  tan  cömodo  como  en  el 
primer  caso ,  en  donde  la  declinacion  del  astro  observado  se  supone 
invariable. 

Para  la  observacion  hecha  en  Cairo,  calculada  en  el  n^-  7,  es: 
log/i  =  3 .  4468n  y  I>  =  -3U8'38".57. 

Con  estos  datos  se  obtiene : 

y  =  +  9».6,    luego  *  +  y  =  13m0«.9 

y  el  primer  t^rmino  de  la  reduccion  al  meridiano  sera  de  consi- 

guiente : 

-8' 35".  00. 

El  segondo  t6rmino  de  la  reduccion ,  dependiente  de  sen  ^  t'\ 
es  +  O".  91 ,  de  manera  que  resulta: 

<p  =  30°  4'  21".  54. 

En  el  caso  de  que  se  haya  observado  una  sola  altura,  se  echa  de 
ver  que  es  mas  cömodo  interpolar  la  declinacion  del  Sol  para  la  6poca 
de  la  observacion ;  al  contrario ,  si  se  han  tomado  varias  alturas ,  el 
metodo  que  acaba  de  darse  es  evidentemente  mas  ventajoso. 

9«  Como  la  distancia  al  polo  de  la  estrella  polar  es  pequena,  el 
azimut  de  esta  serä  pequeno ,  cualquiera  que  sea  el  ängulo  horario 
de  la  estrella,  y  por  esta  razon  la  estrella  polar  puede  servir  con 
ventaja,  en  cualquier  instante,  para  la  determinacion  de  la  latitud. 
Sin  embargo,  como  la  serie  hallada  en  el  n°-  7  no  es  converjente 
sino  para  valores  pequenos  del  angulo  horario ,  el  m6todo  espuesto 
en  dicho  nümero  para  el  calculo  de  la  reduccion  al  meridiano  no 
sera  aplicable  ä  este  caso.  Por  este  motivo  es  necesario  seguir  uu 
otro  Camino,  y  como  la  distancia  polar  es  siempre  una  cantidad 
pequena,  sera  evidentemente  conveniente  desarrollar  con  respecto  a 
las  potencias  de  esta  cantidad  la  correccion  debida  a  la  alibura 
observada. 

Bajando  del  lugar  de  la 
estrella  im  arco  de  circulo 
m4ximo  perpendicular  al  meri- 
diano, y  designando  el  arco  del 
meridiano  comprendido  entre 
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el  polo  y  el  pi6  de  la  perpendicular  por  ar,  el  arco  compi-endido  entre 
el  zenit  y  dicho  pie  por  z  —  y,  sieudo  y  nna  cantidad  pequefia, 
se  tendra: 

6         tp^=dO^  —  z  +  y  —  x, 

y  de  los  dos  triängulos  se  sigue; 

tinpf.r  =  tangp  coaf 

,         .      cos^r  (a) 

co?(z  —y)  = 

cos?t 

Despreciando  las  quintas  y  superiores  potencias  de  tang  p^  so 
deduce  liiego  de  la  primera  de  estas  ecuacioncs : 

X  =  tang/)  CO8*  —  Jtangp'cost', 

y  de  ^sta  con  la  misma  aproximacion : 

rc  =  p  cos  t  +  Jp'  cos*  sen  **.  (6) 

La  segunda  de  las  ecuacioues  (a)  desarrollada  da : 

•        1  —  cos  u  ,  ^      - ,        . 
8eny  =  cotg0  — ;- |-28en*iycotgje, 

6,  despreciando  las  quintas  x^otencias  de  u: 

seny  =  coigz  (Jw'  +  ^^u^)  +  Seen  J  j/'  cotgjsr. 

Pero  de  la  ecuacion : 

senu  =  &enpBent. 
se  obtiene: 

u  =p  scnt  —  ^p^&ent  cosi, 

Inego,  sustituyendo  este  valor  en  la  ecuacion  relativa  k  sen  y^  y 
despreciando  tambien  los  terminos  del  quinto  Orden: 

y=Jp«8en<*cotgi:— Jj-P*sen**(4co8t*~5seni')cotg«+icotg«.y*.    (c) 

Es  verdad ,  que  esta  ecuacion  contiene  todavia  a  ^  en  el  lade 
derecho ,  pero  ä  causa  de  la  pequeiiez  del  termino  ^  cotg  z .  y^ 
bastara  calcular  mediante  el  primer  t6rmino  un  valor  de  ^  y  siisti- 
tuir  68te  en  el  ultimo  t6rmino  de  esta  ecuacion.  Se  obtiene  de  este 
modo: 

qp  =  90^  —  g  -^pcost  +  Jj?'  8en<*  coigz  —  ^p^  cos*  sen  t* 

+  Jr  P*  ^^^  *'  (ö  ^^^  t*  —  4  cos  f)  coigz 
+  iP*  8Gn  t*  cotg  z\  {A) 

Como  seria  mui  molesto  efectuar  el  calculo  de  esta  forraula 
para  cada  observacion,  se  han  construido  tablas  que  lo  facilitan 
mucho.    Estas  tablas  son  de  dos  especies. 
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En  el  Berliner  Jahrbuch  y  en  el  Nautical  Almanac  se  dän 
anuahnente  tablas  para  los  t^rminos  mas  grandes  de  la  cspresioii  de 
arriba,  cuyos  t^rminos  son  suficientes  siempre  que  no  se  aspire  ä 
una  exactitxid  rigorosa.  Despreciando  lo.s  terminos  dependientes  de 
la  tercera  y  cuarta  potencia  de  ^ ,  se  tiene  simplemente :  * 

qp  =  90°  —  r  —  p  cos  ^  -I-  Jp'  scn  f  cotg^r. 

Si  designamos  ahora  valores  determinados  de  la  ascension  recta 
j  distancia  polar  con  »qJ  Pqj  de  modo  que  los  valores  aparentes  de 
estas  cantidades  correspondientes  al  tiempo  de  la  observacion  sean: 

tendr6mos  por  la  sustitucion  de  estos  valores': 

(p  =  90®  —  z—p^ cos *o  +  il>o' cotg£f  sen fo'  —  ^P cos <©  —  Po ßen t^/iv, 
en  donde  es  ^^  =  0  —  «q. 

En  los  citados  anuarios  se  encuentran  ixes  tablas.  La  primera 
d&  el  valor  de  —  jpcos  t^  con  el  argiimento  0,  que  es  la  ünica  va- 
riable. La  segunda  tabla  da  el  termino  \Pq  (^otgz  sen/^^  con  los 
argumentos  e  j  0,  de  los  que  depende  esta  espresion.  Por  ultimo 
la  tercera  tabla  da  el  tercer  termino  dep andiente  de  0 ,  Ja  y  /Ip^ 
es  decir: 

-•  ^^p  cos  ^0  — i?  Ben  tt^/Sa, 

y  tiene  por  argumento  el  tiempo  sidereo  y  los  dias  del  afio. 

Las  tablas  de  la  segunda  especie  contienen  tfdoä  los  t6rminos ; 
6stas  han  sido  publicadas  por  Petersen  en  WamsdorflTs  Hülfstafeln 
pag.  73  y  sig.  y  estan  arregladas  de  manera,  que  pueden  servir  durante 
todo  el  tiempo  en  que  la  distancia  al  polo  de  la  estrella  polar  que- 
dara  comprendida  entre  los  limites  1^20'  y  1^40'.  Petersen  parte 
tambien  de  un  valor  determinado  de  p ,  es  decir  de 

i?o  =  1°  30'. 


*  El  valor  mäjcimo  del  termino  multiplicado  por  p^  corresponde 
a  t  =  54°  44',  y  es  solo  O".  65  para  p  =  1°  40',  y  los  terminos  multipli- 
cados  por  t^  son  considerablemente  maa  pequefios  todavia,  si  z  no  es 
pcquena.  Sin  embargo,  se  podria  introducir  facilmente  estos  terminos 
en  las  tablas,  por  cuanto  el  primero  puede  asimilarsc  ö.  pcost,  y  los 
demas  ä  Jp'sent'cotgif. 
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La  förmiila  (Ä)  puede  trasformarse  entonces  en  la  signiente: 
tp  =  90°- z-^  [Pocost-^ i;>o'co8 1  Ben««]  -  J ^  T—  -  l) po' cosf  aent* 
-f-  ^  cotgjj  [i Po'  sen «« -f  ^po^  sen  t*  (6  sen  f«  —  4  cos  «*)] 
+  i  ^  Po*  sen  «^  cotgr». 
Poniendo ,  pues ,  por  brevedad : 

Po 
Po  cost  +  Jpo'cosf  sen  t*  =  a, 

iA  {A*  —  l)po^coBt8ent*  =  y , 

^  jPo*  sen  <*  +  Jj^  Po*  sen  f  *  (6  sen  t*  —  4  cob  <*)  =  (^ , 

JJ.*Po*scn**cotg^'  =  ^ul*P'.  cotg  ^  =  ft, 

esta  förmula  toma  la  forma: 

Hai  en  este  caso  cuatro  tablas ,  de  las  que  la  primera  y  segonda 
dan,  con  el  argumeato  f ,  las  cantidades  a  j  ßy  Is,  tercera  dk  con  los 
argumentos  jp  y  Ma  pequena  cantidad  y ,  y  la  cuarta  con  los  argu- 
mentos  A*  ß  cotg  is^y^  y  Oü®  —  z,  la  cantidad  ignalmente  pequena  fi. 
Estas  tablas  se  han  calculado  solo  de  <  =  0'*  a  /=6^.  Por  consigoiente, 
si  f  >  90^,  se  debe  contar  el  angalo  horario  desde  la  culminacion 
inferior,  y  en  tal  caso  se  tiene: 

(p  =  90^  —  z  -^  Aa  -h  y  +  A^ß coigz  4- A*- 

Ejemplo,  El  12  de  Octobre  de  1847  se  observö  desde  el  obser- 
vatorio  del  difunto  Dr.  Huelsmann  en  Duesseldorf ,  con  un  pe- 
quefio  instrumento  'de  altura  y  aziraut ,  la  altura  de  la  estrella  polar 
&  las  18^  22™  48" .  8  de  tiempo  sidereo ,  y  aplicada  la  refraccion  se 
hallö  para  la  altura  correjida: 

60° 55' 30".  8. 

En  el  Berliner  Jahrbuch  se  halla  para  este  dia  la  posicion  de 
la  estrella  polar  como  sigue : 

a  =  l^  5m  3ii    7  ^  j  =,  ^Q  29'  52".  4. 

Luego  es: 

j9  =  lO  30'  7".  6 ,  <  =  17^  17™  17M  =  259<>  19'  lö".  5 , 

de  consiguiente  serä: 

log^  =  0 .  0006108 
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y  se  obtiene  por  medio  de  las  tablas,  6  de  las  förmulas  de  arriba: 

a=  1000".  86,        /?=68".28,        y=0".0(J,        ft  =  0".02, 

luego : 

^«  =  +16' 42".  26 

A*ßC0t^Zrz:-^     1   24   .33 

fA  =  +       _0  ^02_ 
suraa  =  +  i8'   6 'Tel 
9  =51°  13' 37".  41 

10»  Gauss  ha  dado  tambien  mi  m^todo  para  hallar  la  latitud  me- 
diante  el  t6rmino  medio  de  varias  distanciaä  zenitales  de  una  estrella, 
tomadas  mucho  tiempo  antes  j  despues  de  la  cuhuinacion ,  el  cual  es 
inai  comodo  sobre  todo  para  las  observaciones  de  la  estrella  polar. 

Suponiendo  conocido  un  valor  aproximado  qp^  de  la  latitud  j  el 
tiempo  sid6reo  G  del  instante  en  que  se  ha  medido  una  distancia 
zenital  z^ ,  se  puede  caJcnlar  por  medio  de  6  y  (jo^  up  valor  aproxi- 
mado de  la  distancia  zenital  ^,  vali^ndose  de  las  förmulas: 

tangn;  =  cost  coigd 


y  se  obtiene  en  seguida: 


.     senÄ       ,      .     . 
cos  t  = sen  (wn  +  x) 


luego : 


send   C08(9o  +  ic)' 


cosrc         8en{ 

aqui  representa  x  de  nuevo  el  arco  del  meridiano  comprendido  entre 
el  polo  y  el  pi6  de  la  perpendicular  bajada  de  la  estrella  al  meridiano, 
y  como  este  arco  se  halla  comprendido  siempre  entre  los  limites 

+^90 — d,  se  puede  para   la  estrella   polar  igualar    •,   como 

008  f  OD  "4*  *C^ 

tambien  —     ^       a  la  unidad ,  siempre  que  se  conozca  la  latitud 

aproximadamente  hasta  algunos  segundos,  ö  que  d(p  sea  una  can- 
tidad  peqneöa. 

Habi6ndose  medido  una  segunda  distancia  zenital  al  tiempo 
sidereo  O,  sera: 

tangx'=  cosi'  tangd 


./      send         .      .     ,. 

cosj  = ?8en(qpo  +  a;) 

cosa; 
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7- 

6  designandose  por  Z  el  termino  medio  de  las  dos  distancias  zenitales 
medidas ,  esto  es ,  Z  =  ^  (;8f^  +  z\) ,  se  tendra : 

*\dfp     dtp/ 


en  donde  es: 


6  tambien: 


.  __  sen^  co8(qpo  +  x) 

~  cosa:         senf 
^      Ben  tf    cos  ((po  +  ^') 

-D  =  >  • TT , 

A  =  cotgj.  cotg  (qpo  +  a?) 
-B  =  cotg5'.  cotg  (9o  +  ä'); 


W 


W 


ö,  si  se  busca  el  valor  de  t—  de  la  ecuacion  primitiva: 

C08  i  =  sen  qpo  sen  9  +  cos  90  ^^  ^  ^^  ^ 
se  tendra  finalmente: 

1/ ii   .  T>\     C08<psend     senqpcosd       , /*/ ,  ,s  /^ 

*^  ^         senZ  senZ  * 

Para  la  estrella  polar  se  obtiene  simpleraente : 

d9  =  4(t+r)-Z.  (e) 

Si  ahora  hubiese  mayor  nümero  de  distancias  zenitales  obser- 
vadas,  se  deberia  calcular  la  distancia  zenital  J  correspondiente  ä 
Gada  una  de  los  tiempos  sid6reos ,  y  resultaria  por  ultimo : 


1  fd^  ,d^,         \ 

ii\dc^dt''^"y 


designandose  de  nuevo  por  Z  el  t6rmino  medio  de  todas  las  distan- 
cias zenitales  medidas. 

Pero  en  vez  de  seguir  este  Camino  se  procede ,  h  indicacion  de 
Gauss,  del  modo  siguiente: 

Designando  por  Sq  el  t6rmino  medio  de  todos  los   tiempos 
sid6reos ,  y  poniendo : 

9-00^^,        ö'-öo  =  r'  etc. 


j 
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se  obtiene ,  del  mismo  modo  que  en  el  n^*  5  de  este  capitulo : 

n =fo"*-3r« n :' 

en  donde  ^  significa  la  distancia  zenital  correspondieute  al  tiempo 
sidereo  Sq. 

Sea  ahora  T  un  ängulo  determinado  por  la  ecuacion : 

en  tal  caso  seran  las  distancias  zenitales  e  j  e^  que  correspondeii  k 
los  tiempos  sidereos  0^  —  T  y  0q  +  T: 

j  en  virtud  de  la  förmula  (/)  resnlta  sencillamente : 

designando con  A'jJB^  los  valores  de -4 y  JB que  corresponden kej/. 
Por  consiguiente ,  si  se  han  observado  varias  distancias  zenitales 
de  una  estrella ,  se  toma  el  t^rmino  medio  de  los  tiempos  observados 
con  el  reloj  y  se  resta  de  6ste  cada  tiempo  observado ,  sin  atender 
al  signo.  Estas  diferencias  trasformadas  en  tiempo  sid6reo  dan  las 
cantidades  r,  para  las  cuales  se  sacan  de  las  tablas  los  valores 
correspondientes  de2sen^f*.  En  seguida  se  busca  en  las  mismas 
tablas  el  argumento  T  que  corresponde  al  t6rmino  medio  de  todas 
estas  cantidades ;  se  calculan  los  ängulos  horarios : 

9o-{a-T)  =  r 
y  luego  z  j  z'  por  medio  de  las  förmulas : 

tangrc  =  coB  t  cotg  d 

send        ,      .     . 
COBZ  = sen  (<po  +  x) 

^  '  tang  a;'=  cos  t'  cotg  d 


send        ,      ,     ,. 

cos^f  = 7  sen  (op«  -\-x). 

cos  AT  ^^"  '' 


19* 
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Si  abora  las  observaciones  se  refieren  k  la  estrella  polar,  se 
sigue  imnediatamente : 

en  donde  Z  significa  el  t^rmino  medio  de  todas  las  distancias  zeni- 
tales  medidas.  Para  otras  estrellas,  empero,  debe  calcularse  la 
förmula  completa  relativa  k  dtp,  es  decir : 

en  donde  las  cantidades  ÄjBse  ballan  por  medio  de  las  förmulas 

(6),  (c)  ö  (d),  tomando  en  estas  i=^s  y  i'  =  ^'*)' 

Ejemplo.  El  12  de  Octobre  de  1847  se  observaron  desde  el  ob- 
sei-vatorio  del  Dr.  Huelsmann  las  diez  distancias  zenitales  de  la 
estrella  polar,  que  a  continuacion  se  especifican: 


tiempo 

siddreo 

difitancia  zenital 

r                    2  Ben  J  T* 

17h  66» 

'21«.  4 

39°  13'  42".  1 

13«al9  .76            348.75 

59 

54  .5 

12  17  . 6 

9 

46  .  65            187  .  69 

18     3 

29  .7 

11     6.8 

6 

11  .45              75.24 

6 

2  .9 

10    3  .6 

3 

38  .  25              25  .  98 

8 

35  .0 

9    0.6 

1 

6  .  15                2  .  39 

11 

6  .1 

8    2.8 

1 

23  .95                3.85 

13 

32  .0 

7     7.6 

3 

50  .  85              29  .  06 

16 

34  .0 

6    4.8 

6 

52  .85              92  .  95 

18 

28  .1 

5  15  .3 

8 

46  .  95            151 .  43 

22 

48  .8 

3  42  . 7 

13 

7  .  65            338  .  28 

=  18»»    9" 

'41».  15 

39"  8'  38".39 

125  .  56 

Refr 

46".Ö0 

r=7m59«.83 

Z= 

:  39°  9'  24".89 ' 

) 

e 

o-(a  +  T)  = 

:16»>56«9«.62 

Öo-( 

a-r)=17l»12«tt9«.28 

=  254°  2'  24".  3  =  258°2'  19".  2. 

Adoptando  abora: 

9o  =  51°13'30".0, 

se  obtiene: 

£f  =  39°  12'  37".  66  /  =  39°  6'  34".  54 

J  (je;  4- 0  =  39°  9' 36".  05 

^{Z'^z)-Z=       +11".  16, 

luego : 

9  =  51°  13'  41".  16. 
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m.  -  DETERMINACION  DE  LA  HOliA  Y  LATITUD  POR  LA  COM- 

BINACION  DE  VARIAS  ALTURAS. 

11«   Dos  alturas  de  estrellas  obserradas  en  un  lugar  conducen 

ä  las  dos  eciiaciones : 

sen^  —  sencp  send  -f  cosqo  cob^  oost, 
sen  h'=  sentp  sen  8'  -f  cob  tp  cos  6'  cos  t\ 

Si  las  posiciones  de  las  estrellas  son  conocidas ,  cstas  ecuaciones 
no  contienen  sino  las  dos  incögnitas  q>  J  t',  efcctivamente,  como 

j  como  se  supone  conocido  el  int6rvalo  &'  —  @  que  media  entre  las 
dos  observaciones ,  todos  los  dementos,  escopto  (p  y  t^  de  dichas 
ecnaciones  son  cantidades  conocidas.  Por  consiguiente ,  se  podra 
siempre  determinar  a  la  vez  la  bora  y  la  latitad  mediante  la  obser- 
vacion  de  dos  alturas ;  mas ,  en  casos  especiales ,  la  combinacion  de 
dos  observaciones  de  altura  conduce  a  m^todos  mui  cömodos  para 
determinar  separadamente ,  ya  sea  la  latitnd ,  ya  la  hora. 

Hemos  ensefiado  ya  arriba ,  que  el  promedio  de  las  alturas  de 
una  fflisma  estrella ,  tomadas  en  el  meridiano  al  tiempo  de  sus  dos 
culminaciones  consecutivas,  superior  e  inferior,  es  igual  a  la  latitud 
del  lugar  de  observacion,  la  que  de  este  modo  resulta  independiente- 
mente  de  la  declinacion  de  la  estrella.  Esta  ultima  es  entonces  igual 
al  complemento  de  la  semi  -  diferencia  de  las  alturas  observadas. 

Tambien  puede  hallarse  la  latitud  por  las  diferencias  de  las 
distancias  zenitales  meridianas  de  dos  estrellas,  de  las  que  la  una 
culmina  al  S. ,  la  otra  al  N.  del  zenit.  Si  5  es  la  declinacion  de  la 
primera  estrella ,  su  distancia  zenitaJ  meridiana  es : 

z  =  (p  —  S, 

AI  contrario,  llamando  d'  a  la  declinacion  de  la  estrella  que 
culmina  al  N.  del  Zenit ,  su  distancia  zenital  es : 

y  por  consiguiente : 

y  =  l(tf +  0  +  1(^-0. 

12«  Si  suponemos  que  las  dos  alturas  observadas  son  iguales 
y  que  se  refieren  4  una  misma  estrella,  las  dos  ecuaciones  seran: 

Ben/*  =  scn«send -l-cosflpcosJcosf,  ,  . 

,  .       ^       .       .;  (a) 


.,  . ^ ^  ,         ^^~^     ^ ^     www-, 

sen/i  =  sen  fp  sen  ö  —  cos  tp  cos ö  cos  t\ 
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de  donde  se  sigue  t^=  —  t'.  Las  alturas  se  han  tomado ,  de  consi- 
guiente ,  ä  ambos  lados  del  meridiano  en  ängulos  liorahos  iguales. 
Designändose  con  u  el  tiempo  del  reloj  correspondiente  &  la  priinera 
altura,  con  u  la  misma  cantidad  relativa  a  la  segunda  altura,  en- 
tonces  sera  ^  {u  +  u)  el  tiempo  del  paso  de  la  estrella  i)or  el  meri- 
diano ,  y  como  este  tiempo  debe  ser  igual  a  la  ascension  recta  cono- 
cida  o  de  la  estrella ,  el  estado  del  reloj  se  espresa  por : 

Este  m6todo  de  las  aUuras  correspondientes  es  el  mas  segiiro 
para  determinar  el  tiempo  mediante  observaciones  de  alturas ,  y  como 
no  se  necesita  conocer  la  latitud  del  lugar  de  observacion,  ni  la  de- 
clinacion  del  astro ,  y  por  lo  mismo  tampoco  la  diferencia  de  lonjitud 
con  respecto  al  meridiano  de  la  efemeride,  dicho  m^todo  se  presta 
particularmente  a  determinar  la  hora  en  los  lugares,  cuya  po- 
sicion  jeografica  se  conoce  tan  solo  aproximadamente.  Tampoco  es 
necesario  conocer  la  altiira  misma,  de  manera  que  por  este  m6todo 
pTieden  consegiiirse  resnltados  precisos  aun  vali6ndose  de  instni- 
mentos  defectuosos  que  no  permitirian  medir  con  exactitud  las  alturas 
absolutas.  Lo  ünico  que  se  exije ,  al  servirse  de  este  metodo ,  es  un 
buen  reloj,  de  andar  uniforme  durante  el  int^rvalo,  y  ademas  un 
instrumento  de  altura ,  que  ni  siquiera  necesita  teuer  una  graduacion 
perfecta. 

Hemos  supuesto  arriba  que  la  declinacion  del  astro  es  invariable 
durante  el  int^rvalo  entre  las  observaciones.  Mas,  tom&ndose  alturas 
del  Sol,  cuya  declinacion  varia  mui  sensiblemente  en  el  curso  de 
algunas  horas ,  el  termino  medio  de  los  dos  tiempos  de  observacion 
no  dara  el  tiempo  correspondiente  al  paso  del  Sol  por  el  meridiano; 
si,  p.  ej.,  la  declinacion  esta  creciendo  (es  decir,  acercandose  al  polo 
norte)  el  ängulo  horario  correspondiente  k  la  altura  tomada  en  la 
tarde  serä  mayor  que  el  que  corresponde  a  la  altura  tomada  en  la 
mafiana ;  de  consiguiente  el  promedio  de  los  tiempos  caera  entonces  eu 
un  instante  despues  del  medio  dia.  AI  contrario,  este  promedio  caera 
en  im  instante  antes  del  medio  dia ,  si  el  Sol  va  acercandose  al  polo 
austral,  6  si  su  declinacion  va  disminuyendo.  Por  esta  razon  se 
tiene  que  aplicar  al  t6rmino  medio  de  los  tiempos  una  correccion 
dependiente  de  la  variacion  de  la  declinacion.  Esta  correccion  se 
llama  la  correclon  del  nieäio  dia. 


295 

Sea  ö  la  declinacion  del  Sol  a  medio  dia  y  zf  d  la  variacion  de 

la  declinacion  desde  el  medio  dia  haäta  el  tiempo  de  cada  una  de  las 

dos  observaciones ;  se  tendra  ontonces  htö  do»  ecuaciones : 

senÄ  =  aenqp  8en(Ä  —  Jd)  -f  cosy  C08(d  —  dd)  aost 
8enÄ  =  8enqp  8en(5  -f-  J9)  -f  costp  C08(d  +  Jd)  cos*'. 

El  tiempo  del  reloj  correspondiente  4  la  observacion  hecha 
en  la  manana  sen  u,  61  de  la  tarde  u';  en  tal  caso  espresaria 
I  {u  +  m)  =  ü"  el  tiempo  del  paso  del  Sol  por  el  meridiano  si  la 
declinacion  del  Sol  no  hubiese  variado.  Este  tiempo  U  se  Uama  el 
medio  dia  no-correjido.  ^ 

Denotandose  ademas  la  mitad  del  tiempo  trascurrido  entre  las 
observaciones,  esto  es ,  ^  (?<'  —  u)  por  t  ,  la  correccion  del  medio  dia 
pora;,  el  instante  del  medio  dia  verdadero  se  espresarä  por  U+x, 
j  los  dos  ängiilos  horarios  seran : 

t'=:  i  {U—  U)  —  X  =  t  —  Xy 

por  consiguiente  las  dos  ecuaciones  de  arriba  se  convierten  en  las 

siguientes : 

8en^  =  sencp  Beu(^  —  dS)  +  cosqo  co8(d  —  ^S)  C08(r  -f  x) 
8enh=Ben(p  sGn{8  +  z/ä)  +  cosqp  co8(^ 4-  ^S)  cos(t  —  x). 

Igualando  estas  dos  espresiones  de  sen  h  la  ima  ä  la  otra,  se  ob- 
tiene  para  la  determinacion  de  o;  la  ecuacion : 

0  =  8en9  cosd  sen^d  —  cos  q>  sen  8  »endd  cosr  cos^ 

+  cos  9  cos  dd  cos  8  senr  seno;. 

En  las  observaciones  del  Sol  la  cantidad  x  es  siempre  tan  pe- 
quefia ,  que  es  licito  poner  cos  x  igual  a  uno ,  y  reemplazar  sen  x 
por  X.   Poniendo  tambien  .^^^  en  lugar  de  tang^f^,  resultar4: 

^^_/tangq._tangd\     ^^ 
V  sen  T       tang  t/ 

Sea  ahora  fi  la  variacion  de  la  declinacion  en  48  horas,  y 
snpongamos  que  la  declinacion  varia  proporcionalmente  al  tiempo, 
6  que  sea: 


*  Este  resultado  se   hubiera   obtenido   tambien   diferenciando  la 
ecuacion  primitiva  rclativa  &  senA,  de  modo  que  las  cantidades  t  j  8 

se  consideren  variables,  puesto  que  es  x  =  —  -j-jiJ8. 
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f 


^»  =  ^r*) 


se  tendrä: 


x  —  ^( ^tangqp  +  :^ tang«) 

48  V    senr       ®         tanffr       °    / 


tang 
6 ,  espresando  x  en  segundos  de  tiempo : 

Para  facilitar  el  calculo  de  esta  espresion  sirven  las  tablas, 
dadas  primero  por  Gauss  en  la  monatliche  Correspondenz  tomo  XXIII, 
las  qne  se  encuentran  tambi«n  en  „WamsdorflTs  Hülfstafeln".  Estas 
tablas  d&n  con  el  argumento  t  ,  ö  el  semi  -  tiempo  trascurrido  entre 
las  observaciones ,  las  cantidades : 

720   senr 


720   tangr 

y  la  förmula  mediante  la  cual  se  obtiene  la  correccion  del  medio  dia 
toma  entonces  la  forma  sencilla: 

aj  =  — -^./tttangqp  +  JB^tangd.  (-4.) 

Diferenciando  las  dos  förmulas  (a) ,  y  considerando  k  ö  como 
constante ,  se  obtiene : 

dh'=  —  coBÄ*  dtp  —  cos  9  Ben  A' dt 

Aqui  se  ha  supuesto  que  dt  tiene  el  mismo  valor  en  las  dos 

ecuaciones,  por  cuanto  el  error  cometido  en  la  determinacion  del 

tiempo ,  puede  asimilarse  siempre  al  error  inherente  4  la  observacion 

de  la  altura.    Como  ademas  los  azimutes  en  las  dos  observaeiones 

son  iguales  en  magnitud  y  de  signos  opuestos ,  esto  es :  Ä  =  —  A\ 

se  signe: 

dh  =  —  cos A*dq)  -^  coBtp  senA'dty 

d  Ä'=  —  cos  A*d  9  —  cos  9  Ben  A'dt , 
luego: 

^^^iidh-dU) 

coB^BenJ.' 


*  Como  se  necesita  conocer  la  variacion  de  la  declinacion  para  el  in- 
stante del  medio  dia,  deberla  tomarse  en  rigor  el  t^rmino  medio  de  la  va- 
riacion desde  el  medio  dia  que  precode  y  de  la  variacion  hasta  el  medio 
dia  siguiente.    En  lugar  de  esto  se  da  en  las  efemdrides  la  cantidad  ft. 
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De  aqni  se  infiere,  que  tambien  para  la  determinacion  del 
tiempo  mediante  alturas  correspondientes  se  debe  escojer  estrellas, 
cujo  azimut  sea  proximamente  +^  90^. 

El  8  de  Octobre  de  18>2  el  Dr.  Westphal  observö  en  Cairo  las 
siguientes  alturas  correspondientes  del  Sol*). 

Altura  doble  del  ©  Tiempo  del  reloj     Tiempo  del  reloj 


K)  inferior) 

en  la  manana 

en  la  tanie 

Promedio 

73»  0' 

21h  7n 

127» 

2^33" 

^59» 

23»»  50«  43».  0 

20 

8 

24 

33 

3 

43  .5 

40 

9 

23 

32 

5 

44.0 

74  0 

10 

18 

31 

9 

43.5 

20 

11 

16 

30 

12 

44.0 

40 

12 

11 

29 

14 

42  .5 

75  ü 

13 

11 

28 

13 

42  .0 

20 

14 

9 

27 

15 

42  .0 

40 

15 

10 

26 

15 

42  .5 

76  0 

16 

6 

25 

20 

43  .0 

El  promedio  para  el  medio  dia  no  -  correjido  resulta  ignal  a 

231» 50m 43".  0. 

La  mitad  del  tiempo  trascurrido  entre  las  primeras  obser- 
vaciones  es  igual  k  2^  43™  16",  entre  las  ültimas  igual  h  2^  34°*  37% 
luego  en  t^rmino  medio : 

r  =  21»  38m  56« .  5  =  2h .  649. 

Calculando  con  este  valor  las  cantidades  ^  y  J?,  se  obtiene: 

logr  0.42308  0.42308 

cosec  T  0  .  19435  cotg  t    0  .  08028 

Compl.  log  720  7  .  14267  7  .  14267 

logJ.  7.7601  log  5     7.6460, 

y  como: 

d  =  -6or,        9  =  30U' 

logf4  =  3.439U, 

se  obtiene : 

«  =  +10».  46. 

De  consiguiente  el  Sol  pas6  por  el  meridiano ,  6  la  hora  verda- 
dera  fa6  igual  k  0^,  cuando  el  reloj  seilalaba  23^  50™  53".  46.    Como 


*  Estas  obaervacionefi  se  hacen  siempre  de  modo ,  que  la  alidada  del 
instramento  de  altura  se  fija  de  ante  mano  en  un  nümero  cabal  de  grados 
7  minutoB,  anotandose,  tanto  en  la  manana  como  en  la  tarde,  los  tiempos 
en  que  el  mismo  limbo  del  Sol  Uega  a  esta  altura. 
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la  ecuacion  del  tiempo  era  —  12™  33".  18,  el  Sol  pasö  en  ese  dia  por 
el  meridiano  a  las  23**  47™  26" .  82  de  tiempo  medio ,  y  por  tanto  el 
estado  del  reloj  con  respecto  al  tiempo  medio  era: 

-  3»  26t .  64. 

Calculando  finalmente  la  ecuacion  diferencial ,  y  espresando  dt 
en  segundos  de  tiempo,  se  obtiene : 

d[«  =  -0«.048(dÄ'-(iÄ), 

de  donde  se  infiere,  que  con  solo  dos  alturas  se  cometera  un  error 
de  0" .  4H  en  la  determinacion  de  la  hora,  si  una  de  las  altiiras  se  ob- 
serva  en  l(/'  mas  grande  6  pequeiia  que  la  otra. 

Esia  förmula  diferencial  puede  servir  tambien  para  calcular  las 
pequeflas  correcciones  debidas  al  termino  medio  de  los  tiempos,  a 
fin  de  obtener  la  bora  de  la  culminacion  si  las  alturas ,  tomadas  en 
la  mafiana  y  tarde ,  no  son  alturas  correspondientes ,  sino  tan  solo 
pröximamente  iguales.  En  efecto,  si  h  es  la  altura  medida  en  la 
la  manana,  ä'  la  observada  en  la  tarde,  y  h'  —  h^dh^  se  tiene  que 
aplicar  k  h'  la  correccion  —  dh\  de  consiguiente  ä  U"  la  correccion: 

,  y.-__  dK         _  dh*  cosh* 

""     aocosqpsenj.'""     30  cos  9  cos  d  son  t' 

Si  se  trata  de  conseguir  la  mayor  exactitud  posible,  esta  correc- 
cion se  barä  necesaria  aun  cuaudo  se  habran  observado  alturas  iguales. 
Pues ,  si  bien  pai'a  alturas  iguales  la  refraccion  media  sea  la  misma, 
no  sucede  lo  mismo  con  la  refraccion  verdadera ,  a  no  ser  que  las 
indicaciones  de  los  instrumentos  meteorolöjicos  scan  casualmente  las 
mismas  en  la  manana  y  tarde.  Mas ,  si  la  refraccion  en  la  manana 
es  ^  y  en  la  tarde  q  +  dg^  la  altura  verdadera  del  astro  observada 
en  la  tarde  es  menor  en  dg  que  la  observada  en  la  manana,  y 
por  tanto  se  debe  aplicar  al  termino  medio  de  los  tiempos  la  cor- 

recion : 

,y.r  do.cosh 

a  c7  =  —  — — ^^ 5 -• 

30cosqpco8O8en^ 

18*  Precuentemente  sucede  que  el  estado  atmosf^rico  impide 
tomar  alturas  correspondientes  del  Sol  en  la  manana  y  tarde.  Pero 
tomando  alturas  correspondientes  en  la  tarde  y  en  la  mai&ana 
siguiente,  se  puede  deducir  de  6stas  el  tiempo  de  la  media  noche. 
La  correccion,  dependiente  de  la  variacion  de  la  declinacion,  que 
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en  este  ctiso  debe  aplicarse  al  termino  medio  de  los  tiempos  del  reloj 
para  obtener  la  media  noche ,  se  llama  la  correccion  de  lu  media  noche. 
Si  T  ea  la  mitad  del  tiempo  trascurrido  euti*e  laa  oböcrvaciones, 
los  angulos  horarios  ser^ : 

El  modo  de  proceder  es  ahora  del  todo  analogo  al  anterior, 
solo  se  debe  tener  presente ,  que  esta  vez  la  mayor  declinacion  del 
Sol  corresponde  al  ängulo  horario  —  r,  si  ^ö  es  positiva,  de  manera 
que  para  la  correccion  de  la  media  noche  se  ha  de  aplicar  /li  con 
signo  contrario.    De  consigniente  ser&: 

X  =>=^  f tang  w  —  7 tang  d  ) 

fl    /12h-T.  12h-T.  A 

=  72öV-^^Sr*^"^9'- tengr  *^'^»V 

Transformando  esta  espresion  en  la  siguiente: 

*=  4  •  ^-^' Gib  **"»»'- ü^r  ^^''K 0 > 

se  paede  hacer  uso  de  las  tablas  que  sirven  para  facilitar  el  cälculo 
de  la  correccion  del  medio  dia,  tambien  para  el  cälculo  de  la  cor- 

reccion  de  la  media  noche.     La  cantidad  puede  reducirse 

todavia  ä  una  tabla  que  tenga  T  ö  la  mitad  del  tiempo  trascurrido 
por  argumento.  En  „Warnsdorffs  Htilfstafeln"  dicha  cantidad  se  ha 
designado  por  /*,  de  modo  que  la  correccion  de  la  media  noche  serä : 

a;  = /V*  [-4.  tang  qp  —  JB  tang  Ä]. 

Ejefriplo.  De  Zach  ha  tomado  alturas  correspondientes  del  Sol 
en  Marseille  el  17  y  18  de  Setiembre  de  1810.  La  mitad  del  tiempo 
trascurrido  T  fu6 : 

lOfc  55m  ,     a  =  4-  2°  14'  16",     <p  ^  43°  17'  50" 
y-  log/tt  =  3.4453«. 

Con  estos  datos  se  obtiene: 

log^  =  7  .  7305      log  -B  =  7  .  7128 , 
log /•=  1.0033, 
(ifAtangtp  =  -  1428 .  33 
-HfBU.ngS  =  -\'     5  .67, 

luego  para  la  correccion  de  la  media  noche  el  valor: 

^  =  - 136» .  66. 
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Nota  1,  La  correccion  de  la  media  noche  se  halla,  del  mismo 
modo  que  la  del  medio  dia,  espresada^  en  tiempo  solar  verdadero. 
Si  la  observacion  se  lia  hecho  con  un  reloj  arreglado  al  tiempo 
medio,  la  correccion  puede  suponerse,  sin  cometer  un  error  apreciable, 
espresada  en  tiempo  medio.  Si,  al  contrario,  el  reloj  estä  arreglado 
al  tiempo  sid^reo,   bastara  multiplicar  la   correccion  por  la  fraccion 

— ^,  cuyo  logaritmo  es  0.0012. 

ODO 

Nota  2.  Si  el  ä,ngulo  horario  r  es  tan  pequeno,  que  el  seno  y 
la  tangente  pueden  reemplazarse  por  el  arco,  en  tal  caso  la  correccion 
del  medio  dia  Ti^ne  ä  scr: 

«  =  - 1^  (tang  9»  -  tangd). 

Mas  como  en  el  numerador  y^denominador  r  no  se  refieren  k  la 
misma  unidad,  puesto  que  en  el  nimierador  sirve  de  nnidad  la  nora,  y 
en  el  denominador  el  radio,  se  debe  multiplicar  el  lado  derecho  de 
esta  ecuacion  por  206265  y  dividirlo  por  15  X3600,  resultando  asf: 

aj  =  -  jg^Tg  (tangq)  -  tangd); 

X  espresa,  por  consiguiente,  la  correccion  del  medio  dia  en  segundos 
de  tiempo  para  t  =  0.  Pero  si  el  ängulo  horario  es  nulo,  las  alturas 
correspondientes  se  confunden  en  una  sola,  cual  es  la  altura  mäzima; 
X  representa  en  tal  caso,  por  consiguiente,  la  cantidad  que  se  ha  de 
agregar  al  tiempo  de  la  altura  mäxima  para  obtener  el  tiempo  de  la 
culminacion. 

La  misma  espresion  hemos  hallado  ya  en  el  no-  8«  al  tratar  de  la 
reduccion  de  las  alturas  circum-meridianas. 

14*   La  hora  y  latitud  pueden  hallarse  siempre  a  la  vez  por 

medio  de  dos  alturas  observadas  de  dos  astros  y  del  intervalo  que 

que  media  entre  las  dos  observaciones.     En  este  caso  se  tieue  de 

nuevo  las  dos  ecuaciones : 

sen  h  =  seng)  sen  6  +  cosqp  cos  d  cos^, 
senÄ'=  sen  9  8end'+  cos  9  cos  d*  cos*'. 

Si  por  M  y  w'  se  designan  los  tiempos  del  reloj  correspondientes 
a  las  dos  observaciones,  por  ^u  el  estado  del  reloj  con  respecto  al 
tiempo  sid6reo  *,  se  tiene : 

t  —U  +dU—CL 

t'—u-\-du  —  a. 

*  Observando  el  Sol  con  un  reloj  de  tiempo  medio,  y  designando 
las  ecuaciouQs  del  tiempo  correspondientes  a  los  tiempos  de  observacion 
por  w  y  w\  se  tendra: 
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Se  dh  aqui  k  Ju  el  mismo  valor  en  las  dos  observaciones, 
por  cuanto  es  necesario  conocer  el  andar  del  rcloj,  de  modo  que  uno 
de  los  tiempos  observados  puede  suponerse  correjido  de  este  andar. 
Por  consigoiente  se  conoce  la  cantddad : 

u-u-(a'-a)  =  t'-*=a. 

Las  dos  ecuaciones  contienen  asi  solo  las  dos  incognitas  <p  j  t, 
que  paeden  por  lo  mismo  determinarse.  Con  este  iin  se  espresan  la 
tres  cantidades 

Ben9,  C08(pseii^  y  GOBtpGOst 

en  fiincion  del  angulo  paralactico  por  medio  de  las  relaciones,  que  pro- 

porciona  el  triangulo  determinado  por  el  polo ,  el  zenit  j  la  esixella, 

4  saber : 

sen^  =  sen/i  send  +  cos/t  coad  cosp, 
cos  (p  sen  t  =  cos  h  senp ,  (a) 

cosg)  cos t  =  sen A cos d  —  C08^  send  cosp. 

Sustitnyendose  estas  espresiones  en  la  ecuacion  relativa  k  sen  h\ 

resulta: 

BenA  =  [Bend8end'+coBdcoBd'co8A]  sen^ 

+  [coB  d  sen  d' —  sen  d  cos  d' cos  A]  cos  Ä  cosp 
—  cosd'  seni .  cobä  senjp. 

Pero  el  triangulo  determinado  por  las  dos  estrellas  j  el  polo, 

en  el  cual  designar6mos  la  distancia  eutre  las  dos  estrellas  por  2),  los 

angulos  en  las  dos  estrellas  por  s  j  s\  da : 

cosD  =  send  Bend'+  cosd  cosd'cosZ 
sen  D  cos«  =  cos  d  sen  d'  —  sen  d  cos  d'  cos  X  (6) 

sen  D  sen«  =  cosd  sen  X , 

7  sustituj^ndose  estas  espresiones  en  la  ecuacion  que  precede,  se 

sigue: 

BenÄ'=  cosD  sen^  +  senD  cosä  c08(s  +p), 

luego: 

,        .     sen  Ä'  — cos  D  sen  Ä  ,. 

cos  («  +p)  = =j T (c) 

^      ^^  senDcosÄ  ^  ^ 

Si  sustituimos  en  seguida  las  espresiones  para  sen<p,  cos  g>  oenf 
y  cos  9  cos  t\  que  se  siguen  del  triangulo  determinado  por  el  zenit, 
el  polo  y  la  segunda  estrella,  en  la  ecuacion 


t  =u  -\-  ^u  —  w 
X=u  —u^(w  —w). 
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senÄ  =  seil  qt  sen  d  +  c<?s  tp  co8  d  cos  {t'     X) 
obtenemos  fäcilmente: 

C08(«— p)  = =r -rp (O) 

Determinado  el  ängulo  p  6  p'  por  las  ecuaciones  (h)  j  (c)  6  (d), 
las  ecuaciones  (a)  6  las  analogas ,  en  que  entran  sen  q>,  cos  <p  sen  f' 
y  cos  g>  cos  f'  dar^  las  cantidades  buscadas  q>  y  t  6  q>  j  t\ 

Como  las  ecuaciones  (5)  d4n  D  j  s^  y  las  ecuaciones  (a)  igual- 
mente  ^  y  ^  por  los  senos  y  cosenos ,  no  puede  caber  duda  en  la  elec- 
cion  del  cuadrante  en  que  tomar  los  angulos.  AI  contrario ,  las  ecua- 
ciones (c)  y  (d)  dan  solo  los  cosenos  de  5+^  y  s—p'\  mas  como  el 
trangulo  determinado  por  el  zenit  y  las  dos  estrellas  conduce  k  las 

relaciones : 

senD  sen  (8  +1?)  =  cos  ä' sen  (J.'—  A) 

sen  Z>  sen  (s'— 2^')=  cosä  sen  {A'—  A) , 

se  ve,  que  sen  (5  -^p)  J  sen  (5' — p^  tienen  siempre  el  mismo  signo  que 

sen  {A!—  -4) ,  y  asi  no  puede  haber  ambigüedad  al  emplear  las  för- 

mulas  (c)  y  {d). 

Las  formulas  (a)  y  (&)  pueden  transformarse  todayia  en  otras 

mas  cömodas  para  el  cälculo  por  medio  de  4ngulos  auxiliares ,  si- 

guiendo  en  esto  la  marcha  ordinaria,  mientras  que  la  förmula  relaÜTa 

k  cos(s+i?)  puede  trasformarse ,  conforme  con  el  n*^- 4,  de  este 

capitulo,  en  una  espresion  cömoda  para  tang^(s+j?)^    De  este 

modo  resulta  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

sen  ^  =  sen  /*  sen  F 
cos  d'  cos  X  =  sen  fcosF  (e) 

C08d'seni  =  c08/*, 

cos  D  —  sen  /*cos  (F  —  ä) 
senDcoss  =  sen/'sen(F— d)  {f) 

sen  D  sen  s  =  cos  /", 

i.       1  /    .    \»        co8Ä.sen(5— 70  ,  . 

tang4(«  +  p)«= — 7ö— TvT^öiN»  i9) 

^^^      '^'      cos  {S— D)  sen  {S—h)  ^' 

en  donde  S-i{D  +  h  +  h'), 

seng  sen  G  =  senk 

seng  cos  (r  =  cosÄ  oosp  (Ä 

cos^  =cosÄsen|?, 

senqp  =  sen^  cos(6r  —  9) 
cos  <p  sen  t  =  cosg  (f) 

cos  <p  cos  t  =  seng  sen  (G  —  6). 
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Tambien  pueden  servir  cömodamente  las  ecuaciones  de  Gauss, 
pnes  el  triangulo  determinado  por  el  polo  y  las  dos  estxellas ,  cuyos 
lados  son  D,  90®—  d,  ÖO®—  d',  y  los  angulos  opuestos  A,  s'  y  5,  da: 


sen JD .  sen J(s'—  s)  =  sen  J (3'—  9)  cos J X 
sen^D.  co84(s'— 8)  =  cosl(d'+(y)8enJi 
cobJD.  8en4(s'+8)  =  co9i(d'—  d)cosi>l 
cos 4 D .  cos i («'-f  8)  =  &en\{5'  +  S)  sen  J i. 

En  tal  caso  se  tiene ,  como  antes : 

.        , ,    .    N9        cosßi  .8en(/S  — Ä')  ' 
tongi(«+P)'=^,(^._j)),en(6--fc-)' 

°*^       -^  '      cos(5— 2>)sen(6— Ä) 


(Ä) 


{B) 


Por  ultimo  se  sigue  del  triangulo  formado  por  el  zenit ,  el  polo 
y  la  estrella: 

sen  (45®  —  4  9)  sen  J  {Ä-ht)  =  sen  Jp  cos  J  (ä  +  d) 
sen  (45°  —  Ja»)  cos  J(J.  +  0  =  cosjjp  sen  J(Ä  —  5)  ^ 

CQs(45®  — 4(p)sen4(^-«)  =  8en4jp8eni(Ä-fd)  ^   ^ 

cos (45°  —  49)  cosi(J.  —  *)  =  cos^/)  cos4(Ä  —  d) 

y  vali^ndose  del  otro  triangulo  anälogo,  se  obtienen  ecuaciones  se 
mejantes ,  en  las  que  entran  Ä\  /',  p\  K  y  9'  en  lugar  de  -4 ,  f ,  ^, 
Äyö. 

Estas  förmulas  presentan  la  ventaja  de  proporcionar  a  un 
mismo  tiempo  la  determinacion  del  azimut,  si  las  observaciones  se 
practican  con  un  circulo  de  altura  y  azimut,  y  si  se  ha  tenido  el  cui- 
dado  de  hacer  tambien  la  lectura  del  circulo  horizontal,  pues  la  compa- 
racion  de  esta  lectura  con  el  valor  calculado  del  azimut  A  dar&  de 
paso  el  punto  de  la  graducion  que  corresponde  al  meridiano. 

« 

I^emplo.  Westphal  observö  desde  Benisuef  en  Ejipto  el  29  de 
Octobre  de  1822  las  siguientes  alturas  del  centro  del  Sol : 

ii  =  20^  48m  48»  h  =  37«  56'  59".  6 

w'=23     7    17  Ä'=50  40  65  .3, 

u  esta  correjida  ya  del  andar  del  reloj  j  J  hj  h'  son  alturas  ver- 
daderas. 

La  diferencia  de  los  tiempos,  trasformada  en  tiempo  verdadero, 
da:  A  =  2^  18«^  28".  66  =  34®  37' 9".  90;  la  declinacion  del  Sol  k  los 
dos  tiempos  era: 

a =-10°  10' 50".  1    y    d'=-10°12'57".8. 


3^ 


Con  estos  datos  se  obtiene  por  las  förmulas  de  Granss : 


D- 

34«   3' 20" 

.27 

8  — 

93  12  58 

.26 

8  = 

93    6     1 

.93 

ademas: 

8+p=z 

53  16  41 

.26 

luego: 

P=- 

-39  67  17 

.00 

9  = 

29    6  39 

.80 

t=- 

-35  24  59 

.23 

A=- 

-46  19  52 

.  17. 

Calcul&ndose  tambien  (v  j  t'  mediante  el  otro  triangulo,  se  tiene 
todavia  una  comprobacion,  puesto  que  para  <p  debe  resultar  el  mismo 
valor  y  ademas  debe  ser  f —  t  =  k. 

A  fin  de  conocer  el  modo  cömo  han  de  escojerse  las  estrellas, 
para  que  los  resultados  asequibles  por  este  m6todo  «ean  los  mas 
segnros,  es  necesario  considerar  las  dos  ecuaciones  diferenciales  * 

dh  =  — cosid  dq)  ^  eoQfp  ^n  A  dt 
dh'=  —  coa  A'  dq)  —  cos  <p  senA'  dt 

en  las  que  se  dk  &  dt  el  mismo  valor,  atendido  que  la  diferencia  puede 
asimilarse  siempre  al  error  de  que  est6  afectada  la  altura.  De  la 
combinacion  de  las  dos  ecuaciones  se  sigue: 

,.  008^'        -^  cosA         ,,, 

j  senA'       ,,   ,        senJ.        ,,, 

^         gen  {A  —  A)  sen  {A  —  A) 

Esta  förmula  hace  ver ,  que  si  los  errores  dehjh'  ho  han  de 
ejercer  un  influjo  grande  en  el  resultado,  las  estrellas  deben  es- 
cojerse de  tal  modo,  que  A'—  A  se  aproxime  lo  mas  posible  ä  +90^ 
Cumplida  esta  condicion,  ser4: 

0089^*=     coB  A*dh  — cos  Adh' 
dq>^— sen  A'dh-j- Ben  Adh', 

Si  ahora  A'  es ,  pröximamente  igual  k  +  00^,  y  por  tanto  Ä 
pröximamente  0  6  180^,  el  coeficiente  de  dh  en  la  primera  ecuacion 
Uega  k  ser  un  mlnimo;  al  contrario  61  de  dh'  un  maximo;  por  con 
siguiente  la  exactitud  de  la  determinacion  del  tiempo  depende  prin- 
cipalmente  de  la  altura  observada  en  la  proximidad  del  primer 
yertical.  Del  mismo  modo  se  deduce  de  la  segunda  ecuacion ,  que  la 
exactitud  de  la  determinacion  de  la  latitud  depende  principalmente 
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de  la  exactitud  de  la  altura  medida  en  la  cercania  del  meridiano. 
Para  el  ejemplo  de  arriba  se  halla  -4'=  —  1^  15'  y 

dqp  =  + 0.0308  dÄ-1. 0216 (2Ä' 
dt  =  +  0.1077  dh-0,07Udh\ 

15-   En  ciertos  casos  especialea  la  resolucion  del  problema  se 

vuelve  mas  sencilla.     Si,  p.  ej.,  se  observa  la  misma  estrella  dos 

veces,  la  declinacion  es  la  misma  en  las  dos  observaciones ,  j  como 

s  =  s  las  förmulas  (Ä)  del  n°-  anterior   se  convierten  en  las  si- 

guientes : 

BenJ  D  =  cosd  senj  X 

cos  }  Z>  sen  a  =  cos  i  X 

cos  \  D  cos  8  =  sen  d  sen  (  X. 

Mediante  estas  ecuaciones  se  hallan  D  j  s^  y  en  segiiida  la  primera 
de  las  ecuaciones  (B)  y  las  ecuaciones  {C)  dän  los  valores  de  q)  y  t^ 
y  si  se  quiere ,  61  de  Ä. 

El  problema  puede  resolverse  en  este  caso  tambien  del  modo 
signiente: 

De  las  ecuaciones 

sen  h  =  sen  qt  sen  S  +  cos  q>  cos  8  cos  t 
8enÄ'=  sen  tp  sen  8  +  cos  qp  cob8  cos  (t  -+■  X) 

resulta,  sumando  y  restandolas: 

cos  ^  sen  4 1 .  cos  9  sen  (i + 4  X) =cos  J  (Ä+ V)  sen  i  (Ä  -  Ä') 
sen  qp  sen  ^ -H  cos  d  cos  J  Z .  cos  <p  cos  (« + J  X) = sen  1  (Ä -f  Ä')  cos  i  (Ä — Ä'). 

Poniendo  pues: 

sen*  =  co86  cosJB 
cosd  cos  1  >L  =  cos5  sen  JB  {A) 

cosdsenJl  =  sen&, 

la  segunda  de  las  ecuaciones  (a)  se  transforma  en  la  siguiente : 

ü.                /.     ,  ,x       T.     &eni(Ä+Ä')co8A(Ä-/0 
mntp  008-B  +  cosy  C08(^  +  J  X)senB  = i ' » 

y  tomando  finalmente 

sen  qp  =  cos  JP  cos  (r 

C089sen(i+Ji)  =  8en6r  (B) 

C089  cos(t+ JX)  =  senJPcos  ö, 

vendrä : 

^  _  cos  J  (Ä  -f  V)  sen  ^  (h—h') 


(«) 


sen , 

seno 


XT        /T>      tn     Beni(/i+Ä)cosi(Ä.-Ä) 

008  ^r.  C08(i^  —  F)  =  — -^f— =— • 

^  '  coso 


(<:^) 


20 
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p.  Calculando,  pues,  primero  las  ecua- 

ciones  (Ä) ,  se  hallan  por  las  eciiaciones  (C) 
las  cantidades  GjFy  con  ^stas  por  medio 
de  las  ecuaciones  (C)  los  valores  de  9  y 
t  La  signiiicacion  jeometrica  de  los  an- 
gulos  auxiliares  se  reconoce  facilmente 
por  la  Fig.  8,  en  la  que  P^  es  perpendi- 
cular  al  circiüo  maximo  que  pasa  por  las 
dos  estrellas  j  ZM  perpendicular  &  PQ. 
Se  v6  luego  ,qvieh  =  QS=  ^2),  B=PQ, 
F=PMjG  =  ZM. 
Tomando  de  nuevo  el  ejemplo  anterior,  y  no  atendiendo  a  la 

variacion  de  la  declinacion  cuyo  valor  adoptamos  ö= — 10^12' 57".  8, 

se  halla: 


B  =  100°41'  23".  1       Ben  6  =  9 .  466600      cosft  =  9 .980534 
sen  G  =  9 .  432863«  cos  6r  =  9 .  983445  F=U^  1'  53".  3 


n 
y  con  esto :  t  =  -  35^22'  21".  0        9  =  29^5' 42".  7. 

Si  las  dos  alturas  son  iguales ,  en  tal  caso  se  conservan  las  för- 
mulas  {A)  6  {e)  y  (f)  del  n®-  14,  pero  las  förmulas  {B)  se  convierten 
en  la  siguiente : 

y  si  se  conoce  jp,  se  podrä  hallar  (p  y  t  por  las  formulas  (/*)  y  (/), 
6  q)y  t  y  Ä  por  las  förmulas  (0). 

16.  Un  problema  relacionado  con  el  anterior ,  si  bien  no  per- 
teneciente  a  la  clase  de  los  problemas  de  altura  propiamente  dichos, 
es  el  siguiente.  Be  conocen  las  diferencias  observadas  de  las  alturas 
y  azimutes  de  dos  estrellas  y  el  tiempo  trascurrido  entre  las  ob- 
servaciones  de  las  dos  estrellas ,  ße  pide  determinar  ia  hora ,  la  la- 
titud  y  al  mismo  tiempo  las  alturas  y  los  azimutes  mismos  de  las 
estrellas. 

En  este  caso  se  calcular&,  como  antes,  las  ecuaciones  {Ä)  del 
n<>- 14. 

Designando  en  el  triängulo,  formado  por  el  zenit  y  las  dos 
estrellas ,  los  ängulos  en  las  estrellas  con  q  y  q\  y  atendiendo  a  que 
el  tercer  ängulo  es  -4'  —  ^  y  los  lados  opuestos  0()®  —  //,  90"  —  Ä  y  D, 
se  obtiene : 
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,,  ,  ,    .     coBX(h'—h)coeX(A'—A) 
^""*(9  +  «)  =  cmijS 

De  estas  ecuaciones  se  sigue  ^  (Ä  +  '*') ,  luego  h  y  //'  y  los  än- 
gulos  q  y  ^'.  Mas,  como  segun  el  n°- 14  es  q  =  s+p,  q'=s'—p\ 
se  obtiene  con  esto  p  6 p\  j  en  seguida  pueden  hallarse  q)^  t  y  A 
mediante  las  ecuaciones  (C)  del  n®-  14.  De  comprobacion  del  calculo 
puede  servir  ademas  el  c&lculo  de  (jp,  f  y  Ä  mediante  las  förraulas 
anälogas  que  se  refieren  4  la  segimda  estrella. 

Eeemplazando  en  las  ecuaciones  diferenciales  del  n^-  8,  cap.  I, 
f  por  ^  {t'+  0  +  i  {f—  t)  y  <  por  i  {t'+  t)  —  \  (f  —  0,  se  obtiene: 

dh  =^  cos Ad(p  — cos 8  senp .  d  —^ — l-cosd  eenpd— ^— 

d  Ä'=  —  cos  ul'd  <p  —  cos  d'  sen  p\  d  — cos  8*  senp'  d      - 

j.  .,        ,j        cos^  cos«  ,*'+ 1     cos^  cosp  ,*'— * 

°       ^  cosÄ  2  cosÄ  2 

,  ./  .,,        ,,,      .  cosd'cosü'  jt'  +  t  .  cosÄ'cosp'  jt'—t 

^       ^  cosh  2  cos?»  2 

Si  se  resta  la  primera  ecuacion  de  la  segunda,  la  tercera 
de   la   cuarta,   y   se   eliminan   en   seguida  de  las   ecuaciones   re 

sultantes  sucesivamente  d—^  J  ^<Pj  vali6ndose  en  esta  operac-ion 

de  las  relaciones 

cos  8  senp  =  cos  (p  sen  A 

COSÄCOSÜ  1^        i  A 

5—^  =senop  +  co8mtang/»co8-4. 

COSÄ  ^  -r         o 

se  obtiene  facilmente: 

Md<p  =  [tangÄ cos J.  —  tangÄ' cos^']  d(Ä'  —  Ä)  +  [sen^l  —  sen^']  d{A—A) 

[C0a8                    .,     COBÄ'  ,         /\  j,^,      ,. 
r  C08Ü  sen^ r>  C08i>  s^n-A  \  d(t  —t), 
co&h                       cosh  J 

Jlf  COS  9  d  — — -  =  [tg  Ä  sen  ^ — tg  V  sen  ud']  d  (/i' — 7i) — [cos  A — cos  J.']  d  (A'— ^) 

4-  [co89  (tg  Ä— tg  />')  sen'i  (^'+  A) + sen  9  (cos  ^  —  cos  A)]  d  (t'—t), 
siendo  JJf=2[tg/H-tgÄ']sen«i(A--4). 

Se  vu  asi,  que  para  atenuar  en  lo  posible  el  influjo  de  los 
errores  de  observacion  se  debe  escojer  estrellas  cuya  diferencia  en 

20* 
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altura  y  azimut  sea  grande,  a  fin  de  que  M  sea  lo  mas  grande  po- 
sible.  Si  ^{Ä—  A)  =  ^^^  aiin  el  coefficiente  de  d{h'^h)  serä 
siempre  menor  que  •^. 

De  Camphausen  ha  propuesto  observar  las  estrellas  en  el  in- 
stante en  que  la  altura  de  ellas  es  igual  k  su  declinacion,  puesto  que 
entonces  se  hace  isöceles  el  triangulo  determinado  por  la  estrella,  el 
zenit   y   el   polo ;    de   consiguiente   es   f  =  180*^  —  Ä,   y   se   tiene 

simplemente : 

cosd  cos  t  =.      coB^  cos  t  =  tang(4ö  —  i 9) 
— cotg  d  cos  ^ = — cotg  d*  cos  J.' =  tang  (46  —  4  9) , 

de  donde  se  sigue: 

6: 

cuyas  ecuaciones  d&n  t'+t  6  Ä'+Ä  y  q>.  Mas  como  ser&  dificil 
tomar  la  altura  exaetamente  en  el  instante,  en  que  esta  es  igual  a 
la  declinacion  de  la  estrella,  se  hace  necesario  reducir  k  esta  6poca 
las  cantidades  observadas  t'—tjA'—Ä.  (Vöase  Enke,  üeber  die 
Erweiterung  des  Douwes'schen  Problems  im  Berliner  Jahrbuche 
für  1859.) 

I^emplo.   El  30  de  Marzo  de  1856  se  observaron  en  Colonia  las 

siguientes  diferencias  en  altura  y  azimut  de  iy  Ursae  majoris  y  de  « 

Aurigae : 

Ä'-Ä  =  -4010'46".0 
-4' --4  =226028'  9".  9 

y  la  diferencia  de  los  tiempos  ®'— •  0 =0**  18™  h* .  70  de  tiempo  sid6reo. 

Las  posiciones  aparentes  de  las  estrellas  eran  en  ese  dia: 

ri  Ursae  majoris  «  =  13h4lm548.53      d  =  +  50«  1'45".  9 
a  Aurigae  «'=6     6      1  .69      «'=  +  46  51    1  .7. 

Como  k  =  133^  30' 23".  1,  se  halla  primero  por  las  förmulas  {Ä) 

deln°14: 

s=  + 31^22' 33".  18 

«'  =  +  28  41  50  .  20         D  =  76°  0'  14".  79. 

En   seguida   se   hallara    por    las   förmulas   {B)    de   arriba 
g['=  —  28^40'53".  44,    g  =  — 31*^21' 32".  80,    y    como   q=$—p\ 
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g  =  s  +p,  se  sigue  l>  =  —  62"-l4'ö".  98,  /=  +  57*^22'  43".  64.  Coino 
se  halla  tambien  ^  (ä'+'ä)  =  47^56' 40".  61 ,  luego  h  =  50<>2'8".  ül , 
se  obtiene  por  las  ecuaciones  ( C)  del  n°- 14 :  gj  =  50®  55'  55".  57, 
t  =  295^2' 5ö".  70 ,  ^  =  244*^  57' 48".  50. 

Calculando  las  ecuaciones  diferenciales  arriba  dadas ,  y  espre- 
sando  todos  los  errores  en  segundos  de  arco ,  se  halla : 

d9  =  -0.0342d(Ä'-Ä)-0.4892d(J.'-^)H-0.2438d(t'-«) 

t'4-t 
il-~-  =  -0.8621d(Ä'-Ä)  +  0.0244d(^'--4)-0.0188d(t'~e). 

17«  El  m^todo  de  determinar  la  latitud  j  hora  por  medio  de 
dos  observaciones  de  altura  se  emplea  mui  ä  menudo  en  alta  mar. 

Pero  por  ser  largos  los  caiculos ,  los  navegantes  no  se  sirven  de 
la  resolucion  directa  del  problema  que  acaba  de  darse ,  sinö  se  valen 
siempre  de  un  m^todo  indirecto  propuesto  al  efecto  por  el  navegante 
holandes  Douwes.  Pues  como  los  navegantes  conocen  aproximada- 
mente  la  latitud  por  el  c41culo  ordinario ,  fundado  en  las  indicaciones 
de  la  brujula  y  corredera,  ellod  buscan  con  el  auxilio  de  esta  latitud 
estimada  y  por  medio  de  la  declinacion ,  del  int^rvalo  de  tiempo  y 
de  la  altura  observada  l6jos  del  meridiano,  un  valor  aproximado 
de  la  hora ,  el  cual  sirve  en  seguida  para  hallar  la  latitud  mediante 
la  observacion  hecha  en  la  proximidad  del  meridiano.  Con  este 
nuevo  valor  de  la  latitud  se  rehace  entonces  el  c41culo  de  la 
determinacion  de  la  hora. 

Suponiendo  que  la  misma  estrella  se  haya  observado  dos  veces, 
se  tiene: 

senÄ  —  8enV=  C08<p  cosd  [cost  —  co8(*  + 1)] 

6 ,  escribiendo  la  förmula  logaritmicamente : 

log28en(*  -f  Ji)  =  logsecy  +  logsecÄ  +  log  [senÄ  —  senÄ']      ,.. 

+  logco8cclX. 

Como  q>  se  conoce  aproximadamente ,  se  deduce  de  esta  ecuacion 
^  -f*  4*  ^  1  luego  tambien  ^ ,  y  en  seguida  se  obtiene  una  latitud  mas 
exacta  mediante  la  altura  tomada  cerca  del  meridiano  por  la  förmula : 
008(9  —  d)  =  seiiÄ'+  008  <p  008  d .  28en4(t  +  X)\  (B) 

Si  el  resultado  asi  obtenido  difiere  mucho  de  la  latitud  estimada, 
se  repitira  con  este  nuevo  valor  de  g>  el  calculo  de  las  förmulas  {Ä) 
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Para  facilitar  el  calculo ,  Douwes  ha  construido  tablas  que  se 
hallan  en  la  obra:  „Tables  requisite  to  be  used  with  the  nautical 
ephemeris  for  findiug  the  latitude  and  longitude  at  sea"  y  en  varios 
tratados  de  navegacion.  Estas  tablas  dau  los  valores  de  log  cosec  ^  k 
para  los  ängulos  horarios ,  espresados  en  tiempo ,  en  una  columna 
que  lleva  el  titulo  log.  half  elapsed  time  (logaritmo  de  la  mitad  del 
tiempo  trascnmdo)  y  de  log  2  sen(^  +  ^A)  bajo  la  rübrica  log.  middle 
time  (logaritmo  del  tiempo  intermedio)  y  finalmente  de  log2sen^^^ 
bajo  la  rübrica  log  rising  time  (logaritmo  del  tiempo  de  orijen).  La 
cantidad  log  sec  q>  sec  ö  se  Uama  log  ratio ,  y  segun  la  ecuacion  {Ä) 
se  tiene: 

log  tiempo  intermedio  =  log  ratio  +  log  (sen  h  —  sen  7i') 

+  log  mitad  del  tiempo  trascurrido. 

Bascando  este  logaritmo  en  las  tablas  del  tiempo  intermedio, 
se  obtiene  inmediatamente  /.  En  seguida  se  busca  para  el  ängulo 
horario  ^  +  A  el  logaritmo  del  tiempo  de  orijen ,  se  resta  de  oste  el 
log.  ratio  y  se  agrega  el  nümero  con*espondiente  al  seno  de  la  mayor 
de  las  alturas.  Asi  se  obtiene  el  seno  de  la  altura  meridiana,  y  de 
consigiüente  tambien  la  latitud. 

Si  en  lugar  de  las  tablas  de  Douwes,  se  quiere  hacer  uso  de  las 
förmulas  ordinarias  de  la  Trigonometria  esferica,  se  calculara  lad 
förmulas : 

■*  co8(pcos<)  seu^/l 

-,       sen  h' 
cos  {<f-N)=  -^^- , 

cn  donde  las  cantidades  M  y  N  sq  obtienen  por  las  relaciones : 

cos  d  cos  t  =  M  cos  N. 

Aplicando  el  metodo  de  Downes  al  ejemplo  dado  el  en  n^- 14, 

y  adoptando 

9  =  2900' 

se  obtendrä: 

log  mtio        0.06512 

log  (sen  Ä- sen  Ä')        9.20049„ 

log  half  elapsed  time        0.52fiift 

log  middle  time        9.79206^ 
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luego  *'=  — 0*»  2™   9 

log  rißing  time        5 .  90340 

log  ratio        0  .  06512 


H-  0 .  00007 

seil  K     +  0  .  77364 

cos(9-a)=     9.88858 

9-d=     39°18'.7 

9  =     29    5.7. 

Rr  las  observaciones  se  haeen  en  alta  mar ,  las  dos  alturas  se 
tomarän  per  lo  comun  en  dos  puntos  diferentes  de  la  superficie  de  la 
Tien-a ,  porque  la  nave  sigue  moviendose  durante  el  tiempo  qvie  se- 
para  las  dos  observaciones.  Mas  como  la  velocidad  de  la  nave  se 
conoce  por  la  corredera ,  y  la  direccion  de  su  rumbo  por  la  briijula, 
las  dos  alturas  paeden  reducirse  siempre  a  un  mismo  lugar  de  obser- 
vacion. 

Supongase  que  la  nave  este  en  A  (Fig.  9)  al  hacerse  la  primera 
observacion  y  en  ^  ä  la  6poca  de  la  segunda.  Imajinemonos 
iina  linea  recta  del  centro  de  la  Tierra  a  la  estrella  Ä,  la  cual 

corta  k  la  superficie  en  /S';  en  tal  caso  el  lade 
^iff«  9-  BS'  del  triängulo  ABS'  representara  la  distan- 

^, _,-5"      cia  zenital  observada  desde  el  lugar  5,  y  como 

t  /  el  valor  de  J5-4  es  conocido,  bastarä  conocer  el 

}  /  angulo  S'BA  para  hallar  el  lado  AS\  es  decir, 

^^  c  la  distancia  zenital  de  la  estrella  que  se  hubiera 
medido  desde  el  lugar  A.  Por  esta  razon  el 
navegante  tiene  que  observar  tambien  el  azimut 
de  la  estrella  al  tiempo  de  medir  la  segunda  altura,  esto  es,  el 
angulo  S'BC^  y  como  conoce  el  angulo  CBA  comprendido  entre  la 
direccion  de  la  nave  y  el  meridiano,  tendrä  con  esto  tambien  el 
angulo  S'BA.  Designando  este  angulo  con  a  y  la  distancia  entre 
los  dos  lugares  AjB  con  J,  se  tiene  la  relacion: 

sen  Äo  =  sen  h  cos  ^^  +  sen  d  cos  h  cos  er , 

en  donde  Hq  significa  la  altura  reducida.   Poniendo  esta  förmula  bajo 
la  forma : 

sen^t)  =  senÄ  +  senz/  cos/*  cos«  —  28en4^^  sen  A^ 

j  J  en  lugar  de  sen^,  se  obtiene  segun  la  förmula  20  de  la  intro- 
ducciou : 


u. 
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el  ultimo   termino  de   esta  espresion   puede   oommunemente  des- 
preciarse. 

18«   Habiendose  observado  tres  alturas  de  una  misma  estrella, 
se  tiene  las  tres  ecuaciones : 

sen^i  =  8en  9>  Ben  ^  +  cos  <p  cosd  cost 
senÄ'  =  senqp  sen  d  +  coBtp  cosd  cos(t  +  X) 
sen  Ä"=  sen  tp  sen  d  +  cos  9  cos  d  cos  {t  4-  Z') , 

de  las  cuales  pueden  deducirse  las  tres  cantidades  q>^  t  j  6.  AI  efccto 
se  introducen  las  tres  cantidades  auxiliares : 

a;  =  co8q)C0Bdco8f 
y  =  cos  q>  cosd  sen  t 
z  =  Besn.<p  send, 

per  medio  de  las  que  dichas  tr^s  ecuaciones  se  trasformarän  en  las 

siguientes : 

senÄ  =z-^x 

senk'  =  Z'^XGO%X  —  j/seni 

sen  Ä"=  z-hx  cos  X'  —  y  sen  l\ 

y  de  estas  se  deducen  las  tres  incögnitas  ßy  y  y  x  por  una  sencilla 
eliminacion.  Tan  pronto  como  se  conozcan  estas  ültimas,  se  deter- 
minaran  las  cantidades  (p,  t  y  ö  por  las  ecuaciones : 

tanff*  — — 

X 

sen  qp  sen  d  =  £? 


cos  (f  cos  d  =  yx^  +  y*. 

Este  problema  seria  uno  de  los  mas  comodos  y  ütiles,  puesto  que 
para  el  calculo  de  las  observaciones  no  se  exije  ningun  dato  estraflo.* 
Pero  el  m6todo  no  permite  un  uso  präctico ,  por  cuanto  los  errores 
inherentes  4  las  alturas  ejercen  un  influjo  mui  grande  en  las  canti- 
dades que  se  buscan.  Sin  embargo ,  si  J  no  se  considera  constante, 
es  decir,  si  se  observan  las  alturas  de  tres  diferentes  estrellas,  cuyas 
declinaciones  se  suponen  conocidas ,  se  obtiene  un  problema  mui  ütil, 
que  admite  una  resolucion  elegante ,  m&xime  si  las  tres  alturas  son 
iguales  entre  si. 


*  Como  se  suponen  observadas  las  tres  alturas  de  una  misma  estrella, 
X  y  X'  no  dependen  de  la  ascension  recta. 
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19«    En  efecto,  las  tres  ecuaciones  seran  eu  tal  caso  las  si- 

guientes : 

6en/i  =  seng)  send  +cos9>coBd  cost 

senh  =  sen  <p  sen  d'  +  cos qp  cos d'  cos{t  + 1)  (a) 

Ben  h  =  sen  qp  sen  d''+  cos  q>  cos  d"  cos  {t  +  il'), 


siendo 


l=(u'-u)-(«'-a) 


Para  resolver  estas  ecuaciones  principiamos  por  reemplazar  en 

las  dos  primeras  ö  y  6'  por  4  (^'+ ^) +  i  (^ " '^O  7  i(^  +  0 
—  J  (6  —  d')  y  restamos  la  segunda  ecuacion  de  la  primera.  De  este 
modo  resulta : 

0  =  28enqp  sen  4  (d  —  6')  C09\(8  +  *') 
+  cosqp  coBt  [cos  J(a  +  6')  cos4(d  -  8')  -  sen  J(Ä  +  d')  senj  (ä  -  a')] 
-C089C0s(«+i)[c0Bj(a4-d')c0Bl(a-O  +  sen4(Ä  +  S")  senl(d  --  8')] 

6: 

0  =  seny  sen  \{8  —  8')  cosi(*  +  ä*) 

4- cos  9  cos  i  (3  +  d')  cos  t  (d -Ä')  sen  JA  sen  («4-4  X)         ,  > 
—  cosqp  seni  (d  +  8')  9en^(8  —  d')co8i  icos  (*+ Ji).        ^ 

De  aqui  se  sigue : 

tang9  =  —  senj X  .  8en(<  +  J il)  cotgj (3  —  8') 
-f  cos^A.  C08(«-flX)tang4(a-fa'). 

Si  introducimos  ahora  tres  cantidades  auxiliares  definidas  por 

las  ecuaciones  qua  siguen : 

senj  A .  cotgi  {8  -  8')  =  4'sen  J?' 

cos  JX  .tangiC«  +  a')  =  ^'cos  J5'  {Ä) 

tendr^mos : 

tang  (p  =  A'cos(t-h  C).  (-B) 

Combinando  de  un  modo  anälogo  la  primera  y  tercera  de  las 

ecuaciones  (a),  se  obtienen  förmulas  del  todo  semejantes ,  en  las  que 

las  cantidades  X  y  8  se  distinguen  solo  por  los  acentos ,  es  decir : 

sen  i  Z'  cotg  i  (*  -  d")  =  A"  sen  B"  . 
co8irtang4(a  +  a")  =  -l"cos5"  )  {C) 

B"+iV     =C'\  \ 

tang<p  =  Ä"  cos  (t  +  C").  (D) 

La  comparacion  de  las  ecuacion  {B)  y  (D)  entre  si  conduce  a  la 
ecuacion 

Ä  cob(<  +  C)  =  Ä"cos{t  +  CT'). 
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Pai*a  deducir  de  csta  ecuaciou  la  cantidad  t  pöngasela  bajo 
la  forma: 

JL'coö  [i  +  ITh- C- 2/]  =  ^"cos [« -H  JI+ CT'- jff], 

en  donde  H  significa  im  ängulo  arbitrario.    Desensolviendo  los  co- 
senos  resulta: 

tang(e  ^H)  =  ^'sen(C'-  li)  -A-seniCr'-TH) 

Los  valores  de  H  qne  darian  a  esta  espresion  la  fonna  mas 
cömoda  para  el  calciilo  serian  0,  C\  C\  Pero  la  forma  mas  elegante 
se  obtendrä,  poniendo 

if=^((7+(r') 

pues  en  tal  caso  sera: 


Introduciendose  poi*  ultimo  el  ängulo  auxiliar  f,  determinado 
por  la  ecnacion 

serä: 

luego : 

fcing[«  +  i((r  +  C")]  =  taiig(450-  J)  cotgiCC-  C).       (F) 

Las  ecuaciones  {A)  . . .  (2^)  contienen  la  resolucion  del  problema. 
Primero  se  busca  por  las  ecuaciones  {Ä)  y  ((7)  los  valores  de  Ä^  ff^ 
C  y  de  Ä\  B'\  G'\  en  seguida  i  por  las  ecuaciones  {ß)  j  (F)  y 
finabnente  qp  por  una  de  las  ecuaciones  (B)  6  (D).  Se  y6  ,  que  no  se 
necesita  conocer  la  altura  misma  para  el  calculo  de  (p  y  t.  Mas, 
sustituyöndose  los  valores  ballados  en  las  ecuaciones  primitivas  (a), 
se  obtiene  ^,  y  sl  se  ha  leido  la  altura  en  el  instrumenio  mismo, 
la  comparacion  del  c&lculo  con  la  observacion  permitira  determinar 
el  error  del  instrumenix). 

A  fin  de  conocer  las  posiciones  relativas  que  deben  ocupar  las 
tres  estrellas  en  el  cielo ,  para  que  las  observaciones  conduzcan  ä  los 
resultados  mas  seguros,  volvemos  ä  consideraf  las  ecuaciones  dife- 
renciales.  Como  las  tres  alturas  han  de  ser  iguales,  se  puede 
suponer  que  los  valores  de  dh  en  las  tres  ecuaciones  diferenciales 
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son  tambien  los  mismos ,  puesto  que  ba^ta  adimilar  a  los  valores  del 
tiempo  los  errores  que  se  hayan  comitido  en  las  oböervaciones  de  las 
altiiraö.   Poniendo  pues : 

en  tal  caso  dt  se  compondra  de  dos  errores ,  a  saber :  del  error  de- 
bido  al  estado  del  reloj  d{^u)y  el  cual  es  el  mismo  en  todas  las  tres 
observaciones  porque  se  supone  conocido  el  andar  del  reloj,  y  en 
segundo  lugar  del  error  cometido  en  la  bora  de  la  observacion,  y  este 
error  serä  diferente  para  cada  una  de  ellas.  Las  tres  ecuaciones  dife- 
renciales  seruu  asi  las  siguientes : 

dh  =  —  co9Ädip  —  CO89) sen Ädu  —  C009 »en A  d{^u) 
dh-  —  cos A'd<p  —  cos (p  sen  A' d u  —  cos <p  sen  A'  d (d u) 
dh=^  —  üo^A"d<p  —  cosqp  ben-4"(/  w"—  cos  9  8en^"d(^t*). 

Tomaudo  la  diferencia  entre  las  dos  primeras  ecuaciones  y  ti*as- 
fonnando  las  diferencias  de  los  senos  y  cosenos  en  produc+os  de  los 
senos  6  cosenos  de  las  semi-sumas  ö  semi  -  diferencias  de  los  an- 
gulos,  se  obtiene: 

--       A-^A'           .       A-^A'           ,/^N     coBopsen  J.  , 
0  =  28ea — - — 09  —  2  cos — 3 — co8<pa(iii*) ■^ — j'»** 

sen — - — 
2 

cos© sen ^'  ,   , 
^—^-^du, 

sen— 2— 
y  por  la  c  onibinacion  de  la  priniera  eon  la  tercera  ecuacion : 


^.      ,       A+Ä'            _       A-{-A*           ,..  .      cosqpsenJ., 
0=2sen — - —  aqp»  —  2  cos — - —  cosq)a(^/t*) —  —Ti,du, 

\t  it  A.  —  A. 

sen :: 


coscTsenA     ,   „ 
8en.-2— 

La  elimiuacion  de  d{^Au)  ö  de  (?cp  de  estas  dos  ecuaciones  da: 

Ä  -\-  A"  A  +  A" 

cos  tp  sen  A  .  cos  — cos  9  sen  A*  cos 


^''=   .       A-Ä'     A-A-'^"*^^       A'-A zip'*'*' 

2  sen  — - — -  sen  — : —  2  sen  — : —  sen 


cos  <p  sen  ^"  cos 


2 
A-hA' 


^ 2        ,    , 

2  sen  — - —  sen 


2  2 
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7 

,         A'  +  Ä'  .,       A  +  A 

Ben  A .  Ben sen  A  sen  — - — 

'*(''")  =  ,      A-A!       A-A"  **♦*  +  7—i'-A       A!-A!'  '*'*' 


tt 


28en — - —  Ben  — - —  2Ben  — - —  sen 

Ben  ^"  Ben 


2      """       2 

A-\-A 


2  ,   ., 

'^l — TVI — T^^^""  ' 

2  Ben — - —  Ben  — - — 
2  2 

Asi  SB  y6 ,  que  las  estrellas  han  de  escojerse  de  tal  modo ,  que 
la  diferencia  de  los  azimntes  de  dos  cualesquiera  de  ellas  sea  lo  mas 
grande  posible,  puesto  que  en  tal  caso  los  denominadores  de  los 
cuocientes  diferenciales  llegan  a  ser  m&ximos.  Por  esta  razon  se 
procurara  que  las  diferencias  de  los  azimutes  sean  pröximamente 
igualesä  120^* 

JEjjemplo.   El  Dr.  Westphal  observö  el  5  de  Octubre  de  1822  en 

Cairo  las  siguientes  tres  alturas  iguales  de  las  estrellas 

«  Ursae  minoriB  a  las  81*2811^  17> 

a  Herculis  31    21  al  Oeste 

a  Arietis  47    30  al  Este. 

Las  posiciones  de  estas  tres  estrellas  en  ese  dia  eran: 

«  Ursae  minoris  O^b^^  14b.  10  +  88<>21'64".  3 
a  HerculiB  17     6    34  .  26     14  36    2  . 0 

a  Arietis  1  57    14  .  00     22  37  22  .  7. 

Aqui  es : 

u'-M  =  +  3m4«.0  «"-w=+      19"»13«.0 

6  espresando  estas  cantidades  en  tiempo  sid6reo: 

W— U  =  +    Oh  3™   4». 60  t*"— W  =  +  0»»19"16a.l6 

a-a  =  -    7  51    39  .84         a"~a  =  +  0  68    59  .90 

X    =        71»  54m  44».  34  x'  =-0»»39m43«.74 

=    1180  41'     5".  10  =-9055'  66'MO. 


Ademas  es: 


4(a~a')  =  360  52'56".  16 
i(d  +  a')=:51  28  58  .  16 
ll8-9")  =  S2  52  16  .80 
4(3  +  0  =  66  29  38  .60. 


*  La  resolucion  aqul  espuestii  de  este  problema  ae  debo  a  Gauss. 
Monatliche  Correspondenz  Band  XVIIl  pag.  277  etc. 
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Con  esto  se  obtiene : 


\ogA-=   0.1183684  \ogA"=       0.1629829 

5*=   60^48' 11".  92  B"--    5°  16' 62".  22 

C'=  120    8  44  .47  C7"=  -  10  14  60  .  27 

i(Cr+C^=     64^66'  67".  10 

llcr-C")=     66  11    47  .37 

.{=     47  66    16  .08 

*  =  -56   18    28  .09 

-^    3^46^13»,  87 

t-^C=     63050'   16".  38 

t  +  C"=  -  66  33    18  .  36. 

Introducidos  estos  valores  en.  las  förmulas  {B)  y  (D) ,  estas  dän 

para  q>  el  mismo  valor,  esto  es 

9  =  80"4'23".  72. 

Por  medio  de  t  se  obtiene  el  tiempo  sid6reo 

®  =  2l*»Jd"0».23, 

7  como  el  tiempo  sid6reo  k  medio  dia  era  igual  k  12^ 54™ 2". 04,  el 
tiempo  medio  era  igual  a  8^  17°^ 36". 44;  luego  el  estado  del  reloj 
con  respecto  al  tiempo  medio : 

-Jtt  =  — 10«a40".56. 

Calcnlando  tambien  la  altura  por  medio  de  una  de  las  ti*es 
eeuaciones  (a),  se  sigue: 

h  =  30068'  14 '.  44. 

Para  los  otiros  dos  &ngulos  horarios  resultan  los  valores : 

«'=     62«  22' 37".  Ol 
r=-66  14  24  .  19, 

y  con  esto  los  tres  azimutes: 

A  =  I8IO36'.  2 
A'  =  89  33  .  2 
X'=  279  60.4; 

y  finalmente  las  eeuaciones  diferenciales  ser&n : 

d(p  =  -0.  329dt*-6.739dw'-6.068dt*", 
d(^/u)  =  - 0.0018  du +  0.468dtt'-0.396du". 

en  las  que  d<p  esta  espresada  en  arco;  al  contrario  las  cantidades 
d(^u),  du y  du  j  du'  est^  espresadas  en  segundos  de  tiempo. 

20*   Cagnoli  d&  en  su  Trigonometria  una  resolucion  mui  ele- 
gante de  un  problema  mui  parecido  al  anterior ,  de  modo  que  sus 
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fönuulas  pueden  aplicarse  inmediatamente  4  este  caso.     Si  se  pide 
a.  mas  del  tiempo  y  de  la  latitud  tambien  la  altura  misma,  el  cal- 

culo  segun  las  förmulas  de  Cag- 
noli  es  tadavia  algo  mas  cömodo 
que  el  espuesto  arriba. 

Sean  S,  S'  j  S"  (Fig.  10) 
las  tres  estrellas  observadas. 
Considerando  ahora  el  trian- 
gulo  determinado  por  el  zenit 
Z,  el  polo  Py  la  primera  estrella, 
y  designando  al  kigulo  paralac- 
tico  coQ  p,  se  tiene  segun  la.s 
förmulas  de  Gauss  ö  de  Napier: 


y 


cos^ {t—p)       "^  *   ' 

tangi(,-/0  =  ^54(;r|tang(15O-4«) 


U) 


TfCl*f 


Aplicando  las  förmulas  de  Napier  ä  los  triängulos  PSS\  PS 'S 
y  PSS'\  y  poniendo  por  brevedad: 

A  =i[PS"S'-PS'S''] 
Ä'=-llPS"S  -PSS"] 
A"=i[PS'S  -PSS'], 


se  obtiene: 


°  COBi(ö    +0} 

C08  4(d  4-0) 


(^) 


en  cuyas  förmulas  las  cantidades  x  y  x  tienen  la  mi^<llla  significacion 
que  arriba.    Como  por  otra  parte  se  tiene: 

p  +  PS  S'r=PS'S-p 
p  +  PS'S'  =  PS"S^-p' 
p  +  PSS"=:PS''S-2y', 


31^ 

se  halla  fäcilmente  que 

p=A-^A"-A'  (C) 

p=  J.  H-  ^'  -  A'\ 
Pero  tambien  es: 

sen  t :  senp  =  cos  h :  cos  <p 
sen  (t  +  X):  &enp'=  cos  h :  cos  q> , 

luego : 

seni :  sen  {t+  X)  =  senp  :  scnju' 

ö: 

sent  +  8en(^  +  X)  _  «en  [A'+  Ä'  -  ^]  +  sen  {A  -^Ä'-Ä] 
sen«  -  8en(t  +  A)  ~  sen[V+  AI'-  A\  -  sen  [V+  Ä' -  ä\ 

De  esta  relacion  se  sigue : 

tangP  +  i^]  cotgl  X  =  tang^"cotg(^ -  A!) 
ö ,  sustituyendo  en  lugar  de  tang  AI'  el  valor  sacado  de  las  ecua- 
ciones  {Jß)\ 

Per  consiguiente  se  tiene  que  caJcular  priraero  los  valores  de  -4, 
Ä  y  Ä'  mediante  las  ecuaciones  (J?) ;  en  seguida  se  hallan  per  medio 
de  las  ecuaciones  (C)  y  (JD)  las  cantidades  |?,  p\  p"  y  t^  y  despues 
(p  y  h  por  las  ecuaciones  {Ä).  AI  hacer  uso  de  estas  förmulas  se 
presenta  una  incertidumbre  acerca  del  cuadrante  en  que  tomar  los 
diferentes  ängulos ,  puesto  que  todos  estos  se  determinan  s61o  por  la 
tangente.  Sin  embargo,  se  puede  proceder  arbitrariamente  en  la 
eleccion  del  cuadrante,  con  tal  que  se  tome  180  —  f  en  lugar  de  «,  si 
para  q>  y  h  resultan  tales  valores,  que  cosqo  y  senk  tengan  signos 
opuestos.  Igualmente,  si  para  qp  y  Ä  se  hallan  valores  majores  de  90®, 
se  tomaran  para  estos  angiilos  sus  diferencias  a  180^,  6  a  los  multip- 
les de  180^  mas  pröximos.  La  latitud  es  .^eptentrional  6  austral  se- 
gun  que  sen<p  y  öen/*  tengan  los  niismos  signos  6  signos  opuestos*. 
Aplicando  estas  förmulas  al  cälculo  del  ejemplo  dado  en  el  n**-  19 

resultara : 

iX=    59020' 32".  55 

ir=-  4  57  58  .05 

i(d"-a')  =  4»0'40".35    4  (d"- d)  =  -  32052' 15".  80 

4  (^'--a)  =  - 36052' 56".  15 

4  (d"+  «»')  rz  18  36  42 .  35    4  (a"+  d)  =.     55  29  38  .  50 

4(a'+a)=     51  28  58  .15. 

*  Monatliche  Correspondenz  Band  XIX  pag.  89. 
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Lnego : 

^  =  -  2Ö2'  1".  33 ,         A  =  84*49' 4".  07 ,         ^  =  -  29« 44'  16".  52 

-4  -  JL' =  -  86061'     ".40 
t-f4i=       3     24. 47 
«=~56  18  28  .08. 

Par  hallar  9)7^86  deberia  calcnlar  las  förmulas  (Ä) ,  deducidas 
del  triangulo  formado  por  el  polo,  el  zenit  j  la  primera  estrella. 
Mas  como  en  este  triangulo  hai  ciertos  angulos  mui  pequenos,  es 
mas  ventajoso  resolver  el  triangulo  determinado  por  la  segunda 
estrella,  el  polo  7  el  zenit,  esto  es,  calcular  las  siguientes  förmulas: 

Como  es: 

t'=t  -^X  =62<»22'37".  02 

p'=A  +Ä"-  A'=  243^24' 38".  08, 

se  sigue: 

9=   30<>4'23".  73 
A=  149  145  .68 

6  tomando  para  h  el  suplemento  k  180^ : 

Ä=30  58  14  .42, 

cuyos  valores  concuerdan  exactamente  con  los  deducidos  por  el  cdl- 
culo  anterior. 

21*  Las  förmulas  de  Cagnoli  pueden  f&cilmente  deducirse  tam- 
bien  de  un  modo  analitico,  partiendo  de  las  tres  ecuaciones  que 
para  cada  una  de  las  estrellas  se  siguen  de  las  förmulas  fundamen- 
tales de  la  Trigonometria: 

sen^  =  Ben <p  send  +C089C08d  cost    \ 
coshsenp  =1  cos  tpoent  |     (a) 

coB/icosp  =8en<pco8d  —  coB^send  cost    ) 

senk  =  seng)  send'  +  cosqp  cos  8*  cos(t -f  X)    i 
CO8Ä  senp'  =  cos  g>  sen  (t  -f  i)  >  (6) 

008Ä  cosp'  =  sen  9  cos  d'  —  CO89  sen 9'  cos (t+X)    ' 

sen  h  =  sen  <p  sen  d"-f  cos  <p  cos  d"  cos  (t  + 1')  1 
C08Ä  Benp*'=  cos  <p  sen  (t  +  X')  >  (c) 

cos  h  co8jp"r=  sen  9  cos  5"—  cos  q>  sen  d"  cos  {t  +  X').  * 

Restando  la  primera  de  las  ecueiones  {b)  de  la  primera 
de  las  (a),   6  introduciendo  ^{6'+ Ö)  + ^{ö— 6')  en  lugar  de  d 
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y  i(^'+^)  —  i(<5  —  ^O  en  lugar  de  d\  se  obtiene  la  ecuacioi)  (») 
hallada  arriba  en  el  n®- 19.  Tratando  del  mismo  modo  las  terceras 
de  las  ecuaciones  (a)  y  (?>),  se  lialla : 

cosÄ  sen  J  (j)'-^p)  sen  ^  Qp'-i?)  =  sen  q>  sen  J  (d'+^)  sen  i  (^ '-  d) 

~  cos  g)  sen  JL  (ä'-j-  d)  cos  i  (d-  *)  sen  (^+i  Z)  sen  J  X 
H-co8<pcoBi(^'+d)seni(d-5)cos(«-fJi)cosiA. 

De  esta  ecuacion  y  de  la  (a)  se  elimina  sen  g? ,  multiplicando  al 
efecto  laprimera  por  cos-^(ä'+d)  y  la  ecuacion  (a)  por  sen-^(ö'+d); 
asi  resulta: 

co8Äcos4(^'-f-d)8en  J(/)^+p)  8eni(/-jp) 

=co898eni(3'— d)  cos  (*  +  Ji)  cos^  l.  ^^  ^ 

Tomando  en  seguida  la  diferencia  de  las  segundas  de  las  ecua- 
ciones (a)  y  (h) ,  se  sigue : 

cos  Ä  cos  4  (p'-f  p)  sen  J  (p—  2?)  =  cos  9  cos  (t  +  ^X)  sen  J  Z, 
luego  se  obtiene  simplemente : 

ta„gi(p'+p)=:^i(|^cotgii  =  tangA". 

De  las  ecuaciones  correspondientes  (a)  y  (c),  (i[>)  y  (d)  resul- 
tan  fonnulas  anälogas,  las  que  ä  causa  de  su  simetria  pueden  escri- 
birse  inmediataraente ,  ä  saber : 

Sumando  finalmente  las  segundas  de  las  ecuaciones  (n)  y  (&), 
vendrä  la  ecuacion : 

cos  h  sen  1  {p'+p)  cos  i  (,p-p) = cos  tp  sen  (*  +  J  ;i)  cos  J  A , 
la  que  combinada  con  (d)  da : 

en  donde  es  i{p'—p)  =  A-A', 

Despues  de  haber  asi  determinado  las  cantidades  5-,  t  y  p  para 
una  estrella,  las  analojias  de  Napier  dän  para  el  cälculo  de  cp  y  Ä 
las  föi-mulas  siguientes : 

tangi  (<p  +  A)  =  ^-JiJ[±g  cotg(4f,»- i  «) 
taugi(.p-Ä)^«|^J|^5ta„g(450-H). 

21 
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IV.   —  DETERMINACION  DE  LA  HORA  Y  LATITUD  MEDIAKTE 
LA  OBSERVACION  DE  LOS  AZIMÜTES  DE  LAS  ESTRELLAS. 

22«  La  latitud  del  lugar  de  observacion ,  la  declinacion ,  j  el 
azimut  de  una  estrella  son  tres  elementps  de  un  triangulo  esf^rico, 
suficientes  para  calcular  el  angulo  horario  de  esta  estrella.  Por 
consiguiente ,  si  la  latitud  del  lugar  de  observacion  se  conoce,  basta 
para  obtener  el  estado  del  reloj,  observar  la  hora  que  6ste  seöale  en  el 
instante  en  que  una  estrella  conocida  llega  a  un  azimut  determinado. 
Haciendose  la  observacion  en  el  tneridiano  no  hai  necesidad  de  co- 
nocer  la  latitud  ni  la  declinacion  de  la  estrella,  y  como  ademas  la 
variacion  del  azimut  es  entonces  la  mayor  posible ,  las  condiciones 
de  la  observacion  serän  las  mas  ventajosas. 

Diferenciando  la  ecuacion: 

cotg^  sen*  =  —  cosqp  tangd  +  seng?  cos*, 

se  obtiene  por  la  tercera  de  las  förmulas  (11)  del  n**-  9  de  la  in- 

troduccion : 

coshdÄ  =  —  BenA  &enhd(p  -\-  cos 8 cosp dt , 

ö,  como  para  las  observaciones  meridianas  es 

senA  =  0,    C08^=l 
7 

si  la  estrella  culmina  al  Sur  del  zenit : 

cosa 

Esta  ecuacion  hace  ver,  que  para  determinar  la  hora  me- 
diante  observaciones  hechas  en  el  meridiano,  se  debe  escojer  estrel- 
las  que  pasen  pröximamente  por  el  zenit,  puesto  que  entonces  un 
error  del  azimut  no  ejerce  ningun  influjo  sobre  la  determinacion  de 
la  hora. 

Sea  ahora  a  la  ascension  recta  de  la  estrella  y  i^  la  hora  sena- 
lada  por  el  reloj  en  el  instante  de  la  observacion;  si  el  rdoj  esta 
arreglado  al  tiempo  sid6reo  su  estado  es  igual  k  a  —  u.  AI  contrario, 
si  el  reloj  da  tiempo  medio ,  en  tal  caso  se  debe  convertir  la  hora 
sideral  de  la  culminacion  ö  la  ascension  recta  de  la  estrella  en  el 
tiempo  medio  m  de  la  culminacion ,  y  el  estado  del  reloj  con  respecto 
al  tiempo  medio  serä  igual  a  m  —  m. 
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Para  estrellas  que  no  pasan  por  el  zenit,  la  exactitud  de  la  de- 
terminacion  de  la  hora  depende  de  la  exactitud  de  la  direccion  adop- 
tada  para  el  meridiano.  Pero  si  el  error  cometido  en  la  direccion  del 
meridiano  es  mui  pequeno,  se  puede  determinarlo  fäcilmente  por 
la  observacion  de  dos  estrellas  de  las  que  culmine  una  cerca  del 
zenit,  la  otra  cerca  del  horizonte,  y  despejar  el  estado  del  reloj  de 
este  en'or.  En  efecto,  si  /^A  significa  el  azimut  en  el  cual  se  han 
observado  las  estrellas,  y  si  este  coincide  pröximamente  con  el  meri- 
diano ,  tambien  los  ängnlos  horarios  correspondientes  0  —  «  y  0'—  « 
seran  cantidades  pequeiias  y  se  espresan  segun  lo  que  precede  por; 

seu  (qp  —  8) 


cos^ 

sen(<p— 5') 
'~cös«' 


^A 


JA, 


Como   0  =  M  +  ^''i    se   tiene  de  consiguiente  para  las  dos 
estrellas  las  ecuaciones  siguientes: 

a  =  u  +  Ju ^-^^1 —  JA 

coso 

« 

a  =  tt  -f  Jxi .,      JA, 

cosd 

por  las  que  puede  determinarse  tanto  ^  A  como  tambien  Ju.  Si  la 
construccion  del  instrumento  permite  observar  no  solo  en  el  azimut 
JAy  sino  tambien  en  el  azimut  180  +  z:/^,  la  cantidad  J A  sq  ob- 
tiene  con  una  exactitud  todavia  mayor ,  escojiendo  dos  estrellas  de 
las  que  se  balle  una  situada  cerca  del  ecuador,  la  otra  cerca  del  polo, 
puesto  que  en  este  caso  los  coeficientes  de  -^  ^  tendran  siguos  opues- 
tos  en  las  dos  ecuaciones,  y  el  coeficiente  relativo  a  la  estrella  circum- 
polar  vendra  k  ser  mui  grande  *. 

JE^emplo.   En  el  obscrvatorio  de  Bilk  fueron  observados  los  si-  . 
guientes  pasos  por  el  hilo  medio  del  anteojo-raeridiano ,  cuando  6ste 
no  se  hallaba  colocado  todavia  exactamente  en  el  meridiano : 

a  Aurigae  5»» 6m 27«.  72 
I?  Orionis    6  8    12  .  71. 


*  Ea  esto  se  supone  que  el  instrumento  esta.  rectificado  de  ma- 
nera,  que  la  linea  de  colimacion  del  anteojo  describe  realmente  un 
circulo  vertical.  El  caso,  en  que  esta  condicion  no  se  cumple,  serä. 
tratado  en  el  no-  22,  cap.  VII. 

21* 
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Las  ascensiones  rectas  7  decliuaciones  de  las  dos  estrellas  eran 

las  siguientes: 

a  Aurigae   ^  5«  33» .  25    +  45°  50'.  3 

,    ß  Orionis     6  7    17  .  33    -    8  23.1 
y  la  latitud  igual  a  51^  12'.  5.    Con  estos  datos  las  dos  ecuaciones  de 

arriba  serau: 

-  54».  47  =  -:/«-  0  .  13433 z/^ 

-65  .  38  =  z/tt-0.  87178 ^J-, 

cuya  resolucion  da: 

^u  =  —  54" .  30 

•^  jdÄ  =  +    1».23. 

23»  A  indicacion  de  Olbers  la  determinacion  de  la  hora  por 
observaciones  en  iin  azimut  determinado  puede  hacerse  por  la  obser- 
vacion  del  instaute  en  que  una  estreUa  desaparece  detras  de  un 
objeto  terrestre  vertical.  Es  claro  qiie  este  objeto  debe  hallarse 
sitnado  a  cierta  altura  y  bastante  distanto ,  para  que  se  pueda  dis- 
tiuguir  claramente  la  imajen  de  la  estrella  y  al  mismo  tiempo  la  del 
objeto  terrestre,  y  que  la  desaparicion  sea  instantanea.  Ademas  el 
anteojo  que  ha  de  servir  para  estas  observaciones  no  debe  tener  sine 
una  amplificacion  d6bil  y  guardar  siempi'e  la  misma  posicion. 

Conoci6ndose  entonces  por  otros  m^todos,  para  un  dia  cual- 
quiera,  la  hora  sideral  de  la  desaparicion  de  la  estrella  detras  del 
objeto  terrestre,  se  hallaia  por  las  observaciones  hechas  en  otros 
dias  mediante  un  reloj  arreglado  al  tiempo  sidereo  inmediatamente 
el  estado  del  reloj ,  puesto  que  la  estrella  debe  desaparecer  tambien 
en  todos  los  dias  subsiguientes  a  la  misma  hora  sideral ,  mientras 
ella  no  cambie  de  posicion  en  el  cielo.  Pero  si  en  estas  observa- 
ciones se  emplea  un  reloj  arreglado  al  tiempo  medio,  se  tiene  que 
atender  todavia  a  la  aceleracion  de  las  estrellas  fijas ,  en  virtud  de 
la  cual  la  epoca  de  la  desaparicion  de  la  estrella  avanzara  cada  dia 
0»* 3"* 55'. 900  de  t.  m. 

Si  solo  la  ascension  recta  de  la  estrella  varia,  la  hora  sideral 
de  la  desaparicion  varia  en  la  misma  cantidad ,  puesto  que  la  estrella 
se  observa  siempre  en  el  mismo  azimut,  y  por  tanto  tambien  a  la 
misma  altura  y  en  el  mismo  ängulo  horario.  AI  contrario,  si  la 
declinacion  varia,  el  ängulo  horario  de  la  estrella  que  corresponde  ä 
este  azimut  determinado ,  ira  cambiando ,  y  segun  las  förmulas  dife- 
renciales  del  n*'-  8,  cap.  I,  se  tendrä,  atendido  que  dÄ  J  dq>  son  nulos: 
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dS  =  coBpdh 
cos  8  dt  =:  —  &eupd?i, 

luego : 

dd.  tangp 
at  =■ 5 —  •, 

öiendo  p  el  angtilo  paralactico. 

Por  consigiiiente,  ai  Jcc  y  Jö  sou  las  variaciones  de  la  ascension 
recta  y  declinacion  de  la  estrella,  la  hora  sideral  de  la  desaparicion  se 
obtendrä,  agregando  ä  la  hora  anteriormente  determinada  la  cantidad : 

Ja     dS  tangp 

"^"15  ""TeT  cosd 

Eje7nplo.  Olbers  habia  hallado,  que  el  6  de  Setiembre  de  1800  la 
eatrella  d  Coronae  desaparecio  detras  de  una  muralla  de  una  torre, 
cuyo  azimut  ei-a  igiml  ä  64^  56' 2 1".  4,  a  las  11*»  23°^  18' .  3  de  tiempo 
medio  6  ä  las  22*^2(5"*  21* .  78  de  tiempo  sidereo.  El  12  de  Setiembre 
observö  la  desaparicion  a  las  10*^9"*  21« .  0.  Como  6  X  3™  55« .  909 
es  ignal  a  23™  35« .  4 ,  la  estrella  hubiera  debido  desaparecer  a  las 
10  ^59™  42" .  9;  luego  el  estado  del  reloj  con  respecto  al  tiempo  medio 
ei-aiguala  +  l0"2l».9. 

El  6  de  Setiembre  de  1801  era: 

^«  =  -}-42".0 
^«  =  -13  .2, 

y  como 

p  =     37031' 

Ä  =  +  26041', 
resulta: 

luego  la  correccion  total  igual  a  +.53".  35  ö  3* .  50.  La  estrella  ö 
Coronae  debiö,  pues,  desaparecer  el  6  de  Setiembre  de  1801  a  las 
22^26"  25" .  34  de  tiempo  sidereo*. 

24«  Cuando  se  conoce  la  hora  se  puede  determinar  la  latitud 
por  la  observacion,  verificada  en  im  azimut  determinado,  de  una 
estrella  de  posicion  conocida,  porque  se  tiene  la  ecuacion: 

cotg  Ä  sen  t  =  —  cos  tp  tang  8  4-  Ben  qp  cos  ^ 


*  Zach,  monatliche  Correspondenz,  Band  III  pag.  124  etc. 
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üiferenciändola  resulta : 


4  1  ,    ,  j  .  .  cos^coBü  ,^     senp  ,« 

ßenAdq>=  —coighdA  H z—^  at-^ ^  dS. 

^  ^  senk  senA 

De  esta  ecuacion  se  sigue ,  que  para  determinar  lo  mas  exacte- 

mente  posible  la  latitud  por  observaciones  azimutales ,  las  estrellas 

deben  observarse  siempre  en  la  cercania  del  priraer  vertical ,  por  ser 

entonces  aenÄ  un  mäximo.    Ademas  conviene  escojer  una  estrella 

que  pase  pröximamente  por  el  zenit  del  lugar  de  observacion,  porque 

entonces  los  coeficientes  de  dÄ  y  dt  seran  mui  pequefios.  En  efecto, 

como: 

cosd  cos p  —  aenq)  cos h-{- cos q^  senk  (iOsÄj 

se  v6,  que  en  el  zenit  los  errores  cometidos  en  el  azimut  j  la  hora  no 
ejercen  influjo  alguno ;  mas ,  como  senp  =  1 ,  un  error  cometido  en 
la  declinacion  adoptada  de  la  estrella  orijinarä  exactamente  el  mismo 
error  en  la  latitud. 

Cuando  no  se  obscrva  sino  una  sola  estrella  en  un  azimut  deter- 
minado,  es  necesario  conocer  el  azimut  mismo.  Pero  si  suponemos 
que  dos  diferentes  estrellas  han  sido  observadas,  se  tendra  las  dos 
ecuaciones  que  ya  no  exijen  el  conocimento  del  azimut : 

cotg Ä  sent  =  —  008  <p  tang  ö  +  sen tp  cos t  . 

cotg^'sen^'=  — cosy  tangd'-f  eenqpcost'. 

Multiplicando  la  primera  ecuacion  por  sent\  la  segunda  por 

«eni,  se  obtiene: 

,8en(^  — j±)  ,.        „,  , 

sen t  sen t  ^ r?  —  co^  w  taug  o  seu  t  —  taus' d  sen  t  ] 

sen^sen^  -n      o  o  j 

+  sen9sen(/'— i), 

ö  como 

cos  ö  sen  t  =  cos  h  sen  A , 

tambien : 

cos h  cosli  sen {A' —A)  =  cos<p  [cos 6  sen  ^  sen t  —  sen ö  cos 8'  sen t'] 

-f  Ben  9  sen  {t'  —  t)  cos  tf  cos  d' .  (&) 

Introdüzcanse  las  siguientes  cantidades  auxiliares : 

&en{B'-h  8)  aen  ^  {t'—t)  =  m  sen  M 

sen  («'  -  Ö)  cos  i  («'  -t)  =  m  cos  M.  ^' 

Si  multiplicamos  la  primera  de  estas  ecuaciones  por  cos  ^  (i'+ 1\ 
la  segunda  por  8en^(i'+^),  y  restamos  la  segunda  de  la  primera, 
resulta : 

m  sen  [J  {t'+  t)—M]=z  sen  8'  cos  8  sen  t-cos8'  sen  8  sen  t\ 
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MuitiplicandO)  al  contrario,  la  primera  ecuacion  por  cos^(^'— f), 
la  segunda  por  sen  ^  {f—  t) ,  y  restando  la  primera  de  la  segunda, 
se  obtiene : 

m  sen  [^  {t'  —  t)  —  M]  —  —  sen  8  cos  d'  sen  {t'  —  t). 

La  ecuacion  (6)  toma  de  este  modo  la  forma  siguiente ; 

cos/i  cos  li  sen  {Ä  —  A)  =  m  cos  qp  sen  [ J  (^'  -f  *)  —  ^] 

—  m  sen  qp  sen  [^  {t'  ~t)  —  M]  cotg  d. 

Suponiendo  ahora  qua  las  dos  estrellas  han  sido  observadas  en 
el  mismo  azimut,  ö  en  dos  azimutes  que  se  diferencian  en  ISO*^,  serk 
sen{Ä'—Ä)  =  Oj  lucgo: 

De  consiguiente,  no  es  necesario  conocer  el  azimut  mismo  en  el 
cual  las  observaciones  se  han  becho,  sino  al  emplear  las  formulas  {Ä) 
y  (B)  se  requiere  solo  el  conocimiento  de  los  tiempos  de  observacion 
y  de  las  declinacioues  de  las  doö  estrellas,  para  calcular  la  latitud. 

Cuando  la  misma  estrella  se  ha  observado  dos  veces ,  las  for- 
mulas serän  todavia  mas  s^incillas.  Efectivamente ,  como  en  este 
caso  se  sigue  de  la  segunda  de  las  formulas  (Ä)  Jlf=90®,  sera: 


t«nK9  =  tangd^ä7^:±i!.  (C) 


coa  ^{t'-t) 

En  el  caso  jeneral ,  en  que  se  supone  que  dos  estrellas  han  sido 
observadas  en  azimutes  diferentes,  las  dos  ecuaciones  diferenciales 
son  las  siguientes : 

coBh  dA  =  sen j)  d d  -^  cos ö  coap  dt  —  senk  nenA  dtp 
cos  h'd  A'=  ^enp'd  8'+  cos  8'  C0B;/d  t'—-  sen  K  sen  A'd  <p. 

Si  introducimos  aqui  la  diferencia  de  los  azimutes,  multipli- 
cando  al  efecto  la  primera  ecuacion  por  cos/i',  la  segunda  por  cosh, 
y  restando  en  seguida  una  de  otra ,  se  sigue : 

cos  h  cos  h'd  {A'—  A)  =  —  cos  /»'  cos  8  cos^;  dt  -^  cos  h  cos  d"  coQj/d  t' 

—  [sen /j' cos /i  sen^l'—  sen Ä cos ä'  sen^]  dtp 
+  cos  A  senpldb'—  cosh'Benpd8. 

Como  dt  =  du-\-d{Ju)  y  dt'  =  du  +  d{^u),  en  donde  du 
espresa  el  error  cometido  en  la  observacion  de  la  hora  del  paso ,  y 
d{^u)  el  error  de  que  esta  afectado  el  estado  del  reloj,  se  obtiene, 
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si  estos  valores  se  suötituyeii  en  lugar  de  dt  y  dt\  y  ae  pone  al 
mismo  tiempo  J.'=  180®  +  ^*: 

cos  /t  COB  1l 

üenÄdqf  — coü  ff  (ios  Ad  {du)  =  — 7r'-TT\  [d(A''-A)  —  üen<pd{u  —  «)] 

8611  \^fl  ~r  il) 

COS  <p  cos  Ä  sen  h  cos  h*  ,        cos  qp  cos .  1  sen  h'  cos  7i  ,    , 

8en(/i  +  /O  sen  (/i  -f  h) 

sen«' cos /*  ,..,     sen/JcosV  ,, 
TH — T\do  H '.    ,>  ao. 

sen  (/*  4-  Ä)  sen  {h  +  /t) 

Se  v6  per  esta  relacion  que  las  observaciones  hechas  en  el  primer 
vertical  son  las  mas  ventajosas.  En  este  caso  el  coeficiente  de  dq>  sera 
un  mäximo,  y  los  efectos  de  los  errores  cometidos  en  el  estado  del 
reloj  y  en  los  tiempos  de  los  pasos  serän  nulos,  de  manera  qiie  sobre 
el  resultado  influiran  solo  la  diferencia  de  los  errores  de  los  tiempos 
observados,  la  diferencia  de  Ä' —  Ä  h  180®  y  finalmente  el  error  de 
la  declinacion.  En  el  caso  de  que  una  misma  estrella  se  haya  obter- 
vado  en  el  primer  vertical ,  tanto  al  Este  como  al  Oeste ,  se  tendrä 
h=}i  y  senj)'=  —  senj9,  de  modo  que  resulta: 

d(p=^  ^cotgh[d {A'  —A)  —  8cn(pd{u—  u)]  -\ y  dd, 

sen  n 

6 ,  como  segun  el  u°-  26 ,  cap.  I 

,      sen  S  cos  w 

sen/t= y    8eui>= — ■^, 

senijp     *^  "^      cos  o 

tambien : 

seil  *^  OD 
d(p=^X cotgh [d(A'^  A)  —  sen 9 d Cti  —u)]  +  -   -^  d d. 

8ün2d 

De  esta  ecuacion  se  infiere  de  nuevo ,  que  es  ventajoso  observar 
estrellas  zenitales ,  porque  entonces  cotg  h  serä  mui  pequena ,  y  los 
errores  de  A' — A  y  11  —  u  ejercerän  por  lo  mismo  solo  un  influjo 
mui  pequeno  en  la  latitud.  El  coeficiente  de  d5  ^  al  contrario, 
es  en  tal  caso  pröximamente  igual  ä  uno,  puesto  que  la  decli- 
nacion de  aquellas  estrellas  que  pasan  por  el  zenit  es  igual  ä  q>. 
Asi  es,  que  el  eiTor  de  la  declinacion  se  qucda  en  tal  caso  por 
completo  en  el  resultado.  Pero  cuando  se  trata  de  determinar  solo 
la  diferencia  de   las  latitudes   de   dos  lugares   situados    bastante 


*  En  esta  trasformacion  se  reemplazan  los  valores  de  cos  6  cos i' 
y  cofeö'cosp'  por  los  equivalentes  que  siguen: 

cos 8  coBp  =  seng)  cosÄ  -f  cos 9  sen  h  cos  A 
coBd'cobj/=  seuqp  cos/t'—  cosqp  seu/t'cosyl. 
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pröximos  el  uno  del  otro,  para  que  la  mitiina  estrella  pueda  observarbe 
con  ventaja  en  cada  uno  de  estos  lugares ,  se  obtiene  jjor  este  mutodo 
la  diferencia  de  las  latitudes  enteraiuente  exenta  del  error  de  la 
declinacion*. 

I^efHplo.  La  estrella  ß  Draconis  pasa  mui  cerca  del  zenit  de 
Berlin.  Eata  estrella  fue  observada  en  el  hilo  medio  de  im  inatru- 
mento  de  pasos  mouüulo  en  el  prinier  vertical  del  observatorio.  La 
mitad  del  tiempo  trascurrido  eutre  los  pasos  observados  al  Este  y 
Oeste  fue  de  I7"21».75,  laego 

4  («'-*)  =  40  20' 26".  25 
ademas : 

d=^  520  25' 26".  77. 

Como  la  observacion  se  ha  hecho  en  el  prinier  vertical,  se 
tiene  i(^'+  /j  =  0,  y  la  formula  (C)  da  para  el  calculo  de  la  latitud 
la  ecuacion : 

tang 9 , ,.,    ..  ** , 

y  mediante  6sta  se  halla: 

qp  =  52030' 13".  04. 

Por  fin  la  formula  diferencial  viene  ä  ser : 
dqp  =  +  0 .  0-J^U)[d{A' -  Ä)  -  0  .  7934cZ(w'-  m)]  4-  0  .  9U925  Jd. 

25«  Si  se  öupone  conocida  la  latitud  del  lugar  de  observacion, 
se  puede  determinar  el  tiempo  por  medio  de  las  observaciones  de 
dos  estrellas,  practicadas  en  el  mismo  circulo  vertical. 

En  efecto,  la  ecuacion 

sen  [4  («'  + «)  -  M]  -  g||  8en  [i  {f  -t)-M],  {A) 

en  donde  es 

t  —u  -^-Ju  —  a 

t  =  w  +  du  —  a 


*  Aqui  se  öupone  de  nuevo,  que  el  instrumento  de  pasos  se  halla 
rectificado  de  modo,  que  la  linea  de  colimacion  del  auteojo  deHcriba 
im  cfrculo  vertical.  En  el  caso  de  que  esto  no  tciiga  lugar,  consiiltcse 
el  110.  26,  cap.  VII. 

**  E.sta  formula  conveniente  a  las  observaciones  hechas  en  el 
primer  vertical,  se  obtiene  tambien  directamente  por  la  consideracion 
del  triangulo  rectangulo  formado  por  el  i)olo,  el  zenit  y  la  estrella. 
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y 

m  aen  3f  =  sen  (S'  -f  d)  sen  J  (*'—  t) 
m  co%M=  8en(d'—  8)  cos  i(t'~  <), 

daf'+f,  luego  tambien  t'jt^  puesto  qne  se  conoce  el  int^rralo 
t'—  t  entre  las  dos  observaciones ,  espresado  en  tiempo  sid^reo. 

La  ecuacion  diferencial  dada  en  el  n^-  22  bace  ver,  que  para 
determinar  el  tiempo  por  observaciones  azimutales  conviene  observar 
las  estrellas  en  la  cercania  del  meridiano,  porque  en  tal  caso  el 
coeficiente  de  rf<p  sera  un  minimo,  mientras  que  el  coeficiente  de  cff 
es  un  maximo.  El  azimut  raismo  puede  determinarse  igualmente 
por  estas  observaciones ;  pues  tenemos : 

.         .  cosdsent 

tangyl  = -, 

—  cos  cjp  sen  ö -f  sen  9  cos  d  cosr 

Combinando  esta  ecuacion  con  la  siguiente: 

tang  tp  =  tangd ^^^, — -( — ^ 

°    8en[4(t  —  *)  — Jf] 

se  sigue: 

^nt.^&D.[\(t'-\-t)-M] 


sen  qp  tang  J.= 


sen  [i  {f  -t)-M]-¥co^t  sen  [\  {V  -f  t)  -  3f  ] 

Poniendo  aqui 

\{f'^t)-M-t  en  lugar  de  \{t'-~i)~M, 

se  obtiene  facilmente : 

seng) 

Suponiendo  que  en  ambas  observaciones  la  hora  sea  la  misma, 

de  modo  que 

i  —t  —  a  —  a , 

la  förmula  {A)  da  la  hora  en  que  dos  estrellas  se  hallan  sobre  el 
mismo  circulo  vertical. 

Ejemplo,    Las  posiciones  de  a  Lyrae  »y  o  Aquilae  correspon- 

dientes  al  principio  de  1849  son: 

a  Lyrae      a  =  18»»31m47".  75    ä  -^  +  38°38'  52".  2 
a  Aquilae  «  =  19  43    23  .43    6'=-^   8  28  30  .  5. 

Luego  es : 

r-t=-l^  lim 35B . 68  ^ -  17° 53'  55".  2. 

Suponiendo  la  latitud  igual  a  52^30'16'',  se  obtiene: 


de  doflde  se  sigue: 
luego : 
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ilf:^  192055' 53".  0 
^{t'-t)-M=lbS     7     9.4 

i(i'+0--M'=U2°35'38".  6, 
^{t'  +  t)  =  -  24" 28'  28".  4 

r::_lh  37111538.  9 


«=:-lh2m6«.l,     ^'  =  - 2h  13m  41».  7. 

La  hora  bideral  en  que  las  dos  estrellas,  bajo  la  latitiid  de 
52*^30'  1(5",  se  hallan  sobre  el  raismo  circulo  vertical,  es  de  consigiiiente : 

e=17h29m42». 

Anotando,  pues,  el  instante  en  que  dos  estrellas  cualesquiera  se 
hallan  sobre  im  mismo  circulo  vertical,  para  cuyo  fin  basta  observar  la 
desaparicion  de  las  dos  estrellas  detras  de  un  hilo  suspendido  vertical- 
mente,  y  calculando  por  otra  parte  este  mismo  instante  mediante  las 
förmulas  que  preceden  y  con  las  posiciones  conocidas  de  las  estrellas 
y  la  latitnd,  se  puede  obtener,  al  meuos  aproxiraadamente,  el  estado 
del  reloj.  Convendra  que  una  de  estas  esti*ellas  sea  la  estrella  polar, 
cuyo  movimiento  lento  hace  mas  fäcil  la  observacion. 


V.  —  DETERMINACION  DEL  ANGULO  COMPRENDIDO  ENTRE  LOS 
MERIDIANOS  DE  DOS  LUGARES  ü  DE  LA  DIFERENCIA  DE  SÜS 

LONJITUDES  JEOGRAFICAS. 

26«  Si  se  conocen  los  tiempos  que  dos  observadores  sitnados 
en  diferentes  lugares  de  la  superficie  de  la  Tierra  cuentan  en  un 
mismo  instaute,  se  sabe  de  estc  modo  cual  es  en  el  mismo  instante 
para  cada  uno  de  estos  lugares  el  angulo  horario  del  punto  equi- 
noccial.  La  diferencia  de  estos  ängulos  horarios ,  6  la  diferencia  de 
los  tiempos  observados  en  los  dos  lugares  en  el  mismo  instante  es 
igual  al  arco  del  ecuador  comprendido  entre  los  meridianos  de  los 
dos  Ingares ,  ö  igual  a  la  diferencia  de  sus  lonjitudes  jeograficas ,  y 
como  la  rotacion  diurna  de  la  esfera  Celeste  se  verifica  de  Este  k 
Oeste ,  se  sigue  qne  un  lugar  cualquiera  se  halla  sitnado  al  Oeste  de 
im  otro  lugar  si  su  hora  esta  atrasada  con  respecto  4  la  de  este 
ultimo,  al  contrario  el  lugar  s^  hallara  al  Este  si  su  hora  est^ 
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adelantada  con  respecto  al  segundo  lugar.  Por  primer  meridiano 
se  toma  ordinariamente  el  meridiano  de  im  observatorio,  por  ejemplo, 
ul  de  Paris  6  de  Greenwich.  En  la  Jeografia ,  al  contrario ,  las  lon- 
jitudcs  se  ciientan  desde  el  meridiano  de  Ferro ,  cuya  lonjitud 
Occidental  con  referencia  a  Paris  se  supone  igual  a  20^0'  6  1^20"*. 

Para  sefialar  un  mismo  instante  fisico  en  diferentes  lugares  de 
la  Tierra  pueden  servir  ya  sean  seiiales  artificales,  ya  la  observacion 
de  fenomenos  Celestes  que  sean  visibles  en  el  mismo  instante  para 
todoö  los  lugares  de  la  Tierra.  Estos  fenomenos  se  nos  presentan  prl- 
meramente  en  los  eclipses  de  la  Luna.  Como  este  astro  al  eclipsarse 
entra  en  el  cono  de  la  sombra  de  la  Tierra  y  se  priva  por  eso  efectiva- 
mente  de  la  luz  dcl  Sol,  se  veran  desde  todos  los  lugares  de  la  Tierra 
el  principio  y  fin  de  semcjante  eclipse,  como  asimismo  la  inmersion  y 
emersiou  de  las  diferentes  manchas  de  la  Luna  en  el  mismo  instante 
absoluto ,  puesto  que  el  tiempo  necesario  para  que  la  luz  recorra  el 
semi  -  diamctro  de  la  Tierra  es  despreciable.  Lo  mismo  sucede  con 
los  eclipses  de  los  satclites  de  Jupiter. 

Estos  fenomenos  serian  mui  cömodos  para  la  determinacion  de 
las  diferencias  de  lonjitud,  por  cuanto  estas  son  inmediatamente  iguales 
II  las  diferencias  de  los  tiempos  observadas  en  los  diferentes  lugares 
de  la  Tierra,  si  estas  observacioncs  pudiesen  efectuarse  con  mucha 
precision.  Mas ,  como  la  sombra  proyectada  por  la  Tierra  sobre  la 
Luna  aparece  siempre  mal  definida,  por  manexa  que  los  errores  de 
observacion  pueden  ascender  ä  un  minuto  de  tiempo  y  aun  a  mas, 
y  como  las  inmersiones  y  emersiones  de  los  sat61ites  de  Jupiter 
tampoco  tienen  lugar  instantaneamente ,  y  no  admiten  por  lo  mismo 
una  observacion  mui  exacta,  estos  fenomenos  no  se  emplean  actual- 
mente  casi  nunca  en  las  determinaciones  de  las  lonjitudes.  Pero  si  se 
quiere  emplear  con  este  fin  los  eclipses  de  los  satelites  de  Jupiter ,  en 
tal  caso  es  de  absoluta  neccsidad,  que  los  observadores  situados  en 
los  dos  lugares  est6n  provistos  de  anteojos  del  mismo  poder,  y  que 
observen  un  niimero  igual  y  grande  de  inmersiones  y  emersiones ,  en 
particular  solo  del  primer  sat61ite,  cuyo  movimiento  al  rededor  de 
Jupiter  es  el  mas  räpido,  tomando  en  seguida  el  termino  medio  de 
los  diferentes  resultados  que  de  este  modo  se  hayan  obtenido  para 
la  lonjitud.  Aun  con  estas  precauciones  nunca  se  podra  esperar  un 
resultado  mui  exacto. 
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Benzenberg  ha  propuesto  las  observaciones  de  la  desaparicion 
de  las  estrellas  cadentes  para  la  determinacion  de  las  diferencias  de 
lonjitud.  Es  cierto,  que  estos  fenom6nos  pueden  observarse  con 
mricha  exactitud ,  pero  ellos  presentan  el  inconveniente  de  que  no 
se  sabe  de  antemano  cuändo  y  en  que  parte  del  cielo  vendra  ä  apa- 
recer  una  estrella  cadente.  Aun  si  en  los  dos  lugares  hubiese  sido 
observado  un  nümero  considerable  de  estas  estrellas ,  no  se  hallarian 
entre  eUas  sino  unas  pocas  identicas ,  y  para  asegurarse  de  su  iden- 
tidad  se  necesita  ademas  un  conocimieuto  ya  aproximado  de  la  dife- 
rencia  en  lonjitud. 

Mui  exactas  diferencias  de  lonjitud  pueden  liallarse  por  raedio 
de  la  observacion  de  las  senales  artificiales ,  como  son  ias  producidas 
por  la  esplosion  instantanea  de  una  cantidad  de  polvora.  Si  bien 
e3te  m^todo  no  sea  aplicable  direetament«  sino  a  lugares*  cuya  distan- 
cia  no  pase  de  diez  millas  poco  mas  6  menos ,  se  puede  no  obstante 
determinar  de  este.modo  las  diferencias  de  lonjitud  entre  lugares 
mas  distantes ,  valiendose  de  la  combinacion  de  un  gran  mimero  de 
senales.  En  efecto ,  sean  ^  y  I?  los  dos  lugares  cuya  diferencia  en 
lonjitud  se  trata  de  determinar,  y  A^,  Ä2,  A^  etc.  los  lugares  inter- 
medios ,  cuyas  diferencias  desconocidas  de  lonjitud  designar6mos  con 
?j ,  l^y  l^  etc.*.  Dando  entonces  senales  en  los  lugares  A^,  A^,  Ar^  etc. 
a  los  tiempos  locales  t^^  t^^  f-  etc.  se  verä  desde  el  primer  lugar  A  la 
senal  dada  en  A^  al  tiempo  ty^  —  \  —  S^\  al  contrario,  la  misma  sefial 
se  apercibirä  desde  el  lugar  A^  al  tiempo  t^-\-l^=Q^,  Del  nüsmo  modo 
Vera  el  observador  estacionado  en  A^  la  senal  dada  en  A^  al  tiempo 
/g  —  ?g  i=  ©2 ,  y  el  situado  en  A^  al  tiempo  fg  +  ^4  =  ^3  etc.  Pero 
como  la  diferencia  de  lonjitud  en  cuestion  l  de  los  dos  puntos  estre- 
mos  es  igual  0^1  +  ^2  +  ...  +  ?«,  si  An-\  representa  el  ultimo  lugar 
en  donde  se  dan  seüales ,  ö : 

Z  =  ^e,-€>)  +  (03-02)  +  (05-Ö4)  etc., 

se  sigue : 

l^9n-\  -(ö„-2-©/i-3)-...-(Ö2-  e,)-«. 

Por  consiguiente  no  es  necesario  determinar  la  bora  en  las  esta- 
ciones  intermedias,  en  donde  se  observan  las  senales,  sino  que  basta 
conocer  el  andar  de  cada  reloj ;  solo  si  en  los  lugares  estremos,  cuya 

*  de  modo  que  ^1  ~  ^  =  7, ,    ^2  —  ^1—^2  etc. 
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diferencia  de  lonjitud  se  trata  de  determlnar,  una  determinacion 
exacta  de  la  hora  es  indispensable. 

En  lugar  de  relämpagos  producidoa  por  la  esplosion  de  pölvora 
paede  servir  mas  ventajosameute  todavia  el  heliotropo ,  instrumento 
inventado  por  Gauss ,  que  permite  reflejar  la  luz  solar  en  una  direc- 
cion  cualquiera  a  un  obscrvador  situado  a  una  distancia  mui  grande. 
Estando  dirijido  el  heliotropo  al  segundo  observador,  se  producira 
una  sefial,  tap^ndo  instantaueamente  dicho  aparato. 

Si  se  puede  disponer  de  un  buen  reloj  portatil,  la  dife- 
rencia de  lonjitud  puede  obtenerse  por  la  trasmision  inmediata  de 
la  hora  de  un  lugar  al  otro,  determinando  el  estado  y  andar  dcl 
cronömetro  en  el  primer  lugar,  transportandolo  en  seguida  al  se- 
segundo  lugar,  j  haciendo  de  nuevo  una  determinacion  de  la  hora 
en  este  ültiYno.  En  efecto ,  si  en  cl  primer  lugar  se  ha  observado 
el  estado  del  reloj  igual  a  ^?/,   y  se  denota  el  andar  diario  por 

'       ,  el  estado  al  cabo   de  a  dias  serä  igual  a  Ju-{-a  -^ — 

Supongamos  ahora  que  al  tiempo  n\  distante  del  primer  tiempo  de 
observacion  en  a  dias,  se  haya  hallado  mediante  observaciones 
hechas  en  el  segundo  lugar  el  estado  del  reloj  igual  a  //  ii;  se  tendra, 
designando  con  l  la  lonjitud  de  este  lugar,  la  ecuacion: 


'  Inego: 


dt 


1  =  du  4-    -^1—  .  fi  —  du  . 
dt 


Se  supone  aqui  que  el  reloj  ha  conservado  el  mismo  andar  du- 
rante  el  int6rvalo  comprendido  entre  las  dos  observaciones.  Mas,  como 
esto  tendr4  lugar  mui  raras  veces ,  6  mas  bien  nunca  en  todo  rigor, 
se  hace  necesario,  para  conseguir  resultados  exactos  por  este  m^todo, 
trasladar  de  un  lugar  al  otro  no  solo  un  reloj,  sino  el  mayor  nümero 
posible,  tomando  finalmente  el  termino  medio  de  los  diferentes 
resultados  obtenidos  por  cada  uno  de  los  relojes.  De  este  modo  se 
han  determinado  las  diferencias  en  lonjitud  de  varios  observatorios, 
p.  ej;,  de  los  observatorios  de  Pulkowa  y  Greenwich.  Este  mismo 
m6todo  se  emplea  tambien  para  hallar  la  lonjitud  en  alta  mar,  va- 
liendose  de  un  cronömetro,  cuyo  andar  y  estado  con  respecto  &  la 
hora  de  un  puerto  dado  se  determina  antes  de  la  salida  de  la  nave. 
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27«  El  m^todo  mas  exacto  para  determinar  las  lonjitudes  se 
fanda  en  el  uso  del  tel^grafo  electrico ,  trasroitiendo  mediante  esie 
sefiales  telegraficas  de  una  estaciou  k  otra,  en  vez  de  las  senales 
artificiales  mencionadas  arriba.  Como  estas  senales  pueden  obser- 
varse  del  mismo  modo  que  las  anteriores ,  este  m^todo  se  confande 
en  lo  esencial  con  los  espuestos  em  lo  que  precede ,  y  no  presentaria 
tampoco  otra  yentaja  que  la  de  una  aplicacion  facil.  Mas,  empleando 
este  m^todo  en  combinacion  con  el  cronögrafo ,  sobresale  sin  com- 
paracion  a  todos  los  demas  en  cuanto  4  la  exactitud.  El  cronögrafo  es 
iin  aparato  que  mediante  un  mecanismo  de  relojeria  da  un  movi- 
miento  uniforme  a  una  tira  de  papel  enrollaila  comunemente  sobre 
un  cilindro.  AI  mismo  tiempo  se  mueve  en  una  dirreccion  perpen- 
dicular  ä  la  del  papel  la  pluma  6  puntero  de  un  aparato  de  escribir, 
de  manera  que  yiene  a  ocupar  sobre  el  papel  posiciones  diferentes 
en  las  rotaciones  sucesivas  del  cilindro.  Si  los  movimientos  del 
cilindro  y  puntero  son  uniformes ,  este  ultimo  describira  una  h^lice 
que  desarroUada  sobre  un  piano  presentara  un  sistema  de  lineas 
paralelas.  El  aparato  de  escribir  esta  en  comunicacion  con  un  electro- 
iman  de  tal  modo ,  que  si  en  un  instante  dado  el  circüito  es  inter- 
rumpido ,  la  armadura  es  soltada  del  iman  por  medio  de  un  resorte 
aplicado  ä  proposito ,  y  el  pimtero  marca  entonces  un  signo  distinto 
sobre  el  papel.  Poniendo  ahora  la  corriente  que  rodea  al  electi'O-iman 
en  comunicacion  con  el  pendulo,  de  suerte  que  por  un  mecanismo 
cualquiera  se  interrumpa  el  circüito  a  cada  oscüacion  del  pendulo, 
cada  segundo  de  este  se  marcara  sobre  el  papel ,  y  si  una  revolucion 
del  cilindro  se  verifica  exactamente  en  un  minuto ,  tal  como  siempre 
tiene  lugar ,  se  presentara  al  desaroUar  la  tira  de  papel  un  sistema 
de  lineas,  sobre  cada  una  de  las  cuales  hai  sesenta  signos  de  segundo 
ordenados  de  tal  modo,  que  los  signos  correspondientes  a  los  mis- 
mos  segundos  de  los  diferentes  minutos  se  hallan  colocados  en 
lineas  perpendiculates  k  las  anteriores.  Despues  de  haber  estado 
por  algun  tiempo  interrumpido  el  circüito ,  se  lo  completa  desde  un 
minuto  determinado ,  antes  del  golpe  del  segundo  0 :  el  primer  signo 
de  segundo  marcado  sobre  el  papel  corresponderä  a  este  segundo  del 
p^ndulo ,  y  segun  esto  sera  facil  hallar  el  segundo  del  p^ndulo  que 
corresponde  a  un  signo  cualquiera.  Si  la  con:iente  atraviesa  ademas 
una  llave  de  sef.ales ,  y  el  observador  da  mediante  6sta  una  seiial 
en  el  instante  en  que  nota  el  paso  de  una  estrella  por  el  hilo  del 
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instrumento ,  se  producirä  asi  una  marca  sobre  el  papel ,  j  midiendo 
la  distancia  entre  esta  marca  y  la  del  segundo  mas  proximo ,  tendra 
con  mucha  precision  el  tiempo  del  p^ndulo  que  corresponde  a  esta 
observacion. 

Supongamos  ahora  que  la  corriente  est^  en  comunicacion  con 
un  segundo  observatorio ,  cuya  #liferencia  de  lonjitud  se  trata  de 
determinar.  Si  al  lado  del  instrumento  de  pasos  instalado  en  este 
ultimo  se  halla  una  llave  de  sefiales  intercalada  en  la  corriente,  los 
observadores  estacionados  en  los  dos  observatorios  podran  marcar 
mediante  sus  llaves  en  el  mismo  cronögrafo  los  pasos  de  una  misma 
estrella  por  los  hilosdle  los  dos  instrumentos  meridianos.  La  dife- 
rencia  de  los  tiempos  de  observacion  medidos  sobre  el  papel  j  corre- 
jidos  del  andar  del  p6ndulo  daran te  el  int^rvalo  entre  las  dos  obser- 
vaciones,  como  asi  mismo  por  efecto  de  los  errores  instrumentales, 
dara  la  diferencia  de  lonjitud  de  los  dos  observatorios. 

Como  la  corriente  electrica  va  menguando  al  atravesar  distan- 
cias  grandes ,  no  se  hace  obrar  la  corriente  principal ,  que  pasa  por 
las  llaves  de  los  dos  observadores,  directamente  sobre  el  electro- 
iman  del  cronögrafo,  sino  se  la  hace  atravesar  un  aparato  de  refuerzo, 
por  medio  del  cual  se  abre  y  cierra  la  corriente  de  una  pila  local 
destinada  a  actuar  sobre  dicho  electro  -  iman.  % 

Si  suponemos  ademas  que  en  cada  uno  de  los  observatorios  se 
halla  establecido  im  cronögrafo,  y  que  la  corriente  local  atraviesa 
el  p6ndulo  del  observatorio ,  entonces  se  rejistraran  en  cada  uno  de 
ellos  las  senales  de  los  observadores  y  los  segundos  del  p^ndulo 
local.  Por  consiguiente ,  cada  estrella  suministra  por  medio  de  cada 
uno  de  los  cronögrafos  una  determinacion  de  la  lonjitud ,  despues  de 
haber  correjido  para  cada  observacion  los  tiempos  marcados  sobre  el 
papel  por  razon  del  andar  del  pendulo  y  de  los  errores  instrumen- 
tales. Con  todo,  estas  diferencias  de  lonjitud  halladas  en  las  dos 
estaciones  no  serän  exactamente  iguales ;  en  efecto ,  como  lo  veloci- 
dad  con  la  que  se  propaga  la  electricidad  no  es  infinitamente  grande, 
trascurrirä  un  tiempo  apreciable,  al  menos  si  las  estaciones  distan 
mucho  entre  si,  hasta  que  la  setial  dada  en  el  lugar  oriental  A 
llegue  al  lugar  B'^  el  tiempo  de  la  senal  marcada  en  B  coiTespon- 
derä  por  tauto  ä  un  instante  en  que  la  estrella  paso  por  el  meri- 
diano  de  un  lugar  situado  un  poco  al  Geste  de  A.  La  diferencia  de 
lonjitud  rejistrada  en  B  resultara  por  lo  mismo  demasiado  pequefta 
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en  el  tiempo  que  tarda  la  electricidad  en  recorrer  la  distancia  de  B 
a  Ä,  Pero  el  mismo  tiempo  trascurrirä  al  trasmitirse  la  sefial  de  B 
kÄy  j  el  tiempo  de  la  sefial  rejistrada  en  Ä  correspondera  al  paso 
de  la  estrella  por  un  meridiano  situado  un  poco  al  Oeste  de  £;  la 
diferencia  de  lonjitud  rejistrada  en  Ä  resultar^,  de  consiguiente,  de- 
masiado  grande  en  el  tiempo  necesano  para  la  trasmision  de  la  corri- 
ente  deÄikB.  El  termino  medio  de  las  diferencias  de  lonjitud  rejistra- 
das  en  las  dos  estaciones  sera  luego  exenta  de  este  tiempo ,  mientras 
que  la  semi  •  diferencia  de  los  dos  resnltades  es  igual  al  mismo  tiempo 
de  trasmision  (se  resta  el  resultado  rejistrado  en  B  del  obtenido  en  Ä). 

Una  sola  estrella  obscrvada  de  este  modo  ronduce  ä  un  resultado 
mas  ezacto  de  lo  que  ser4  una  determinacion  aislad a  de  la  lonjitud 
obtenida  por  cualquier  otro  metodo,  y  como  pueden  observarse  cuan- 
tas  estrellas  se  quiera,  la  precision  del  metodo  no  depende  sino  de 
la  exactitud  con  la  que  ban  sido  determinados  los  errores  instrumen- 
tales. Ademas  si  en  las  dos  estaciones  se  observan  las  mismas 
estrellas ,  la  diferencia  de  lonjitud  quedara  completamente  indepen- 
diente  de  los  errores  inherentes  a  las  posiciones  de  las  estrellas. 

Si  la  distancia  entre  las  dos  estaciones  es  grande ,  no  se  podra 
contar  con  la  constancia  de  la  corriente,  y  como  en  tal  caso  se 
corre  riesgo  de  perder  un  gran  nümero  de  observaciones ,  conviene 
modificar  el  m6todo,  intercalando  por  poco  tiempo,  p.  ej.,  al  prin- 
cipio  y  fin  de  una  serie  de  observaciones  los  p^ndulos  en  la  corriente 
principal,  a  fin  de  rejistrar  los  segundos  de  ambos  pendulos  en  los 
dos  cronögrafos.  Despues  de  baber  quedado  abierta  la  corriente  por 
algunos  segundos,  se  la  completa  a  un  minuto  cabal  en  los  dos 
observatorios  para  conocer  de  este  modo  los  tiempos  de  los  dos 
pendulos  a  que  corresponden  los  diferentes  signos  de  segundo 
marcados  en  el  cronografo;  cada  uno  de  los  segundos  marcados 
proporciona  entonces  una  comparacion  de  los  dos  pendulos,  y  de 
todas  estas  comparaciones  se  tomara  el  termino  medio.  Estas  con- 
irontaciones  de  los  pendulos  obtenidas  en  los  dos  observatorios 
difieren  entre  si  en  el  duplo  del  tiempo  que  la  corriente  necesita 
para  recorrer  la  distancia  comprendida  entre  las  dos  estaciones,  cuyo 
tiempo  podr&  deducirse  de  estas  confrontaciones  de  los  p^^ndulos 
con  mucba  exactitud.  Unas  pocas  de  estas  comparaciones  seran  por 
lo  comun  suficientes ,  atendido  que  la  exactitud  de  una  sola  compa- 
racion igualard  a  la  precision  con  la  (juc  sa  conoce  el  e.stado  del 
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p^ndnlo.  De  todos  modos  bastaran  unos  pocos  minutos  para  rejistrar 
estas  senales  de  los  p^ndulo's,  j  la  parte  esencialinente  telegrafica 
de  la  operacion  se  reducirä  a  este  corto  intervalo  de  tiempo  al  prin- 
cipio  7  fin  de  las  observaciones.  Hechas  las  comparaciones  de  los 
p^ndiilos  se  intetcalan  en  cada  observatorio  el  pendulo  j  la  llave  de 
seiiales  en  la  corriente  local ,  y  cada  observador  determina  el  estado 
del  reloj  por  medio  de  observaciones  rejistradas  en  el  conögrafo. 
Estos  estados  aplicados  con  sus  signos  debidos  a  las  comparaciones 
de  los  p6ndulos  permitirän  hallar  la  diferencia  de  lonjitud.  AI  deter- 
minar  los  estados  de  los  p^ndulos  conviene  que  los  observadores 
empleen  las  mismas»  estrellas  a  fin  de  que  la  determinacion  de  la 
lonjitud  sea  independiente  de  los  errores  inherentes  k  las  ascensiones 
rectas  de  las  estrellas. 

A  mas  de  los  errores  que  una  determinacion  defectuosa  de  los 
errores  instrumentales  orijina  en  la  diferencia  de  lonjitud ,  influje 
tambien  en  el  resultado  la  rapidez  relativa  con  la  que  los  observa- 
dores  perciben  una  impresion  dada ,  esto  es ,  la  ecuacion  personal  de 
los  dos  observadores.  Mas  este  error  no  es  peculiar  de  este  m^todo, 
sino  que  se  presenta  tambien  en  los  otros  metodos  y  de  un  modo 
mas  abultado  todavia.  En  este  m6todo  el  error  depende  del  tiempo 
que  trascurre  entre  el  instante  en  que  una  impresion  hiere  la  retina 
del  observador  y  61  en  que ,  teniendo  conciencia  de  esta  impresion, 
toca  la  llave  de  seSales.  Es  evidente,  que  si  este  intervalo  es  el 
mismo  para  los  dos  observadores ,  el  resultado  de  la  determinacion 
de  la  lonjitud  quedara  inaltcrado;  al  contrario  si  estos  int^rvalos 
son  desiguales,  es  decir,  si  la  ecuacion  personal  no  es  nula,  la  dife- 
rencia de  lonjitud  determinada  por  este  m6todo  sera  errönea  en  toda 
la  magnitud  de  esta  cantidad.  Sin  embargo,  el  error  proveniente  de 
esta  causa  se  eliminarä  por  completo  (suponiendo  que  la  ecuacion 
personal  sea  invariable),  si  los  observadores  hacen  de  nuevo  la 
misma  determinacion  despues  de  haber  cambiado  mütuamente  de 
estacion ;  las  dos  determinaciones  diferiran  entre  si  en  el  duplo  de 
la  ecuacion  personal ,  y  el  termino  medio  de  ellas  es  independiente 
de  dicha  ecuacion.  Los  observadores  pueden  tambien  determi- 
nar  el  valor  de  su  ecuacion  personal,  observando  en  una  misma 
estacion  los  pasos  por  los  hilos  de  un  instrumento  de  tal  modo,  que 
uno  de  los  observadores  observe  en  un  nümero  dado  de  hilos ,  y  el 
otro  en  los  hilos  restantes.     Reduciendo  en  seguida  los  tiempos 
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observados  al  hilo  medio  (n®-  20 ,  cap.  VII) ,  los  resultados  obtenidos 
por  los  dos  observadores  y  con  diferentes  estrellas  presentaran  entre 
si  una  diferencia  constante  que  es  ignal  a  la  ecuacion  personal.  En 
seguida  se  repiten  estas  operaciones ,  sirvi6ndose  el  segnndo  obser- 
yador  de  los  primeros  hilos ,  y  el  primero  de  los  restantes ,  en  cuyo 
caso  se  presentara  pröximamente  la  misma  diferencia  pero  en  sen- 
tido  opuesto.  El  tt;rmino  medio  de  todas  estas  diferencias  d&  un 
valor  de  la  ecuacion  personal  independiente  de  los  errores  de  que 
paeden  estar  afectadas  las  distancias  adoptadas  de  los  diferentes 
hilos  al  hilo  medio.  Determinada  asi  la  ecuacion  personal  se  la 
aplica  a  la  diferencia  de  lonjitud  observada.  Si  el  observador  situado 
al  Este  obserya  mas  tarde  que  el  otro  en  la  cantidad  a,  de  manera 
que  la  ecuacion  personal  es  J5—  0  =  +  «i  Is»  diferencia  de  lonjitud 
serä  en  este  caso  demasiado  pequeiia,  y  es  necesario  agregarle  la  can- 
tidad a. 

Ejemplo.  El  20  de  Junio  de  1861  se  ha  hecho  una  determinacion 

de  lonjitud  entre  el  observatorio  de  Ann  Arbor  (Estado  de  Michigan) 

y  el  de  Clinton  (Estado  de  Nueva  York),  y  J2(i  comparaciones  re- 

jistradas  en  los  dos  cronografos  han  dado : 

tiempo  del  p^ndulo        tiempo  dal  p^ndulo 
de  Clinton  de  Ann  Arbor. 

En  Ann  Arbor  13h59«3«.0  =  19h58m29".ö6 
En  Clinton  13  59    3  . 0  =  19  58    29  .  40. 

El  p^ndulo  de  Clinton  estaba  arreglado  al  tiempo  medio,  y  su 
reduccion  al  tiempo  sidoreo  de  Clinton  para  la  6poca  dada  era  igual 
a  +  6'*33'"40".  07;  mientras  que  el  estado  del  p^ndulo  de  Ann  Arbor 
con  respecto  al  tiempo  sid6reo  era  +  l™i".  87.  Con  esto  se  obtiene 
segun  el  cronögrafo  de  Ann  Arbor : 

20h  32m  49«  .07  tiempo  sid^reo  de  Clinton  =  19^  59™  31" .  43 1.  s.  de  Ann  Arbor, 
y  segun  el  cronögrafo  de  Clinton: 
20l»32m49«.07  tiempo  sidäreo  de  Clinton  =  19»»  59in31".27  t.  s.  de  Ann  Arbor. 

Luego  la  diferencia  en  lonjitud  segun  las  lecturas  hechas  en 
Ann  Arbor  es  de  33"*  17".  64,  y  segun  las  lecturas  hechas  en  Clinton 
de  33"17".  80,  ö  en  t^rmino  medio: 

33m  178.  72. 

En  este  caso  la  ecuacion  personal  era 

-P-l?  =  -f-0«.04, 

22* 
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y  como  P  fu6  el  observador  oriental*,  la  diferencia  de  lonjitud  corre- 
jidasera:  33"  17».  76. 

Nota.  El  m^todo  cronografico  fue  inventado  por  Ameiicanos,  por 
lo  que  suelen  llamarlo  el  m^todo  americano.  El  principio  de  este 
m^todo  ha  sido  indicado  por  Sears  C.  Walker  y  W.  Bond,  mas  el  primer 
instrumento  que  realmente  haya  servido  para  rejistrar  las  obeervaciones 
se  debe  k  Mitchel  en  Cincinati. 

28*  A  mas  de  los  m6todos  espuestos  pueden  tambien  servir 
para  determinar  la  diferencia  en  lonjitud  de  dos  lugares  las  obserra- 
ciones  de  eiertos  fenomenos  Celestes  los  que ,  si  bien  no  tienen  lugar 
simultaneamente  para  todos  los  puntos  de  laTierra,  pueden  no  obstante 
reducirse  4  un  mismo  instante ,  sin  que  se  orijine  por  esta  reduccion 
un  error  sensible.  La  determinacion  de  la  loigitud  por  medio  de  estoä 
fenomenos  presenta  grandes  ventajas  en  atencion  a  que  pueden  ser  ob- 
servados  con  mucba  exactitud,  y  por  ser  visibles  desde  una  gran  parte 
de  la  Tierra,  de  manera  que  mediante  estos  fenomenos  pueden  de- 
terminarse  las  diferencias  en  lonjitud  de  dos  lugares  mui  distantes 
uno  de  otro.  A  esta  clase  de  fenomenos  pertencen  las  ocultaciones 
mütuas  de  los  cuerpos  Celestes,  es  decir,  las  ocultaciones  de  las 
estrellas  y  planetas  por  la  Luna,  los  eclipses  del  Sol  y  los  pasos  de 
Mercurio  y  Venus  por  el  disco  solar.  Como  todos  estos  cuerpos  Ce- 
lestes, esceptuando  las  estrellas,  tienen  una  paralaje,  la  que  en 
particular  para  la  Luna  alcanza  aun  un  valor  considerable,  se  los  ve 
en  el  mismo  instante  en  puntos  distintos  de!  cielo  desde  diferentes 
puntos  de  la  superficie  terrestre ;  las  ocultaciones  de  los  astros  6  los 
contactos  de  sus  bordes  no  se  percebirän  por  consiguiente  en  el 
mismo  instante  desde  diferentes  lugares.  Se  necesita,  pues,  una  cor- 
reccion  de  las  observaciones  debida  a  la  paralaje  para  conocer  el 
instaute  en  que  la  ocultacion  hubiera  tenido  lugar  si  el  astro  no 
hubiese  tenido  paralaje,  6  mas  bien,  si  el  fenömeno  hubiese  sido  ob- 
servado  desde  el  centro  de  la  Tierra. 

En  primer  lugar  se  ha  de  calcular  por  consiguiente  la  paralaje 
en  lonjitud  y  latitud  y  los  diämetros  aparentes  de  los  dos  astros 
para  la  6poca  de  la  inmersion  y  emersion  (6  la  paralaje  en  ascension 


*  El  Dr.  Peters  observaba  en  Clinton  y  el  autor  de  esta  obra  en 
Ann  Arbor. 
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recta  y  declinacion ,  si  se  preßere  este  sistema  de  coordenadas).  El 
triangulo  formado  por  el  polo  de  la  ecliptica  y  los  ceutros  de  los  dos 
astros,  en  el  cual  se  conocen  los  tres  lados  (ä  saber  las  distancias 
aparentes  de  los  dos  astros  al  polo  de  la  ecliptica  y  la  suma  6  dife- 
rencia  de  sus  semi-diämetros)  permite  hallar  el  4ngulo  eu  el  polo,  esto 
es,  la  diferencia  de  las  lonjitades  aparentes  de  los  dos  astros  al  tiempo 
de  la  observacion ;  aplicando  ä  6sta  la  correccion  de  la  paralaje  en  lon- 
jitud  resulta  para  la  misma  6poca  la  diferencia  de  la«  lonjitudes 
de  los  dos  astros  vistos  desde  el  centro  de  la  Tierra.  Conocido  el 
valor  de  este  ängulo  y  la  velocidad  relativa  de  los  dos  astros ,  se 
obtiene  la  6poca  para  la  cual  los  dos  astros ,  vistos  desde  el  centro 
de  la  Tierra ,  tendrian  la  misma  lonjitud ,  6poca  espresada  en  tiempo 
del  lugar  de  observacion.  Si  en  im  otro  lugar  se  ha  observado  una 
ocultacion  de  los  dos  astros  ö  un  contacto  de  sus  bordes ,  se  obtiene 
del  mismo  modo  la  6poca  de  la  conjuncion  verdadera  espresada  en 
tiempo  de  este  lugar.  La  diferencia  de  estas  dos  6pocas  es  la  dife- 
rencia de  las  lonjitudes  jeograücas  de  estos  dos  lugares. 

Si  fuese  posible  observai*  con  una  exactitud  perfecta  los  tiempos 
de  los  contactos,  se  tendria  de  este  modo  una  determinacion  mui 
exacta  de  la  lonjitud ,  con  tal  que  los  datos  mismos ,  empleados  para 
la  rednccion  al  centro  de  la  Tierra ,  fuesen  exactos.  Mas  como  estos 
estan  siempre  afectados  de  pequefios  errores,  se  hace  necesario 
todavia  determinar  el  influjo  de  ellos  en  el  resultado,  y  tratar  de 
eliminar  dichos  errores  por  la  combinacion  de  las  observaciones. 

Tal  es  el  m6todo  antiguo  que  anteriormente  ha  servido  siempre 
para  deducir  de  las  observaciones  de  los  eclipses  la  diferencia  en 
lonjitud  de  dos  lugares.  Actualmente  se  procede  de  un  modo  im 
poeo  diferente.  En  lugar  de  tomar  por  punto  de  partida  la  ecuacion 
que  espresa  la  condicion  del  contacto  de  los  bordes  de  los  dos  astros 
y  la  que  no  contiene  sino  cantidades  jeoc^ntricas ,  se  desaroUa  una 
ecuacion  cuya  incögnita  es  la  6poca  de  la  conjuncion  6 ,  como  no  se 
necesita  conocer  esta  ultima,  cuya  inc6gnita  es  la  diferencia. misma 
de  lonjitud. 

m 

29«  Los  bordes  de  dos  astros  aparecen  en  contacto  cuando  el 
ojo  se  halla  sobre  la  superficie  curva  que  envuelve  los  planos  tanjentes 
comunes  ä  ambos  astros.  Como  los  cuerpos  Celestes  son  tan  pröxi- 
mamente  esf6rico8  ,   que  no  merece  llevarse  en  consideracion  el 
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pequeno  desvio  de  una  esfera,  la  superficie  curba  sera  siempre 
la  de  ün  cono  recto,  y  en  particiliar  habrä  siempre  dos  conos 
rectos,  de  los  que  tiene  el  uno  su  cüspide  sitaada  entre  los  dos 
astros,  mientras  que  la  del  segnndo,  visto  desde  el  astro  mas 
grande ,  se  halla  al  otro  lado  del  mas  pequefio.  Estando  el  ojo  del 
observador  situado  sobre  la  superficie  del  primer  cono ,  divisar4  el 
contacto  esterior  de  los  dos  astros ;  en  el  segiindo  caso  vera  el  con- 
tacto  interior. 

La  ecnacion  del  cono  recto  tomara  la  forma  mas  sencilla,  refi- 
ri^ndolo  a  un  sistema  de  ejes  rectangulares  de  los  que  coincide  el  uno 
con  el  eje  mismo  del  cono.  Se  sabe ,  que  la  ecuacion  de  la  superficie 
de  un  cono  recto  j  circular  es ; 

a?*  +  y*  =  (c  -  jEf)*  tang/^, 

en  la  cual  se  representa  por  c  la  distancia  de  la  cüspide  del  cono  al 
piano  de  las  a;y  y  por  f  el  angulo  comprendido  entre  el  eje  del 
cono  y  la  jeneratriz. 

Nos  proponemos  ahora  buscar  la  ecuacion  del  cono  que  envuelve 
los  dos  astros  refiri^ndolo  ä  un  sistema  de  ejes  de  los  que  pase  el  uno 
por  los  centros  de  los  dos  astros.  Reemplazando  en  seguida  en  esta 
ecuacion  las  coordenadas  jenerales  por  las  de  un  lugar  de  la  Tierra 
referido  al  mismo  sistema  de  ejes ,  se  obtendrä  la  ecuacion  funda- 
mental de  la  teoria  de  los  eclipses.  Con  este  fin  se  debe  determinar 
primero  la  posicion  de  la  linea  que  une  los  centros  de  los  dos  astros. 
Sean  a  j  d  lo,  ascension  recta  y  declinacion  del  punto  en  donde  la 
linea  de  los  centros  prolongada  infinitamente  corta  a  la  esfera  Celeste 
hacia  el  lado  del  astro  mas  distante ;  G  la  distancia  entre  los  centros 
de  ambos  astros ;  o ,  6  y  ^  las  coordenadas  jeoc^ntricas  y  la  distancia 
al  centro  de  la  Tierra  del  astro  mas  cercano,  «',  6'  y  /i/  las  coorde 
nadas  jeocentricas  y  la  distancia  del  astro  mas  lejano ;  se  tendr^  las 
ecuaciones : 

6r  008  d  008  a  =  ^  008  d' C08  a' —  i^  cos  d  008  « 

6r  008  d  sen  a  =  ^' 008  d' sen  «' —  zf  008  <J  sen  üE 
Gasend  =  ^  send'—  J  senS, 
6: 

Gco»dco&(a  —  «')  =  zf'oos  d'—  zf  oosd  co8(«  —  u) 
G  cos  d  sen  (a  --  a )  =  —  ^cos  d  sen  (a  —  «') 
G  sen  d  —  ^  sen  d'  —  zf  Ben  d\ 

Si  tomamos  por  unidad  el  radio  ecuatorial  de  la  Tierra  y  desig- 
namos  con  n  la  paralaje  ecuatorial  horizontal  del  astro  mas  cercano, 
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con  %  la  paraJaje  ecuatorial  horizontal  media  del  astro  mas  lejano, 
tendremos  que  reemplazar  en  las  förmulas  que  preceden,  /t  por » 

4 

y  A  por ,  suponiendo  A'  y  'A  espresadas  en  partes  del  semi-eje 

mayor  de  la  örbita  terrestre.    Las  ecuaciones  se  con  vierten  de  este 
modo  en  las  signientes : 

8611  TT 

(r Ben  «  cos  d  cos  (a  —  a')  =  A' >  cos  d'  —  cos  d  cos  (a  --  a') 

G  Ben«  cos  d  sen  (a  —  «')  =  —  cos  d  8en(a  —  a') 

G^senscsen^  —'^ ?  send'— send, 

senn 

Pero  como  facilmente  se  sigue : 

sen  IE 
Gsenn  cos  d~  ^ ?  cosd'  cosTa  —  a')  —  cos  d  cos  (a  —  «) , 

resulta  de  estas  ecuaciones : 

senzf'    cosd        .  . 

•-p Ti  sen  ( üE  —  a  ) 

,        ,         ,^  zf  senircoso         ^  ' 

tang  (a  —  er )  = -, j 

°^  ,       senw     coso        ,  ,, 

1  — -, T>  cosfof  —  a  ) 

ii/  sen  n  cos  o        ^ 

y 

senw'  ,•     */v 

8en(a-d) 


tang(d-«')  = -^''"" 


sen«  .-     ^,. 

1 -, C08(0  — d) 

A  sen  51 

Para  los  eclipses  del  Sol  es una  cantidad  pequefia ,  por  lo 

que  se  obtendra  mediante  las  förmulas  (12)  del  n**- 11  de  la  intro- 

duccion : 

,       sen«'      cosd  , 
A  sen«   coso  ^ 


(Ä) 


y  poniendo 


se  tendra  tambien 


G  sen»' 
P= — :p— 


.       sen«  ,^. 

^  ^  sen«  ^    ^ 


Imajinemonos  ahora  un  sistema  de  ejes  rectaugulares  cujo  ori- 
Jen  est6  en  el  centro  de  la  Tierra  y  cuyo  eje  de  las  y  est^  dirijido  al 
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polo  septentrional  del  ecuador,  mientras  que  los  ejes  de  las  j?  y  a; 
caigan  en  el  piano  del  ecuador.  Si  el  eje  de  las  z  pasa  por  el  punto 
cuya  ascension  recta  es  a,  y  el  de  las  a;  por  el  punto  determinado 
por  la  ascension  recta  t)0  +  ^ ,  l^ts  coordenadas  del  astro  mas  cer- 
cano  seran: 

£r'=^co8dco8(a— a),        y  —  jd^Qnd\        a;'  =  z/co8Ä8en(a  — a). 

Haciendo  jirar  ahora  los  ejes  de  las  ^  y  ;?  en  el  piano  yz  la 

cantidad  angular  —  e?,  de  manera  que  el  nuevo  eje  de  las  z  quede 

dirijido  al  punto  cuya  ascension  recta  y  declinacion  son  a  y  d,  se 

obtendr^n  las  coordenadas  del  astra  mas   cercano  referidas  a  este 

nuevo  sistema  por  las  espresiones 

send  send  H-  cosÄ  cosd  cos  («  —  a) 

.   senn 
Ben  8  008  d  —  cos  8  sen  d  cos  («  —  a) 
^  sen« 

C08  8  sen  (a  —  a) 
Ben» 

6  Uunbien 

_  cos  (g  —  d)  008^  («  —  g)»  —  CO»  {8  -I-  d)  sen  j|(g  —  a)' 
"~  senar 

_  Ben(8  —  c?)  C08^  (tf  —  g)*  4-  sen (8-^d)  sen  j  («  —  a)*         ,^ 
*^  ^  sen« 

_co8^8en(a  — g) 
sen« 

El  eje  de  las  z  est4  asi  peiralelo  a  la  linea  que  pasa  por  los  cen- 
tros  de  los  dos  astros,  y  trasladando  todo  el  sistema  paralelamente 
a  si  mismo  hasta  tanto  que  el  eje  de  las  z  coincida  con  esta  linea, 
las  coordenadas  x  e  y  referidas  a  estos  nuevos  ejes  represeutaran  las 
coordenadas  del  centro  de  la  Tierra  pero  tomadas  con  signo  opuesto. 

Por  otra  parte  las  coordenadas  de  un  punto  de  la  superfieie 

terrestre ,  determinado  por  la  latitud  jeoc^ntrica  <p ,  la  hora  sideral 

^  y  SU  distancia  al  centro  q  ,  referidas  ä  un  sistema  de  ejes  paralelos 

ä  los  Ultimos  y  cuyo  orijen  se  conf  unda  con  el  centro  de  la  Tierra, 

seran: 

^—Q  [sen  d  seny'  +  cos  d  cos  qp'  cos  {B  —  g)] 

fj  =  Q  [cos  d  sen  9'  —  sen  d  cos  qp'  cos  {B  —  g)]  (D) 

£  =  p  cos  9'  sen  (Ö  —  g). 

Las  coordenadas  de  este  mismo  punto  referidas  a  im  sistema 
de  ejes ,  de  los  que  el  eje  de  las  z  sea  la  linea  misma  que  pasa  por  los 
centros  de  las  dos  astros ,  ser&n  entonces : 


345 

y  la  ecuaciou  que  espresa  la  condicion  de  que  el  lugar  terrestre,  de- 
finido  por  las  coordenadas  ^ ,  <p'  y  0 ,  se  halle  situado  sobre  la  super- 
ficie  del  cono  circunbcrito  ä  los  dos  astros  serä  de  consiguiente 

en  donde  c  j  f  han  de  espresarse  en  funcion  de  cantidades  que  se 
refieren  al  centro  de  la  Tierra.  Se  v6  luego,  que  el  &ngulo  f  se  halla 
mediante  la  ecuacion 

8en/^=— ^, 

en  donde  r  j  r  son  los  semi-diametros  de  los  dos  astros ,  y  en  donde 
el  signo  superior  corresponde  ä  los  contactos  esteriores,  el  signo 
inferior  ä  los  contactos  interiores.  Como  G  esta  espresada  en  partes 
del  radio  ecuatorial  de  la  Tierra ,  es  preciso  que  r  y  r  se  refieran  k 
la  misma  unidad.  Si  designamos  con  k  el  semi-diametro  espresado 
en  pai*tes  del  radio  ecuatorial  de  la  Tierra,  con  h  el  semi-diameti'o 
del  Sol  para  una  distancia  igual  al  semi  -  eje  mayor  de  la  örbita  ter- 
restre, y  teniendo  presente  que 

,     senÄ 
r  = -,, 

sen« 

obtenemos  tambien : 

ßen/"=  7= ,  [sqnÄ  +  k  ßen;r'I 

0 

sen  /*  =  -p-  [sen  h  ±^k  sen  n] .  (E) 

Pero  se  tiene: 

log  8en»'=  5  .  6186145, 

ademas  segun  las  tablas  de  la  Luna  de  Burkhardt  A;  =  0.2725,  y 

segun  Bessel  h=  15' 59".  788;  luego  se  sigue: 

log  [senÄ  +  Ä;  senw']  =  7 .  6688041  para  los  contactos  esteriores 
log  [senÄ  —  k  senw  ]  =  7  .  6666903  para  los  contactos  interiores. 

Besta  espresar  todavia  la  cantidad  c  6  la  distancia  de  la  cüspide 
del  cono  al  piano  de  las  xy.    Se  ve  facilmente ,  que  es 

c  =  z±—.,  {F) 

—  sen/ 

en  donde  el  signo  superior  corresponde  ä  los  contactos  esteriores  y 
el  inferior  a  los  contactos  interiores.    Se  se  designa  ahora  con  l  el 
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producto  c  tang/*,  esto  es,  el  radio  de  la  interseccion  del  cono  de 
sombra  con  el  piano  de  las  xy  ^  y  tang/*con  A,  se  tendra  por  ecua- 
cion  jeneral  de  los  eclipses  la  relacion 

que  espresa ,  quo  el  lugar  de  la  superficie  terrestre ,  detcrmiuado  per 
^\  ^  J  9i  se  lialla  sobre  la  superficie  del  cono  que  cnvuelve  los  dos 
astros. 

Como  la  cantidad  l  es  siempre  positiva,  se  tebe  tomar  tang/* 
6  k  negativa  si  la  ecuacion  (F)  da  para  c  un  valor  negativo. 

Las  cantidadcs  que  sirven  para  el  calculo  de  ar,  y,  ;er,  y  de  §, 
t/,  i;,  mediante  las  ecuaciones  (C)  y  (D),  se  buscan  en  las  tablas 
de  la  Luna  y  del  Sol;  pero  como  estas  cantidades  tabulares  estan 
afectadas  siempre  de  pequcüos  errores,  tambien  los  valores  caleu- 
lados  de  r,  «/  etc.  diferirän  un  poco  de  los  valores  verdaderos.  Si^ 
pues,  ^x,  dy  y  Jl  espretan  las  correcciones  que  deben  aplicarse  a 
x^  y  y  l  para  obtener  los  valores  verdaderos,  la  ecuaciou  que  precede 
toma  la  forma  siguiente  * : 

(o;  4- ^.r- £)»  + (t/ -f  ^y- 17)»  =  (/4- -^?- iß». 

Suponemos  ahora  que  los  valores  a ,  J ,  tt  ,  a\  d'  y  n  sacados 
de  las  tablas  6  de  las  cfcmcridcs  astronömicas  se  refieren  al  tiempo 
T  del  primer  meridiano.  Sea  T  +  T'  el  tiempo  de  este  primer  me- 
ridiano  que  corrcsponde  ä  la  observacion  de  una  fase  del  eclipse; 
ademas  sean  x^J  e  y^  los  valores  de  a?  6  y,  y  /  6  y'  las  derivadas  de  x 
6  y  correspondientes  al  tiempo  jT;  se  tendra  entonces: 

x=:xo-hxT\      y  =  yo  4-  y'  T\ 

Del  mismo  modo  se  espresaran  tambien  las  cantidades  ^^  rj  y  t 
por  dos  tcrminos  an^logos  a  estos.  Mas  como  estas  cantidades 
varian  mui  lentamente,  y  se  conoce  ya  ordinariamente  un  valor 
aproximado  de  la  diferencia  de  lonjitud  y  por  lo  mismo  de  la  hora 
del  primer  meridiano  correspondiente  al  tiempo  de  la  observacion, 
etitas  cantidades  pucden  considerarse  conocidas  pai*a  esta  6poca.  La 
ecuaciou  que  precede  se  trasforraa  de  este  modo  en  la  siguiente : 


*  Hacemoö  abstraxicion  aqui  de  Iob  errores  de  a,  d  y  /l  por  caanto 
68.08  no  pueden  determinarse  por  las  observaciones  de  los  eclipses. 
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Si  rc  e  y  variasen  proporcionalmeute  al  tieinpo,  x  6  y  serian 
constantes ,  j  para  calcular  estas  cantidades  no  se  exijiria  el  cono- 
cimiento  del  tieinpo  T  +  T' .  En  realidad  esto  no  sucede ;  pero  como 
las  variaciones  de  x  e  y  son  mui  pequefias  con  rehpecto  a  las  de 
x  e  y,  86  pnede  rcsolver  la  ecuacion  de  arriba  por  aproxiniaciones 
bucesivas  y  llegar  asi  r&pidamente  al  resultado. 
Poniendo 

X  %  —  y  i  =Jx 
y  t-^x  i  r=.dy 

aderaa» 

m  sen  ilf  =  Xq  —  ^  n  sen^  —  x'  \ 

mcoaM=yo  —  ij  n  cos  N=y'  >  {G) 

la  ecuacion  que  precede  se  convierte  en  la  siguiente : 

{L  +  M)*  =  [m  008(3/-^  N)  +  n(r+ 1*)]«  +  [m  Ben(3f -  N)  -ni']*, 

y  despreciaudo  los  cuadrados  de  i  y  ^l,  se  obtiene  para  la  deter- 
minacion  de  T'+  i  la  ecuacion  de  scgundo  grado : 

'^       n        ^  ^^  n*  n* 

H aen(M  —  N)i  -f  — •  -i/. 

n  '         n* 


Atendiendo  ä  que 


yix-^dx)=v'^-i-  ^"^ 


2Vx' 


y  poniendo 

L  sen  tjj  =  in  sen  (ilf  —  iV) ,  (ff) 

88  obtendra)  resolvieudo  dicha  ecuacion  con  respecto  a  T'+  i: 
T  = co8(itt  — JV)  -f  —  ---  —  t  4-  tang^t  +  — 8eci/>, 

6,  esceptuando  el  caso  de  que  tp  sea  mui  pequena: 

rr,,        ni   Ben(M—N-\-Ji)) .  .,  _z/Z 

Para  el  principio  del  eclipse,  T'  tendra  un  valor  positiv©  mas 
pequefio  6  un  valor  negativo  mas  grande  que  para  el  fin ;  de  con- 
siguiente,  si  se  toma  el  angulo  ^  siempre  en  el  primer  6  cnarto 
cuadraute,  el  signo  superior  correspondera  al  principio,  y  el  in- 
ferior al  fin  del  eclipse,  como  se  ve  fäcilmente  por  la  primera 
forma  de  la  ecuacion  relativa  k  T\   Pero  si  se  toma  el  angulo  -^  en 
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el  primer  6  cuarto  cuadrante  para  la  entrada,  y  en  el  segundo  6 
tcrcer  cuadrante  para  la  salida,  se  tendra  pai*a  anibos  casos: 
-,,        TO8en(3f— 2V+tfr)      .      ^.  ^l 


0 

fn*  W  /-MM  »T\  XCOSt^  .  .#i  ^l  fix 

'£'- co8(M-JVr) ^  — t-i  tang^ sec^.      (J) 

Solo  en  los  eclipses  anulares  del  Sol  y  para  el  contacto  interior 
la  salida  tiene  lugar  antes  que  la  entrada;  en  tal  caso  se  debe  per 
consiguiente  tomar  t/;  en  el  segundo  6  tercer  cuadrante  para  la 
entrada ,  y  en  el  primer  ö  cuarto  cuadrante  para  la  salida. 

La  ecuacion  («7)  se  resuelve  por  aproximaciones  sucesivas. 
Con  este  fin  se  calculan  los  valores  de  x,  y^z^  a,  <i,  </,  Z  y  A  me- 
diante  las  förmulas  (A) ,  (ß) ,  ((7) ,  {JS)  y  (JP)  para  algunas  horas 
consecutivas ,  de  modo  que  se  pueda  hallar  mediante  las  förmu- 
las de  interpolacion  para  cada  instante  los  valores  de  x^  6  y„, 
como  tambien  las  derivadas  de  estos  Ultimos.  En  seguida  se  adopta 
un  valor  de  T,  tan  exacto  como  lo  permite  el  conocimiento  aproxi- 
mado  de  la  diferencia  de  lonjitud,  interpolando  para  este  tiempo 
las  cantidades  Xq^  y^,  x  b  y\  y  determinando  mediante  las  förmulas 
(D),  ((t),  (H)  6  (/)  un  valor  aproximado  de  T\  Con  el  valor 
jT+T'  se  repite  en  seguida  el  c&lculo,  si  fuere  necesario.  Desig- 
nando  con  T  el  valor  adoptado  en  la  ultima  aproximacion  y  con  T' 
la  correccion  ballada ,  sera : 

en  donde  t  es  el  tiempo  dado  por  la  observacion ,  y  d  la  diferencia 
de  loDJitud  del  lugar  de  observacion  con  respecto  al  primer  meri- 
diano  cuyo  tiempo  ha  servido  de  base  para  el  calculo  de  las  canti- 
dades x^y^s  etc.    Se  tendra  pues : 

•n,  T  yl  1 

d  =  *  — r+  —  C08(ilf — JV)H — cos^  +  t  +  $'tang'^-< sec^ 

=  «-^4- -^^ .        ^^-f  i  +  t  tang^4-  —  sec^. 

nsen-v^  °  ^       n 

Como  los  valores  de  x  6  y  han  sido  hallados ,  tomando  la  hora 
media  por  unidad  de  tiempo ,  se  supone  en  la  förmula  precedente 
que  la  cantidad  d  se  refiere  a  la  misma  unidad  de  tiempo.  Pero  si 
se  quiere  espresar  la  diferencia  en  lonjitud  d  en  segundos  de  tiempo, 
se  debe  multiplicar  la  förmula  por  el  nümero  s  de  segundos  conteni- 
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dos  en  tuia  hora  de  la  especie  de  tiempo ,  en  que  se  da  la  obser- 
yacion.  De  este  modo  quedara  tambien  t—T  espresada  en  segundos 
de  la  misma  especie  de  tiempo  en  que  se  da  f ,  6  T  y  t  9e  espresan 
en  la  misma  especie  de  tiempo. 

La  ecuacion  (K)  no  da  la  diferencia  en  lonjitud  del  lugar  de 
observacion  con  respecto  al  primer  meridiano,  sinö  mas  bien  una 
relacion  entre  esta  diferencia  y  los  errores  de  los  elementos  del  cal- 
ciQo.  Mas  si  el  mismo  eclipse  se  ha  observado  en  diferentcs  lugares, 
se  obtiene  para  cada  uno  de  estos  lugares  tantas  ecuaciones  an41ogas 
k  aquella  cnantas  fases  del  eclipse  se  han  observado.  Por  la  com- 
binacion  de  todas  estas  ecnaciones  se  eliminan  en  seguida,  como  se 
Vera  mas  adelante,  los  errores  de  uno  ö  yarios  elementos  del  c41- 
culo ,  y  de  este  modo  el  resultado  se  hace  independiente ,  en  cuanto 
sea  posible ,  de  los  errores  de  las  tablas. 

Besta  desaroUar  las  cantidades  i  y  i,  determinadas  por  las  ecua- 
ciones : 

y  %-\-x  %  —dy 

6 

nt  =  ^nNdx  +  cosNdy 
n%=aenNjiJy-'COQNJx. 

Las  cantidades  x  k  y  dependen  de  o  —  a,  ö  —  d  y  tt*^  conside- 
tiindolas,  pues,  como  erröneas  se  tendra: 

zSx  =  Ad{u--a)'¥Bd{9-'d)  +  CJ« 
Jy  =A'jla-a)  -^  B'd{8  -  d)  +  C'Jn, 

en  donde  -4,  B^  C  son  las  derivadas  de  x  con  respecto  a  a — a,  3—d 
y  71 ,  y  Ä\  B",  C  las  derivadas  de  y  con  respecto  k  las  mismas  can- 
tidades. Como  J{a  —  (i)y  J{ö  —  d)  y  n  son  siempre  cantidades  pe- 
queiias ,  se  puede  despreciar  en  las  espresiones  de  las  derivadas  los 
t^rminos  en  que  sen(o'— a)  y  sen(d'--d)  entran  como  factores,  y 
reemplazar  cos(a'—  a)  y  cos  (6'—  d)  por  la  unidad. 
Asf  resulta 

,        C088  ,  .         C08^ 

A  — cosfa  —  o)  = 

senjr       ^  sensr 

»—     sen  ^8en(«  —  a)  _ 


sen« 


p  _  _joo8^8en(a— a)  co8«  _ 


X 


sensK*  tang« 
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Ä»—  .  cosi ^  Ben d  Ben  (g  —  q) 
senir 

„,_C08(d— rf)_      1 

~      Benw      "senit 

^'^      y 

tangic' 
Como  i  e  i^  j  por  eso  tambien  ^{a — fl),  ^{^—d)j  An  estan 
espresadas  en  partes  del  radio,  se  tiene  qua  dividir  las  derivadas 
por  206265  para  obtener  las  errores  de  los  elementos  espresados  en 
segundos.    Poniendo  en  seguida 

8 


206265.  n  Ben  ff 
ser4 : 


=  Ä, 


t=    Ä8en^C0B^z/(a— a)  +  Äcos^z/(^— (f)  — Äco8«-J3r[a:8enA'+yco8-Är] 
♦'=--Äco8^co8  Ä  z^(üf--a)  4- Ä8eniV'z^(Ä— d) -r  Äcosw  zijr  [äcob  jy—y  seniV^], 

6  moltiplicando  la  primera  ecuacion  por  cos  t/; ,  la  segunda  por  sen  ^y 
y  siimando: 

cos  tfr 
[f  -+- »"  tang?^]  — T-^  =  Ben  {N—  V»)  C08<J^(a  -  a)  +  cofl(^—  -v»)  ^  (*  -  rf) 

Con  esto  se  obtiene  entonces : 

d=t-T+-8 ; — ^-f/i- — 5^ ^^C08a^(a-a) 

n  aeni^  cosi^ 

cos  1^ 

+Ä 206265  sennJl 

cost^ 

,    /.rsenW— '^)+yco8(JV— -^A 

— Acos«  Jn  ( ^^ -^ — r ^ 1 

\  cos^  / 

Poniendo  por  brevedad 

s  =  senN  cos6  J  {a  —  a)  -^  coüN  J(ö  —  d) 

^=z  —  cobN  C09d  J  {a  --  a)  -\-  »euN  J{8  —  d) 

7]  =  206265  Ben  itJl  {L) 

S  =  cos7cJn 

X  sen  {N  —  t/»)  +  y  cos  {N  —  tp) 

COBt^ 

se  tendra  finalmente : 

d^/-,y+??.gggL(^~-^'-^'^V;tg-f;<ttangip-f;n?sec^-AA^e.    [M) 
n  sen  y; 

Gada  observacion  de  una  fase  del  eclipse  da  una  ecuacion  ana- 
loga ,  y  como  esta  con  tiene  cinco  incögnitas  bastar&n  cinco  de  estas 
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ecuaciones  para  determinar  los  valores  de  estas  incögnitas.  Fero  or- 
dinariamente  las  cantidades  ly  y  0  no  podran  determinarse,  k  nq  ser 
qne  las  observaciones  se  hayan  hecho  en  lugares  mui  distantes  enixe 
si.  Con  todo ,  el  cälculo  de  los  coeficientes  barä  ver  siempre  el  in- 
flujo  ejercido  sobre  el  resultado  por  los  errores  de  que  pueden  estar 
afectados  los  valores  de  n  j  l.  Se  procurarä ,  por  tanto ,  despejar  la 
diferencia  en  lonjitud  tan  solo  de  los  errores  5  y  € ;  pero  la  ultima  de 
estas  cantidades  no  podra  determinarse  sino  cnando  la  diferencia  en 
lonjitud  del  lugar  con  respecto  al  primer  meridiano  es  conocida. 
Tan  pronto  como  se  conozcan  t  j  t,  se  obtienen  los  errores  de  la 
ascension  recta  y  declinacion  sacadas  da  las  tablas  mediante  las 
ecuaciones 

C08^^(a  ~  a)  =  fisen^—  icosN 
J{d  —  d)  =  h  cos  JV+  f  senjY. 

Daremos  ahora  en  resümen  todas  las  formulas  que  sirven  para 

la  determinacion  de  la  diferencia  en  lonjitud  por  medio  de  un  eclipse 

del  Sol : 

,       senn      cos 3  ,  , 

a  =  «  —  -—, -,  {a  —  cc) 

J  seuTT   cosd 

^^^,_   sen^  . 

J  sensr  ^     .      '  [ 

sen^r' 


z/'  sen  n ' 

en  donde  a,  J  y  tt  representan  la  ascension  recta,  la  declinacion  y 
la  paralaje  ecuatorial  horizontal  de  la  Luna ,  «',  6\  ^'  y  n  la  ascen- 
sion recta,  la  declinacion,  la  distancia  y  la  paralaje  ecuatorial  hori- 
zontal del  Sol. 

008  8  sen  (a  —  a) 
sen  TT 
—  sen  {8-d)co8  i  (tt -q)'+ sen  (^ -4- <Z)  sen  j  (a—aY      .        .^. 

senTT  '        ^ 

^ _  cos (g — (?)  cos ija— «)'— cos {8 -f  d) sen ^ («     a)* 

senn 

sen  f~  —r—  [sen  h -^  k  sen  n] ,  (3) 

^  .g  —  ^  _        ^ 

en  donde: 

log  [sen  Ä-f  Äsen  ä']  =  7  .  6588041  para  los  contactos  esteriores, 
log[8enÄ-fcsen7r  ]  =  7  .  6666903  para  los  contactos  interiores, 

c-e  +  — j.,  (4) 
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tomando  el  signo  +  para  los  contactos  esteriores 
„         „      „      —  para  los  contactos  interiores 

t&.ngf=X,        l  =  cX,  (ö) 

en  donde  A  tieue  siempre  el  mismo  signo  que  e. 

rj  =  Q  [cos  d  sen  <p'  —  scu  d  cos  <p'  cos  {S  —  ä)]  >      (6) 

f  =  9  [sen  d  sencp'  +  cos  d  costp'  cos(0  —  ö)]  ,  * 

en  donde  q)'  y  Q  significan  la  latitud  jeocentrica  del  liigar  y  su  distan- 
cia  al  centro ,  S  el  tiempo  sid6reo  observado  de  la  entrada  6  salida. 
Si  ademas  corresponden  al  tiempo  T  los  valores : 

dx 
dy 

se  calculara: 

W8enJf=a'o  — I  nsen^=a?'  i—it—TX       r\ 

t»cosilf=i/o  — >?  ncos^=y'  ( 

i8en'^  =  tn8en(ilf— ^,  (8) 

tomando  if;  en  el  primer  6  cuarto  cuadrante  para  la  entrada,  y  en 
el  segundo  6  tercer  cuadrante  para  la  salida;  y 

T  —  —  8 ^ ^  = C08(itf  — -^) -'    (9) 

Por  ultimo  ser4 

d  =  *-T-T'4-Ä8H-ÄJ:tang^,  (10) 


en  donde: 


Ä= 


206265.  n  sen  TT* 
8=     8en^cosdz/(a  — a)4-C08iVJ(Ä  — d), 
f  =  —  cos  iVcos^  z/  (a  —  a)  -f  sen  NJ{S  —  d) , 

y  por  consiguiente 

co8^z/(a  —  a)  =  ssen^—  Jcos^ 
J{d  —  d)  =  f  cos^H-  f  sen JV. 

JE^emplo.   El  eclipse  de  Sol  del  7  de  Julio  de  1842  fu6  observado 
en  Viena  y  Pulkowa  del  modo  siguiente : 

Viena: 

El  contacto  interior  a  la  entrada  a  las  18*^48™ 25« .  0  t.  m.  de  Viena. 
El  contacto  interior  ä.  la  salida  18  51    22  . 0  f,   ,,    y,      „ 
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Pulkowa : 
El  contacto  esterior  ä  la  entrada  k  laa  19*»  7=»  3« .  5   t.  m  de  Pulkowa, 
El  contacto  estenor  &  la  salida  2112  52.0   ,,  ,,    ,,  „ 

El  Berliner  Jahrbuch  dX  las  posiciones  siguientes  de  la  Lima 
y  del  Sei: 


t.m.  de  Berlin 

h 

a 

'8 

a 

a' 

17 

105*»  8' 49". 

93 +  23°  22' 10" 

.  35  106^50' 38" 

.  49  -f  22"33'24" 

.46 

18 

47  43  . 

31     15  0 

.  34     53  12 

.  37 

33  7 

.93 

19 

106  26  34  . 

14     7  40 

.  45    55  46 

.24 

32  51 

.36 

20 

107  5  22  . 

32     0  10 

,  75    58  20 

.09 

32  34 

.76 

21 

44  7  . 

75  22  52  31 

.  29  107  0  53 

.94 

32  18 

.09 

22 

108  22  50  . 
h 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

34     44  42 

n 
59'  55".  06 

56  .37 

57  .65 

58  .91 
60  0  .  14 

1  .35 

.13     3  27 

\ogJ' 
0 . 0072061 
56 
51 
46 
41 
36. 

.78 

32  1 

.40 

Calcnlando  primero  las  cantidades  a^  d  j  g  mediante  las  för- 

mulas  (i),  se  obtiene: 

d  logg 

53     -4-22033'    2".  04  9.9989808 

33               32  46  .  47  11 

10               32  30  .  87  15 

88               32  15  .  25  19. 

Ademas  se  halla  mediante  las  f6rmulas  (2),  (3),  (4)  y  (5): 


h 
18 
19 
20 
21 


a 
106°  53' 21". 

55  50  . 

58  19  . 
107     0  47  . 


h 

17 

18 

19 

20 

21 

22 


-1. 
-1. 
-0. 

-f  0. 
+  0. 

-f  1. 
l 


X 

5632144 

0061154 

4489341 

1082514 

6653785 

2224009 


y 

4-0.i^246864 


+  0 
-«-0 
-f  0 
-hO 
-hO 


7039354 
5827957 
4612784 
3393985 
2171603 


/*  contacto  est-erior  contacto  interior 


17 
18 
19 
20 
21 
22 


0 
0 
0 
0 
0 
0 


5363214 
5362001 
6361450 
5360655 
5359622 
5358345 


0 
0 
0 
0 
0 
0 


0100548 
0100860 
0101409 
0102198 
0103227 
0104499 


log-J 
1  . 7585349 
1  . 7584833 
1 .  7583923 
1 . 7582614 
1  .  7580909 
1  . 7578799. 
log^ 

contacto  esterior  contacto  interior 

7.6626222  7. 6605084 „ 

23  85 

25  87 

26  88 

27  89 
29  91. 

23 
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La  hora  observada  del  contacto  interior  a  la  entrada  fue  en 

Viena 

18'»49™25*.0, 

luego  el  tierapo  sid6reo 

ö  =  Ib  52m  29« .  8  =  28»  T  "21".  0 ; 

ademas  es: 

y  =  48»  12' 35".  5, 

luego  la  latitud  jeocentrica: 

9=  48»  1' 8".  9 

y 

log 9  =  9.  9991952. 

Adoptando  T=  18^30™,  se  obtiene  para  esta  epoca : 
iCo  =  -  0 .  727530        t/o  =  +  0  .  643413, 

y  mediante  las  förmulas  (6) : 

S  =  -  0  .  654897        rj  =  -\-0.  635482         log  J=  9  .  606857; 

ademas  por  las  förmulas  del  n?-  15  de  la  introduccion : 

rc'=H- 0.557185        y'  =  -0  .  121140, 

luego  segun  las  förmulas  (7) ,  (8)  y  (9)  • 

ilf=276»13'54"         logm  =  8.  863708         ,  ^^_«    ^„„« 
N=  102  15  58  log  n  =  9  .  756030        ^^^^  "  ^  '  ^'"^® 

"^=39°  57' 10" 

T'=-6m40«.85. 

En  este  caso  no  es  necesario  repetir  el  cälculo,  y  se  obtiene 
luego  mediante  la  formula  (10): 

d=:  +  0l»12ni44«.  15  -fl .  7553«  +  1 .  4703t 

Conservando  el  mismo  valor  de  T^  se  deduce  igualmente  de  la 
observacion  del  contacto  a  la  salida : 

S  =  ~  0  .  653763  7=40.  633338         log  J  =  9  .  612367 

M~  277»  46'  40"         logw  =  8  .  871874        \ogL=  8  .  078638 

^  =  150»ö4'5r.  6 
2"= -8« 54«.  74, 
luego : 

d=:  +  0hl2»«27«.  26-f  1 .  7553 e-0.  9764 f. 

Adoptando  para  Pulkowa  los  valores : 

9  =  59»46'18".  6,         9^=:59»36'16".  8     y     log 9  =  9.  9989172 

se  deduce  de  las  observaciones  heclias  en  este  lugar: 

d^=  Ili8m26«.  57  +  1 .  7559«  +  0  .  5064 £, 
d'=l  8    22  .67 +  1.7541« -0.3034t. 
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Se  tendra  de  consiguiente : 

rf'-  d  =  -h  55«  42« .  42  -  0  .  9639£, 
d'-d  =  +  55    55  .414-0.6730?, 
luego : 

d'-d  =  4-55n>60».07 

y 

J  ^  -  T\  94. 

Para  determinar  tanibicn  el  error  f  se  debe  snponer  conocida 
la  lonjitud  de  uno  de  los  dos  1  agares  con  respecto  a  Berlin.  Como 
la  diferencia  de  lonjitud  entre  Viena  y  Berlin  es 

-f  0i»lln»ö6».40 
se  deduce  de  la  primera  ecuacion  relativa  ä  d: 

£  =  -  20".  Ö5. 
Ademas,  como 

cosSJ(cc  —  a)  =  SBenN—  Jcos  JV 
qj(d-  d)  =  €  cos  jY+t  seil  JV, 

resultara : 

C08d«p(ff  — a)  =  — 21".  78 

<p(^-d)  =  -3".  38. 


30*   Las  förmnlas  seran  mas  sencillas  para  las  ocultaciones  de 

las  estrellas  por  la  Lima.    Como  en  tal  caso  es  7c'=0,  sera  a=  ct\ 

d=lf.    Por  consiguiente  no  hai  uecesidad  de  ealcular  las  förmulas 

(1),  y  las  coordenadas  del  lugar  de  observacion  se  vuelven*indepen- 

dientes  del  lugar  de  la  Luna,  pues  tenemos  simplemente: 

I  =  p  cos  <p'  sen  {ß  —  a) 

7j=Q  [sen  9'  cos  d'  —  cos  9'  sen  d*  cos  (0  —  «')]. 

La  tercera  coordenada  J  no  se  necesita ,  porque  en  este  caso 

es/*,  luego  tanibien  il=0,  convirtiendose  el  cono  en  un  cilindro.  El 

radio  l  de  la  intorseccion  de  este  cilindro  con  el  piano  fundamental 

de  las  coordenadas  es  igual  al  radio  de  la  Luna,  esto  es,  =  Ä,  por 

lo  que  tampoco  sera  necesario  ealcular  la  coordenada  z,   sino  tan 

solo  las*  coordenadas  x  d  y  que  se  obtendrän  mediante  las  förmulas 

sencillas : 

cos  8  sen  (a  —  «') 


x  = 


y  = 


eenn 

sen  8  cos  8'  —  cos  8  sen  8'  cos  (a  —  «') 

senvr 


La  ecuacion  fundamental  de  los  eclipses  se  ti*ansforma  asi  en  la 

öiguiente : 

23* 
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(Je 4-  dk)*  =  {x-hdx-  D«  4-  (y  +  ^y -  »?)*, 

que  se  resuelve  del  mismo  modo  que  arriba.  Poniendo  de  nuevo 
t  —  d=T'\'T\  j  designando  con  x^  6  y^  los  valores  de  x  h  y 
para  el  tiempo  T,  con  x'  6  y'  las  derivadas  de  estas  cantidades,  se 
volvera  k  calcular  las  cantidades  auxiliares : 

msenM=XQ  —  ^        nsenN=x' 

mcoBM=yQ-~Tj        ncosN=y' 

k  seniff  =  m  sen  (M  —  N) 

y  resulta  entonces : 

d  =  t—T-\--8 ^^ — -^^H-Äe  +  Äftangifr, 

n  seuTp  -OT» 

en  donde  ^ ,  £  y  ^  tienen  la  misma  significacion  de  amba. 

I^emph:  La  inmersion  y  emersion  de  a  Tauri  fueron  observa- 
das  desde  Bilk  el  29  de  Noviembre  de  1840  como  sigue: 

la  inmersion  k  las  8^15^12".!  tiempo  medio  de  Bilk 
la  emersion  §,  las    9  18    19  .8       „  ,,       „     ,, 

La  inmersion  de  la  misma  estrella  fue  observada  tambien  en 

Hamburgo 

k  las  8h 33«» 47«.  2  tiempo  medio  de  Hamburgo. 

La  posicion  de  la  estrella  para  dicho  dia  era  segun  el  Nantical 
Almanac: 

a  =  41»  1  im  16» .  24  =  62^49'  3".  6 
Ä'=+15015'32".  2. 

Ademas  es  para  Bilk : 

9=5in'ie".o 

log  p  =  9  .  9991201 

y  para  Hamburgo : 

y'=53°22'4".  2 

log  9  =  9.  9990624. 

Por  fin  el  NauHcal  Älmanac  da  las  posiciones  siguientes  de  la 
Luna  para  el  tiempo  medio  de  Green  wich: 

ha  8                         n 

7  41»  6m  2«.  35  +15ö47'24".  6  60' 50".  8 

8  4     8    35  .  69  15  54  48  .  8  60  51  .  8 

9  4   11      9  .31  16    2    6  .  5  60  52  . 9. 

Para  estas  tres  ^pocas  se  halla : 
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h             X  Dif.  I.                   y                    Dif.  I. 

7  -1.240930  „^«„.«  -f  0.527577 

8  -0.634228  ^""/^^f,  +0.646318  +•> -118741 

9  -0.027364  +«-606864  ^„.ß^g^  +0.118656. 

Ahora  se  tiene  para  la  inmersion  observada  en  Bilk : 

0  =  0^49»  29».  93 
0-a=-5OO26'34".  6 

luego: 

I  =  -  0 .  484015,         17  =  +  0  .  643216. 

Adoptando  !7'=  7**  50",  se  obtiene  para  esta  6poca: 


luego : 


a-o  -  S  -  -  0  .  251346        i/o  - 1?  =  -  0  .  016682 
x^  +  0,  606789  2/'=  +  0.  il8713, 

3/  =  266°  12'  10"  N=  +  78»  55'  50" 

logw=     9.401226  logn=      9.791194 

^  =  -6H3'll" 
T'=  +  2mO».85. 

La  inmersion  observada  en  Bilk  conduce ,  pues ,  4  la  siguiente 
relacion  entre  los  errores  f  y  J  y  la  diferencia  en  lonjitud  d  de  Bilk 
con  respecto  ä  Greenwich : 

<i  =  -f-27«al2».95-|-1.5945c--0.1879f, 
y  del  mismo  modo  da  la  emersion  observada  en  Bilk : 

d  =  +  27ni  27».  10  + 1 .  5937e  4- 0  .  5336  f, 
y  la  emersion  observada  en  Hamburgo : 

flr=  +  40m3».76  +  1  .  59408  -0  .  1362t. 

Por  consiguiente  tendremos  las  dos  ecuaciones : 

d' _  d  =  -f  12m  50" .  81  +  0  .  0517f , 
d'-f?  =  +12    36  .66 -0.6698t, 

de  las  ciiales  se  sigue : 

d'-d  =  +12m49».80    y    t  =  -19".  61. 

31*  Las  ecuaciones  jenerales,  relativas  a  los  eclipses  y  a  las 
ocultaciones ,  dadas  en  los  n®'*  29  y  30 ,  sirven  tambien  para  prefijar 
la  hora  en  que  estos  fenömenos  son  visibles  desde  un  Ingar  dado  de 
la  superficie  de  la  Tierra.  Si  tomamös  para  T  un  cierto  tiempo  del 
primer  meridiano  que  para  mayor  comodidad  sea  una  hora  cabal 
pröxima  a  la  mediania  del  eclipse ,  y  calculamos  para  este  tiempo 
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las  cantidades  or^j ,  i/^ ,  x',  y  y  L^  la  ecuacion  fundamental  de  los 
eclipses  ioma  la  forma: 

(xo  +  xr-  if  4-  (1/0  +  2/'  T- 1?)*  =  X«  *, 

en  donde  |  y  17  son  las  coordenadas  del  lugar  de  la  superficie  ter- 
restre  al  tiempo  T  +  T'  de  la  fase  cuestionada  del  eclipse.  Por  con- 
siguiente ,  si  ©„  denota  el  tiempo  sid6reo  correspon diente  al  tiempo 
T,  ©0  +  ^  ^^^^  ^'^  hord^  8id6rea  del  lugar  para  el  cual  se  trata  de 
calcular  el  eclipse ;  si ,  pues ,  se  designan  por  |„  y  ty^  los  valores  de 
ijri  que  corresponden  al  tiempo  0^,  +  d,  serä: 

l  =  Jo  +  ^co89'co8(öo-a  +  do)      ß^     •  ^ ' 

jj:=  ijo  +  pcosqp  Ben(öo— a  +  ao)       jrp — -T  .sena. 
Poniendo : 
wtben3f=a^—  Jo>    n8eniV=a;'  — 9COBqp'co8(Oo  — a  +  do)       jrp — 

wcosilf— 1/0— »?o>    nco8iV=y'— ^coa9'scn(Öo  — a  +  e^o)       ,y  -  ben(i 


sen^  =  =-  sen  (ilf  —  ^) , 


'0 

en  donde  i^  representa  el  valör  de  L  correspondiente  al  tiempo  T, 
se  hallara: 

r=  -  -*  co3(JJf-  iV)  x  ^  co8i/>  =  i  -  T-  d, 

El  ängulo  il>  debe  tomarse  en  el  priraer  ö  cuarto  cuadi*ante,  y 
el  signo  superior  para  la  entrada,  el  signo  inferior  para  la  salida, 
de  manem  que  poniendo : 

^        ^   /  ■■*■         ik.r\  J-^O 

—    -C0A(M—N) -COülb-Z 

cos(3f  —  ^) ^C08V'  =  r 

la  hora  del  principio  del  eclipse   espresada  en  tiempo  medio  del 

lugar  serä: 

tz^T  +  d  +  t, 

y  la  del  fin : 

Por  la  primera  resolucion  se  obtendrän  los  tiempos  de  los  con- 
tactos  de  los  bordes  aproximados  hasta  unos  pocos  minutos,  cuya 


*  Para  una  ocultacion  ee  L  —  k  =^ .  2725. 


359 

aproximacion  basta  para  facilitar  la  observacion  del  eclipse.  Sin  em- 
bargo ,  cuando  se  trata  de  obtener  valores  mas  exactos ,  se  repitira  el 
calculo ,  valiendose  de  T  +  t  y  T-i-z  en  lugar  de  T. 

Para  facilitar  la  observacion  se  necesita  todavia  determinar  los 
puntos  del  limbo  del  Sol  (ö  de  la  Lima  en  el  caso  de  una  ocultacion), 
en  donde  deben  verificarse  los  contactos.  Si  sustitnimos  ahora  en 
las  espresiones 

xo-i-hx'r,       yo-v  +  yT' 

en  lugar  de  T'  los  valores : 

cos(Jl£  —  iv)  -f  —  cos ^ , 

obtenemos : 

x—%,  —  [wsenJlf  cosiV^cosJV^sen^  —  mcosilf  cos^sen^sen^ 

4^  wsen  J!f  cosiVsen^cost^  +  «icos3f  Ben^Ben-ÄrcoB-v»] 


sen^ 

0 

^     w8en(3f—iV)       ,,, X     T        zur—    X 

a;-ä  =  + ~^~—    ^sen(JV+ ^)=  +  iBen(J\r+^) 

y  del  mismo  modo: 

Asi  resulta  para  la  entrada: 

a;  - 1  =  -  iy8en(JV'-  '^)  =  jLsen (JV+  180**  —  '^) 
y-^ri  —  -L  cob{N~ 'tp)  =  L  co8(^+  180®-  tp) 

y  para  la  sälida : 

a;  —  I  =  i  sen  (JV + '?^) 
y  —  rj=  L  coü{N  -h  fp). 

En  el  n**-  29  hemos  visto ,  que  ^  —  x  y  ri  —  y  son  las  coordena- 
das  de  iin  lugar  de  la  Tierra  situado  sobre  la  super ficie  del  cono 
circimscrito  con  respecto  a  un  sistema  de  ejes  de  los  que  el  de 
las  z  es  la  linea  que  une  los  centxos  de  los  dos  astros ,  y  el  de  las 
X  paralelo  al  ecuadorj  x  —  ^  6  y  —  i]  son,  de  consiguiente ,  las 
coordenadas  de  un  pimto  situado  en  la  direccion  de  la  linea  que 
pasa  por  el  lugar  de  la  Tierra  y  el  punto  de  contacto  de  los  dos 
astros ,  y  cuya  distancia  ä  la  cüspide  del  cono  es  igual  a  la  distancia 

entre  este  ultimo  punto  y  el  lugar  de  la  Tierra;  — j-  y  ^—  es- 

presan  asi  el  seno  y  coseno  del  angulo  comprendido  entre  el  eje  de 
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las  y,  ö  el  circulo  de  declinacion  que  pasa  por  el  punto  Z*,  y  la 
llnea  tirada  del  punto  Z  al  punto  de  contacto.  Mas  como  cl  punto 
Z  estä  siempre  pröximo  al  ceutro  del  Sol ,  se  pucde  admitir  sin  error 

apreciable  que     ^  ■  y  ^-7^  rcpresentan  cl  seno  y  coseno  del  angulo 

comprendido  entre  el  circulo  de  declinacion  que  pasa  por  el  centro 
del  Sol  y  la  linea  que  une  el  centro  del  Sol  al  jiunto  de  contacto. 
Esie  angulo  sera  de  consiguiente : 

^-1-180°  —  '^'  para  la  entrada  |    ... 
N+iff  para  la  aalida.     )    ^ 

Para  un  eclipse  anular  del  Sol  se  tomarä  jy+  1^  como  angulo 
de  posicion  correspondiente  al  contacto  interior  a  la  6poca  de  la 
entrada,  y  ^+  180^  —  t/;  ä  la  salida. 

Para  calcular  un  eclipse  se  procedera  convenientemente  como 
sigiie :  para  un  tiempo  7\  pröximo  ä  la  mediauia  del  eclipse  (lo 
mejor  serä  tomar  una  hora  cabal) ,  tiempo  del  meridiano  ä  que  se 
refieren  las  tablas  del  Sol  y  de  la  Luna,  se  calcularan  las  förmulas 
(1),  (2),  (3),  (4)  y  (5)  del  n°-  29,  como  asimismo  los  vaJores  de  las 
derivadas  x  d  y  \  en  seguida  se  calcularan  las  förmulas 

go  =  p  cosip'  Ben  (ß^  +  rfo  —  «) 

Ijo  ==  p  [cos dsen qp'  —  sen d  cos 9'  cos (©o  +  do  —  a)] 

Jb  =  ^  [sen  d sen 9  -f  cos  d  cos  9'  cos  (Öq  +  ^o  —  «)]* 

en  donde  (9^,  es  el  tiempo  sidereo  correspondiente  al  tiempo  medio  T, 

y  d^  la  lonjitud  oriental  del  lugar  con  respecto  al  primer  meridiano. 

Poniendo 

jf  /Ä  _\ 

W8en3/-  a^o  —  {0*    n^&nN^x  —  pcoöq3'co8(öo  +  ^  — «)— — 4; 

in  cosilZ-i  tfo—floj    MC08A''=y'— ^co8q()'sen(öo  +  <^o  — ö)— ^-~T — ^send 


8eni^=  Y"  8en(3f  —  iV)  (siempre  i/>  <li  90^ 


T  = cos  (M—  N) cosjb 

r  = cos(M— iv)H — ^cosifr. 


*  El  punto  Z  es  el  punto  de  interseccion  del  eje  de  las  ;;,  6  de 
la  linea  que  pasa  por  los  centros  de  los  dos  astros  con  la  esfera  Celeste 
aparente. 
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la-  hora  espresada  en  tiempo  medio  del  lugar  correspondiente  al  prin- 
cipio  y  fin  del  eclipse  se  dara  por  los  valores : 

t~T+do-h'c   para  el  principio , 
t  —  T+do  +  T   para  el  fin. 

Las  formulas  {A)  dan  ä  conocer  los  puntos  del  limbo  del  Sol 
en  donde  se  verificaräu  los  contactos. 

Las  förmulas  relativas  al  calculo  de  una  ocultacion  son  mucho 

mas  sencillas.  Para  an  tiempo  T  del  primer  meridiauo ,  el  cual  se 

bace  coincidii*  proximamente  con  la  mediania  de  la  ocultacion  se 

calculara : 

C08^8en(a  — a') 


^0  = 


senTr 
Ben  d  008  d'  —  cos  9  sen  d'  cos  (a  —  «') 


senTc 

7  las  derivadas  x'  ^  y\  ademas  se  buscan  las  cantidades: 

Jo  =  ^  cos9'Ben(ö— a +<^) 

13^  =  ^  [sen  tp  cos  ^  —  cos  tp  sen  6'  cos  (Öq  —  «'  +  <^o)] 

en  donde  S^  es  el  tiempo  sid6reo  correspondiente  al  tiempo  medio  T, 
Poniendo  de  nuevo 

vimnM=  Xo  —  Jo>  n8en^=  a;'—  ^cos (p'cos{0o  +  ^o  —  O  'jr 


j  gy 

mcosM=yo-^riQ,  ncoBN=y—QCO%q>*Ben(9o+dt,  —  a)  -=— send'. 


en  donde : 


dt 
dS 
dt 


log  ^  =  9.  41916* 

sen^  =  j-  8en(jM"-  N),  ip^l  ±  90°, 

log Ä;  =  9.  43537 

cos(J!f  —  N) cosiz»  =  T 

COB  (M—  N)+  —  costp  =  T, 


*  Como  la  hora  sirve  de  unidad  en  las  derivadas  empleadas  aqui, 

dS 

-TT  representa  la  variacion  del  ä,ngulo  norario  durante  una  hora  media; 

pero  una  hora  media  contiene  3609" .  86  de  tiempo  sid^reo ;  multipli- 
cando  este  nümero  por  15,  y  dividiändolo  por  206265,  &  fin  de  espresar 
la  deriyada  en  partes  del  radio,  se  obtiene: 

log  -2^  =  9.41916. 
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la  hora  espresada  en  tiempo  medio  del  lugar  correspondiente  ä  la  in- 
mersion  serk: 

y  la  de  la  eraersion : 

^'^T+r'-f  rfo- 

El  angulo  comprendido  oiitre  el  circulo  de  declinacion  y  la  linea 

que  une  el  centro  de  la  Luna  al  punto  de  contacto  se  obtiene  por 

las  fönnulas  {Ä) ,  a  saber : 

para  la  inmei-sion:     Q  —  N -h  180®—  xp 
para  la  emersion:      Q'  =  N-\-tp. 

I^emph :  Si  se  tratase  de  calcular  la  hora  del  principio  y  fin 
del  eclipse  de  Sol  del  7  de  Julio  de  1842  para  Pulkowa,  se  podna 
tomar  T=  19^  tiempo  medio  de  Berlin.  Para  este  tiempo  es  se- 
gun  el  n°-  29: 

a'o-^- 0.44893,  i/o- -fO  .  08280,  a;'- -FO  .  55718,     f/'=- 0.12133 
a  =  106^55'.  8,     d  =  -\-22^^l'.S,    2=^0.53614,  log  A  =  7  .  66262. 

Ademas  se  obtieue: 

Öo-2ii3"8», 

y  como  la  diferencia  de  lonjitiid  entre  Pulkowa  y  Berlin  es  igual  a 

+  1^7"  43%  sera; 

6>o  +  f^-a-300°46'.  9, 
y  por  cousiguiente : 

Jo  =  -0. 43361,  i7o  =  +  0. 69560,  logj;o  =  9-75470,  log X©  =^9.72716. 
Ademas  es : 

^J«^  9 cos <p' 008(^0  +  do-a)  '^^^^"''^=.-1-0.06762  * 
^  =  Q  cos  q>' seil  (So  -hdo-a)  ^^^^~  ^^  send  =-  -  0.04352, 


*  En  efecto,  se  tienc  espreaado  en  tiempo: 

d9 

-VT  =  3609« .  86 
(tt 

6 

+  57147".  90; 

ademas : 

^  -  +  148".  78 
dt 


=  56999".  12 


luego : 

di9o-a) 

dt 
y  el  logaritmo  de  este  nümero  esi^resado  en  parte»  del  radio  es  9.41796. 
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luego : 

x'-^|?  =  + 0.48956,      i/-^»  =  - 0.07781. 

De  aqui  se  siguo: 

M  =  187^  44'.  1  JV  =  99°  1'.  9 

lüg  »1  =  9.  05628         logn  =  9  .  69522 

luego : 

r  =  -   1.057  =  -lh3«a.4;     x'=  1 .  046  =  + 1^  2^.8. 

Los  tiempos  correspondientes  al  principio  y  fin  del  eclipse  son 
per  tanto ; 

e=19h  4«a.3 
«'=21  10    .5. 

La  diferencia  entre  estos  valores  y  los  que  han  dado  las  obser- 
vaciones  asciendo  tan  solo  a  3™.  Repitiendo  el  cälculo  con  T=\H^ 
y  T=20^,  se  obtendrian  valores  mui  aproximados  de  las  horas  del 
principio  y  fin  del  eclipse. 

Los  angulos  de  posicion  de  los  puntos  de  contacto  correspon- 
dientes  al  principio  y  fin  del  eclipse  son 

267°    y     110°* 

32*  La  lonjitud  puede  tambien  determinai'se  por  la  observacion 
de  la  distancia  de  la  Luna  ä  una  estrella  6  al  Sol ,  y  como  este 
metodo  presenta  la  ventaja  de  poder  emplearse  ä  toda  hora ,  sieinpre 
que  la  Luna  est6  sobre  el  horizonte ,  se  hace  uso  de  61  principal- 
mente  en  alta  mar. 

Con  este  fin  las  efemeridas  näuticas  contienen  las  distancias  de 
la  Luna  al  Sol ,  a  los  planetas  y  ä  las  estrcllas  mas  conspicuas  tales 
como  se  verian  desde  el  centro  de  la  Tierra  y  calculadas  de  tres  en 
tres  horas  de  un  primer  meridiano  determinado.  Si  entonces  se  mide 
en  un  lugar  cualquiera  y  a  una  hora  detcrminada  la  distancia  de  la 
Luna  a  uno  de  estos  astros  y  se  la  corrije  de  refraccion  y  de  para- 
laje ,  se  obtendra  la  distancia  verdadera  de  la  Luna  al  astro ,  la  que 
se  hubiera  observado  en  el  mismo  instante  desde  el  centro  de  la 
Tierra.   En  seguida  se  busca  en  las  efem6rides  el  tiempo  del  primer 


*  Vdase  sobre  el  calculo  de  los  eclipses:  Beseel,  Ueber  die  Berech- 
nung der  Laenge  aus  Stembedeckungen  Astr.  Nachr.  No.  151  y  No.  153 
j  Bessel"  astronomische  Untersuchungen  Band  II  pag.  95  etc. 
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meridiano  ä  que  corresponde  esta  misma  distancia;  la  diferencia 
entre  este  tieinpo  y  la  hora  local  en  que  se  ha  hecho  la  observacion 
da  luego  la  lonjitud  del  lugar  de  observacion.  Mas  como  en  este  me- 
todo  se  suponen  las  tablas  exactas,  de  modo  que  los  errores  de  estas 
no  se  eliminan  del  resultado,  dicho  metodo  no  da  por  este  motivo 
una  exactitud  comparable  ä  la  que  dan  las  observaciones  simul- 
täneas  hechas  durante  los  eflipses.  Por  lo  demas  se  sabe  que  el 
instante  del  contacto  de  dos  astros  puede  observarse  mucho  mas 
exactamente  que  una  distancia. 

Para  calcular  la  refraccion  y  pai-alaje  de  los  dos  astros  obser- 
vados,  se  necesita  conocer  las  alturas  mismas  de  estos  Ultimos.  En 
alta  mar  suelen  obaervar,  por  eso,  las  alturas  aparentes  un  poco  antes 
y  despues  de  la  observacion  de  la  distancia  de  los  dos  astros ,  y  como 
las  variaciones  de  las  alturas  durante  int6rvalos  pequenos  pueden 
considcrarse  proporcionales  al  tiempo,  una  simple  proporciou  basta 
pai'a  obtener  las  alturas  aparentes  de  los  astros  correspondientes  al 
instante  en  que  se  ha  tomado  la  distancia.  Corrijiendo  las  alturas 
observadas  por  efecto  de  refraccion,  paralaje  y  semi-diametro  del 
aatro ,  resultan  las  alturas  verdaderas  de  los  centros  de  los  astros. 

En  vez  de  observar  estas  alturas  es  preferible  determinar  por 
el  calculo  las  alturas  verdaderas  y  aparentes  de  los  dos  astros.  Con 
este  objeto  se  supone  conocida  aproximadamente  la  lonjitud  del  lugar 
de  observacion  con  referencia  al  primer  meridiano ,  y  se  busca  en 
las  efem6rides  la  posicion  de  la  Luna  y  del  astro  para  la  hora  aproxi- 
mada  del  primer  meridiano  en  que  ha  sido  observada  la  distancia. 
En  seguida  se  calculan  las  alturas  verdaderas  de  los  dos  astros  me- 
diante  las  förmulas  del  nP- 1 ,  cap.  I ,  y  tambien  el  azimut ,  al  menos 
aproximadamente ,  si  se  quiere  tomar  en  cuenta  el  achatamiento  de 
la  Tierra.  Las  förmulas  del  n®*  3,  cap.  III,  permiten  entonces  cal- 
cular las  paralajes  en  altura,  haciendose  uso  de  las  förmulas  rigo- 
rosas  para  la  Luna :  % 

—  senp'  =  Q  senp  sen  [z  —  ((p  —  9')  cos  A] 

—  008 p'=  1  —  QBenp  cos[z  —  (9  —  qo')  cos  J.]. 

Por  ultimo  se  busca  para  estas  alturas  afectadas  de  paralsge  la 
refraccion,  teniendo  en  cuenta  el  estado  de  los  instrumentos  meteo- 
rolögicos ;  aplicadas  estas  correcciones  se  siguen  las  alturas  aparentes 
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de  los  astros.  Mas  cou  o  en  el  c41culo  de  la  refraccion  entra  ya  la 
altura  aparente ,  esto  es ,  afectada  de  paralaje  y  refraccion ,  es  ne- 
cesario  hacer  dos  veces  estos  c41culos. 

Es  de  advertir,  que  nunca  se  observa  la  distancia  de  los  centros 
de  dos  astros ,  sinö  siempre  la  distancia  de  sus  bordes ;  se  debe ,  de 
consigniente ,  aumentar  6  disminuir  la  distancia  observada  de  los 
astros  en  la  suma  de  los  semi  -  diämetros  aparentes ,  segun  que  hayan 
sido  observados  los  bordes  mas  cercanos  6  lejanos.  Si  r  es  el  semi- 
diametro  horizontal  de  la  Luna,  este  semi  diametro  afeetado  de 
paralaje  se  espresa  por : 

r'=:r  (l+psenÄ), 

en  donde  p  denota  la  paralaje  horizontal  espresada  en  partes  del 
radio. 

Como  la  refraccion  disminuye  el  semi  -  di&metro  vertical  sin 
modificar  el  semi  -  diametro  horizontal,  se  y6  que  el  radio  trazado  en 
la  direccion  de  la  distancia  es  el  radio  vector  de  una  elipse,  cuyo 
eje  mayor  es  igual  al  diametro  horizontal  del  astro  y  cuyo  eje  menor 
ignaJ  k  su  diametro  vertical.  La  disminuicion  del  semi  -  di&metro 
vertical  puede  calcularse  por  las  förmulas  que  se  dar4n  en  VIII, 
cap.  VII ;  ademas  se  puede  sacar  este  valor  de  las  tablas ,  cuyo  argu- 
mento  es  la  altura  del  astro  y  las  que  se  encuentran  en  todos  los 
tratados  de  navegacion.  Sea  n  el  ängulo  comprendido  entre  la  di- 
reccion de  la  distancia  y  el  circulo  vertical  que  pasa  por^  el  astro, 
Ji  la  altura  del  segundo  astro  y  ^  la  distancia;  se  tendrä: 

sen  {A'  —  Ä)  cos  K 


seil  n  = 


coa7r  = 


luego : 


senz^ 

aenh'—coadaenh 
BenJcosh 


) 


En  seguida  se  halla  facilmente  mediante  la  ecuacion  de  la  elipse: 

h 


r  ~  — - 


cosir'-l--j8en«* 


en  donde  a  j  h  representan  respectivamente  el  semi  -  diametro  hori- 
zontal y  vertical. 
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Calculada  asi  la  distancia  aparente  de  los  centros  de  los  dos 

astros ,  se  obtiene  mediante  las  alturas  aparentes  y  verdaderas  de  los 

dos  astros  la  distancia  verdadera  de  los  centros  tal  como  se  veria 

desde  el  centro  de  la  Tierra.    En  efecto ,  designando  con  R\  li  j  A 

las  alturas  aparentes  y  la  distancia  aparente  de  los  dos  astros,  con 

^  la  diferencia  de  los  dos  azimutes ,  se  tendrä  en  el  ti'iangiilo  for- 

mado  por  el  zenit  y  los  lugares  aparentes  de  los  dos  astros: 

C08ii'=  senif '  scn  V  +  cosJ?'  cobV  cos^ 

=  008  (!?'->  Ä')  -  2co8lf '  008  Ä'  senj  J&*. 

Pero  si  representamos  por  H,  A  y  zf  las  alturas  verdaderas  j 
la  distancia  verdadera  de  los  dos  astros,  se  sigue  del  mismo  modo: 

cos  z/  =  eenlf  senÄ  4-  coslf  cosÄ  cos-E 

=  C08(if — Ä)  —  2 cos H cosÄ  8en  J  'E^, 

y  eliminando  de  ambas  ecuaciones  &  2sen^^^: 

C08Z^  =  C08(lf-Ä)4-3^J^7^3^[C08Z/-C08(ir  -  Ä  )].  (tt) 

Poniendo  ahora 

COHiZcOSÄ  _  1  .. 

C08Ü'C08Ä'~  C  ^     ' 

ser&  (7  >  1  en  la  mayor  parte  de  los  casos ;  lo  contrario  sucederi 
solo  cuando  la  altura  de  la  Luna  sea  mui  grande  y  la  del  segundo 
astro  mui  pequefia.    Si  ponemos  ademas 

H'-K=d:    j    H-h  =  d  (B) 

en  donde  cf  y  d  son  siempre  positivas,  sera  permitido  poner  tarabieu 

-yj— =  cosrt      y     — ^^—  =  008^  (G) 

puesto  que  para  el  caso  en  que  C  <[  1 ,  los  valores  de  cosrf'  y  cos^ 

son  mui  pequenos.   De  este  modo  la  ecuacion  (a)  se  trasforma  en  la 

siguiente : 

cos  J  —  cos  J"  =  cos  d  —  cos  d" 

ö  introduciendo  los  senos  de  la  semi  -  suma  y  semi  -  diferencia  de  los 
Ängulos,  y  reemplazando  el  seno  del  pequefio  angulo  A  — /('  por 
el  arco : 

^  '^senJ(^-hiJ  ) 

Si  tomamos  aqui  primero  sen  ^  (-^+  ^')  en  lugar  de  sen  J[-  (^+  ^"j 
y  ponemos : 
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tendr^mos : 

cuya  aproximacion  serä  las  mas  veces  suficiente.  Mas ,  si  J  difiere 
considerablemente  de  ^',  serä  necesario  repetir  el  ultimo  cälculo, 
buscando  un  nuevo  valor  de  x  mediante  el  que  acaba  de  resultar 
para  J ,  de  modo  qiie : 

Se  ba  siipuesto  aqui,  que  el  ängulo  E  tiene  el  mismo  valor  para 
un  punto  de  la  superficie  de  la  Tierra  y  para  el  centro  de  esta  ultima. 
Pero  en  el  n°-  8,  cap.  III  se  ha  becbo  ver,  que  la  paralaje  afecta 
tambien  al  azimut  de  la  Luna ,  y  que  se  tiene  que  agregar  al  azimut 
visto  desde  el  centro  de  la  Tierra  la  correccion : 

JA  =  -^  psenp^^qpj- 9')  sen ^ 

cosir 

para  ob  teuer  el  azimut  visto  desde  un  punto  de  la  superficie.  En 
la  förmula  que  da  cos  d  se  hubiera,  pues,  tenido  que  emplear 
cos  {E^  JA)  en  vez  de  cos-E=cos(^  —  a).  Pero  el  error  que  de 
aqui  resulta  para  z^  es : 


luego  tambien : 


,   .         coslTcoBfesenf^  — a)  ,  . 

ad  = — ^ dA 

Benz/ 


,  Q  pcn ;)  (tp  —  q>)  cos  /*  sen  A  sen  {A  —  a) 

a  ^  =  — ' : 

son  J 

cuya  correccion    debe   agregarse  todavia  al  valor   hallado  arriba 
para  /f. 

EJemplo.  El  2  de  Junio  de  1831  se  ha  observado  a  las  23^  8"  45« 
de  tiempo  verdadero  la  distancia  de  los  bordea  mas  cercanos  del  Sol 
y  de  la  Luna  i^'=^9(>®47'l0"  en  un  lugar  cuya  latitud  septentrional 
era  19^31'  y  cuya  lonjitud  estimada,  contada  al  Este  de  Greenwich, 
era  8^*50".  El  barömetro  sefialaba  'iO.O  pulgadas  inglesas,  el  termö- 
metro  88^  Fahr. ,  y  el  termömetro  esterior  90°  F. 


*  Bremicker,  über  die  Reduction  der  MonddiHtanzen.   Astr.  Nachr. 
Nr.  716. 
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Segun  el  Nautical  Almanac  las  posiciones  de  la  Lnna  j  del  Sol 

eran  las  siguientes : 

t.  m.  de  Greenwich 
Junio  2        12»» 
13 
14 
15 

Junio  2 


Asc.  recta  ([ 

Decl.  a 

paralaje 

336°  6'24".0 

-lO^öO'öS^O 

56'  44".  0 

38    4  .7 

41  48  . 4 

45  .9 

337     9  45  .  7 

32  35  . 0 

47  .9 

41  27  . 0 

23  17  .9 

49  .9 

Asc.  recta  0 

Decl. 

© 

12lJ        10^  5' 

23" 

.2 

+  22m' 48" 

.9 

13                 7 

56 

.9 

12 

8 

.4 

14                10  30 

.6 

12  27 

.9 

15                13 

4 

.1 

12  47 

.3. 

El  tiempo  observado  correspondia  ä  14*^  18™  4.V  de  tiempo  mediü 
de  Greenwich ,  y  para  esia  hora  se  tiene : 

Abc.  recta  ([  =  337"  19'  39".  6        Asc.  recta  ©  =     70"  11'  18".  5 

Decl.  J  =-10  29  41  .  3       Decl.  ©  =  +  22  12  33  . 9 

P=  56  48  .5  «=        8.5. 

A  los  &ngulos  borarios 

+  80"  2' 53".  8    y    - 12"  48' 45".  0 

corresponden  las  alturas  y  azimutes  verdaderos  de  la  Luna  y  del  Sol : 

Ä=  5"  41'  58".  4  Ä  =  77"  43'  56".  7 

^  =  +76"43'.6  a  =  -75"4'.4. 

La  paralaje  de  la  Luna  calculada  mediante  la  formula  rigorosa: 

tanff  ö'  =     g  SQ"^  »en  [ir  -  (gp  -  y )  cos  Ä] 
1  —  Q  aenp  cos  [z  —  {<p  —  9')  cos  J.] 

es  1?=  50' 35".  4;  luego  la  altura  apai-ente  de  la  Luna  if'=4®46'23".0. 
A  esta  hai  que  agregar  abora  la  refraccion.  Con  este  fin  se  busca  un 
yalor  aproximado  de  esta,  se  calcula  en  seguida  la  altura  aparente, 
y  mediante  esta  se  determina  de  nuevo  la  refraccion,  atendiendo  a 
las  indicaciones  de  los  instrumentos  meteorolöjicos.  Asi  se  obtiene 
Q  =  9' 3".  2;  luego  serä  la  altura  aparente  de  la  Luna: 

lf'=4"54'26".2. 

Para  el  Sol  se  balla  del  mismo  modo : 

Ä'=77"44'6".5. 

Multiplicando  la  paralaje  borizontal  por  0 .  2725 ,  resulta  el  senii- 
di&metro  de  la  Luna : 

r=15'28".8 
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j  con  este  valor  se  halla  el  semi  -  di4metro  afectado  de  paralaje : 

r'=15'30".  1. 

El  semi  -  diametro  vertical  se  disminuye  por  1a  refraccion  en 
26".  0,  el  angiilo  jc  es  igiial  ä  5*^48';  luego  el  radio  de  la  Luna  si- 
tuado  en  la  direccion  de  la  distancia  medida: 

r'  =  15'4".6, 

7  como  el  radio  del  Sol  era  =  15'47".0,  se  sigiie  la  distancia  aparente 
de  los  centros  del  Sol  y  de  la  Luna : 

^'=97018'!".  6. 
Ademas  las  förmulas  {Ä) ,  (B)  y  (C)  dan : 

log  C  =  0  .  000463 
d  =  72«  1'  68" 
d'=  72  49  40 
d"=  72  50  48 
^"=97  17  33 

y  finalmente  nn  doble  c&lculo  de  x  mediEinte  las  förmulas  (D)  y  (^) 
da  la  distancia  verdadera  del  Sol  y  de  la  Luna : 

z/ =196030' 39". 

Ahora  se  halla  en  el  Nautical  Almanac,  que  las  distancias  ver- 

daderas  de  los  centros  correspondientes  al  tiempo  medio  de  Green- 

widi  son: 

12h  97^3' 0".  4 

13  97  13  4  . 6 

14  96  43  6  . 6 

15  96  13  6  .2 

luego  la  distancia  90°  30' 30"  corresponde  k  1 4**  24"»  f>5« .  2  tiempo 
verdadero  de  Greenwich,  y  como  el  tiempo  verdadero  de  la  obser- 
vacion  era  de  23^8"45'.0,  la  lonjitud  del  lugar  resulta  igual  a 

gh  43m  49t .  g  al  Este  de  Greenwich. 

La  diferencia  de  lonjitud  asi  hallada  se  aproxima  tanto  a  la 
lonjitud  adoptada  arriba,  que  el  c^lculo  de  las  posiciones  del  Sol  y 
de  la  Luna  efec^-uado  para  el  tiempo  de  Greenwich  que  por  ultimo 
ha  resultado,  no  puede  orijinar  sino  un  pequeilo  error.  Si  la  dife- 
rencia bubiese  sido  considerable ,  se  habria  tenido  que  repetir  el 
calculo  con  las  posiciones  del  Sol  y  de  la  Luna  correspondientes  al 

tiempo  de  Greenwich  I4'*24"55*. 

24 
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Bessel  ha  dado  a  luz  en  el  n^*  220  de  las  Astronomische  Nach- 
richten'^ un  otro  m^todo,  mediante  el  cual  se  puede  determinar  cen 
g^*ande  exactitud  la  diferencia  en  lonjitud  por  medio  de  distancias 
lunares  observadas.  Mas  como  en  alta  mar  se  hace  uso  siempre  del 
metodo  que  precede ,  6  al  menos  de  un  metodo  analogo ,  y  como  en 
Tierra  paeden  emplearse  procedimientos  que  permiten  una  deter- 
minacion  mas  exacta  de  la  lonjitud ,  ya  no  es  necesario  esplicar  aqui 
mas  detalladamente  el  indicado  por  Bessel. 

• 

33  ♦  La  observacion  de  las  culminaciones  de  la  Lnna  en  dife- 
renies  lugares  ofrece  un  medio.  escelente  de  determinar  la  lonjitud. 
En  efecto,  a  causa  del  movimiento  r&pido  de  la  Luna  el  tiempo 
sidereo  de  la  culminacion  de  esta  ultima  es  diferente  para  los  dife- 
rentes  lugares  de  la  superficie  terrestre.  Por  consiguiente,  si  se 
conoce  la  yelocidad  con  la  que  yaria  la  ascension  recta,  se  puede 
deducir  de  la  diferencia  de  los  tiempos  sidereos  de  las  culminaciones 
observadas  en  diferentes  lugares  la  diferencia  en  lonjitud  de  estos  ül- 
timos.  Como  las  observaciones  se  hacen  en  el  meridiano,  este  metodo 
presenta  todavia  la  ventaja  de  que  la  paralaje  y  refraccion  no  tienen 
influjo  alguno  en  la  lonjitud  deducida.  Para  hacer  el  resultado  in- 
dependiente  tambien  de  los  errores  instrumentales,  no  se  observa 
realmente  en  los  dos  lugares  el  Uempo  sidereo  de  la  culminacion, 
sinö  las  diferencias  de  los  tiempos  sid6reos  de  la  culminacion  de  la 
Luna  y  de  cierto  nümero  de  estrellas  situadas  en  las  proximidades 
de  SU  paralelo ,  cuyas  posiciones  se  publican  anticipadamente  en  las 
efemerides  astronömicas  k  fin  de  que  los  obsei*yadores  puedan  obser- 
var  las  mismas  estrellas.  Este  metodo  fu6  ya  propuesto  por  Pigott 
en  el  ultimo  siglo ;  sin  embargo  no  se  ha  hecho  uso  de  6ste  sino  mas 
tarde  cuando  los  progresos  introducidos  en  los  m6todos  de  observar 
permitian  dar  la  seguridad  necesaria  ä  los  resultados  asi  obtenidos. 

Sea  a  la  ascension  recta  de  la  Luna  para  el  tiempo  T  de  un  primer 

meridiano  y  tt,  jtj  ,  etc.  sus  derivadas;  supongase  que  en  un  otro 

lugar,  cuya  lonjitud  oriental  sea  d ,  se  haya  observEbdo  la  culminacion 
de  la  Luna  al  tiempo  local  T+<  +  ^  correspondiente  al  tiempo  r+^ 


*  De  esta  memoria  de  Bessel  se  ha  tomado  tambien  el  ejemplo 
que  acaba  de  darse. 
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del  primer  meridiauo ;  la  ascension  recta  de  la  Luna  correspondiente 
4  esta  6poca  aerk : 

Si  ademas  la  culminacion  de  la  Luna  se  ha  observado  en  un 
otro  Ingar,  cuya  lonjitud  oriental  sea  (f,  al  tiempo  local  T+  <'+  ef 
correspondiente  al  tiempo  T  -^t'  del  primer  meridiano ,  se  tendrä 
para  esta  6poca  la  ascension  recta  de  la  Luna: 

Como  las  observaciones  se  suponen  hechas  en  el  meridiano,  los 
tiempos  sid^reos  de  las  observaciones  son  iguales  a  las  ascensiones 
rectas  verdaderas  de  la  Luna.  Suponiendo  ahora,  que  las  tablas  de 
las  que  se  han  tomado  los  valores  de  o  y  de  sus  derivadas ,  d6n  todos 
los  Talores  de  la  ascension  recta  de  la  Luna  demasiado  pequefios  en 
la  cantidad  ^  er ,  j  poniendo 

T  +  t+d  =  9 

88  tendra  las  ecuaciones  siguientes : 

luego : 

Como  tambien 

bastaria  determinar  (—  t  mediante  la  ecuacion  (a)  para  obtener  d'—  d. 
Esta  ecuacion  es  funcion  no  solo  de  f —  t,  sinö  ella  contiene  tambien 
kP — fi;  pero  por  una  trasformacion  conveniente  se  puede  con- 
vertirla  en  otra  en  que  solo  entre  f—t.  En  efecto,  introduciendose 
en  lugar  de  T  el  promedio  de  los  tiempos  T+^  j  T^  t\  esto  es, 
el  tiempo  T+i{t'+t)=T\   los  tiempos  T+t  y  T'+t  han  de 

reemplazarse  respectivaments  por  T'— ^  (#'— f)  y  T'+^(/—t), 

da 
Admitiendo,  pues,  que  a  y  las  derivadas  -r^  etc.  corresponden  al 

tiempo  T\  se  siguen  las  ecuaciones: 

24* 
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luego : 

Para  resolver  esta  ecuacion  con  respecto  a  {t' —  t) ,  se  despre- 
ciara  primero  el  termino  dependiente  de  (t' —  ty,  reemplazando  des- 
pues  k  f—t  en  el  segimdo  termino  por  el  valor  asi  obtenido.  De 
este  modo  resulta: 


ö'-ö     .  re-e 


da        ** 
üt 


da 
~dt 


dt^'  (c) 


Si  la  diferencia  en  lonjitud  de  los  dos  lugares  no  pasa  de 
2  horas,  el  segundo  termino  es  tan  pequeno  que  puedc  despreciarse 
completaraente . 

Con  esto  queda  resuelto  el  problema;  pero  para  la  aplicacion 
practica  es  necesario  agregar  todavia  algunas  advert«ncias.  Por  lo 
demas  se  v6 ,  que  la  resolucion  es  indirecta ,  puesto  qne  la  deter- 
minacion  de  T'  exije  ya  nu  conocimiento  aproximado  de  la  diferencia 
en  lonjitud. 

Supongamos  que  S  j  &  se  d^n  en  tiempo  sidereo ,  y  que  la 
diferencia  S' — &  este  espresada  en   segundos;   para  hallar  t'—i 

tambien  en  segundos ,  es  necesario  que  ^  esprese  el  movimient>o  de 

la  Lnna  duranto  un  segundo.  Llamando,  pues,  h  a  la  variacion  de  la 

ascension  recta  de  la  Luna  on  areo  durante   una  hora  de  tiempo 

sid^reo,  sera: 

da      ,        h 


=  tV. 


dt      '*    3600 

Pero  en  las  efemerides  se  dan  las  posiciones  de  la  Luna  no  refe- 
ridas  al  tiempo  sidereo  sino  al  tiempo  medio ,  y  por  tanto  se  hallara 
en  6stas  el  movimiento  de  la  Luna  durante  una  hora  de  tiempo 
medio.  Mas  como  3«6.242'X)  dias  sid6reos  son  iguales  a  365.24220 
dias  medios,  y  por  eso 

un  dia  sidereo  =0.9972693  diae  medios 

se  obtiene : 

da       ,     0.9972693,,  ,^ 

Tt  =  -^'       3600      ^'  ^^ 
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en  donde  K  representa  el  inovimieuto  en  aäcension  recta  de  la  Luna 

durante  una  hora  media. 

Eesulta  pues 

,_       15><_3600   9-9 

"0.9972603*      K     ' 

6 ,  segun  la  ecuacion  {b) , 

a^^d^{&-9Xx-  15  X  3600  Y 

^  V*      0.9972693/*/ 

El  segundo  t^rmiiio  contenido  en  el  parontesis  es  para  la  Luna 
siempre  mayor  que  la  uuidad,  per  cuya  razon  se  escribira  mejor: 


^      r     f^'     iQ  Y  15  X  3600        A  ,  , 

^-^^^®-^^(ö:9972693-Ä'-V'  ^ 


y  el  segundo  lugar,  en  donde  el  tiempo  de  obervacion  es  9\  se 
hallara  situado  al  Oeste  ö  Este  del  primer  lugar  segun  que  h' —  Ö 
sea  positiva  ö  negativa. 

En  la  practica  no  se  observa  nuuca  la  culminacion  del  centro 
mismo  de  la  Luna,  cuya  posicion  se  da  en  las  tablas,  sinö  uno 
-de  los  bordes;  de  cousiguiente  es  necesario  calcular  la  hora  de 
la  culminacion  del  centro  por  medio  del  tiempo  de  la  observacion. 
En  el  capitulo  VII  daremos  el  procedimiento  rigoroso  de  reducir 
las  observaciones  de  la  Luna  heclias  en  el  meridiano;  para  el 
objeto  propuesto  ac^ui  bastarä  entre  tanto  lo  que  sigue.  Se  llama 
primer  borde  a  aquel  que  pasa  primero  por  el  meridiano ,  esto  es, 
el  borde  cuya  ascension  recta  es  menor  que  la  del  centro  de  la 
Luna.  Para  obtener  la  ascension  recta  del  centro,  se  tendra  que 
agregar  cierta  correccion  al  tiempo  de  la  observacion  si  el  primer 
borde  ha  sido  observado ;  al  contrario  esta  correccion  debe  restarse 
81  el  segundo  borde  se  ha  observado.  Esta  correccion  ser4  igual  al 
tiempo  necesario  para  el  paso  del  semi  -  diametro  de  la  Luna  por  el 
meridiano,  es  decir,  igual  al  angulo  horario  correspondiente  al 
radio  de  este  astro.  Considerando  ahora  el  triangulo  rectangulo 
formado  por  el  polo ,  el  borde  de  la  Luna  situado  en  el  meridiano 
y  el  centro  de  6sta ,  cuya  posicion  suponemos  despejada  de  pa- 
ralaje,  y  designando  ä  la  declinacion  jeoc6ntrica  y  al  radio  jeo- 
centrico  de  la  Luna  con  d  y  i?,  al  angulo  horario  del  centro  con 
T,  sera: 

seui2 
senr— r-, 
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en  donde  r  se  espresa  en  tiempo.  Mas  como  la  ascension  recta  de  la 
Luna  ya  creciendo  continuamente ,  el  tiempo  que  tarda  la  Lima  en 

recorrer  el  angulo  horario  x  ser&  igual  a  737,  si  k  signi^fica  el  in- 

cremento  de  la  ascension  recta  de-  la  Luna  en  un  segundo  de  tiempo, 

da 

6  el  valor  de  ^  dado  por  la  ecuacion  (d).    Como  tambien  ö  y  B  son 

variables  con  el  tiempo ,  se  tendra ,  si  ^  y  0'  significan  los  tiempos 
a  que  el  borde  de  la  Luna  se  ha  observado  en  los  meridianos  de  los 
dos  lugares*: 

—  Vcosd      cosd/  i  —  l 
luego  segun  la  ecuacion  (e) : 

0.9972693  Ä' 


X  = 


3600 


en  donde  Ji  significa  el  movimiento  en  ascension  recta  de  la  Luna, 
espresado  en  tiempo  durante  una  hora  media,  y  en  doude  se  debe 
tomär  el  signo  superior  ö  inferior,  segun  que  haya  sido  observado 
el  primer  ö  segundo  borde. 

Si  el  instrumento  con  el  cual  se  observa  la  culminacion  de  la 
Luna  en  una  de  las  estaciones  no  estuviese  exactamente  situado  en 
el  meridiano ,  el  &ngulo  horario  de  la  Luna  no  seria  cero  en  el  in- 
stante de  la  observacion ,  y  si  este  angulo  es  5,  la  diferencia  en  lon- 
jitud  resultarä  defectuosa  en  la  cantidad 


/  15  X  3600         \ 
*\0. 9972693  V        / 


Este  m6todo  no  seria  de  utilidad  para  viajeros,  por  ser  siempre 
algo  dificil  el  colocar  un  instrumento  exactamente  en  el  meridiano,  y 
tanto  menos  cuanto  este  m^todo  exijiria  tambien  una  determinacion 
mui  exacta  del  tiempo.  Sin  embargo  y  estos  errores  se  evitan ,  com- 
parando  la  Luna  con  ciertas  estrellas  situadas  en  las  proximidades  de 
Bu  parsüelo,  porque  entonces  los  errores  instrumentales  tienen  el  mismo 


*  V^ase  el  n©.  21,  cap.  VII. 
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influjo  en  las  observaciones  de  la  Luna  y  de  la  estrella.  Observando, 
pues ,  en  ambos  lugares  tan  s61o  la  diferencia  de  la  ascension  recta 
de  la  Luna  y  de  la  esfxella,  esto  es,  el  tiempo  trascurrido  entre  los 
pasos  de  los  dos  astros ,  esta  d^erencia  es  del  todo  independiente  de 
los  errores  del  instromento.  Mas  como  la  diferencia  en  ascension 
recta  no  se  ha  observado  al  tiempo  de  la  culminacion  de  la  Luna, 
sinö  en  el  instante  en  que  el  angulo  horario  era  5,  es  decir,  cuando 
la  Luna  pasö  por  el  meridiano  de  un  lugar  cuya  diferencia  en  lon- 
jitud  con  respecto  al  lugar  de  observacion  es  igual  a  5,  la  diferen- 
cia en  lonjitud  de  los  dos  lugares  resultarä  erronea  en  la  cantidad  s. 
Se  debera,  por  tanto,  agregar  a  la  diferencia  de  lonjitud  asi  hallada 
el  valor  absoluto  del  angulo  horario  de  la  Luna  y  de  la  estrella  en 
el  momento  de  la  observacion ,  tomando  el  signo  positivo  6  negativo 
segun  que  el  meridiano  del  instrumento  caiga  dentro  6  fuera  del 
angulo  formado  por  los  meridianos  de  los  dos  lugares*.  Se  ensenarä 
mas  tarde  en  la  teoria  del  instrumento  de  pasos  (n**- 18 ,  cap.  VII) 
el  modo  de  deducir  de  los  errores  instrumentales  el  angulo  ho- 
rario s. 

A  fin  de  que  los  observadores  se  sirvan  siempre  de  las  mismas 
estrellas  de  comparacion ,  se  publica  cada  ano  en  el  Nautical  Alma- 
nac ,  y  conforme  con  ^ste  tambien  en  otras  efem6rides  astronömicas, 
una  lista  de  las  estrellas  situadas  cerca  del  paralelo  de  la  Luna  para 
todos  los  dias  en  que  la  Luna  puede  observarse  en  el  meridiano. 

JSjjenvploi  El  13  de  Julio  de  1848  se  han  observado  en  Buk  la 

Luna  y  las  estrellas  situadas  cerca  de  su  paralelo ;  los  tiempos  de  los 

pasos  meridianos  no  correjidos  del  estado  del  p6ndulo  han  sido  los 

ßiguientes**: 

17  Ophiuchi     17h   lm52«.64 

Q  Opliiuchi  12      6  .59 

Centro  de  la  Luna  27  34  .  60 

tk^  Sagittarii  18     4  52  .  99 

X  Sagittarii  18  48  .  12.  ■ 


*  Tambien  se  puede  agregar  k  la  diferencia  observada  de  las  ascen- 
siones  rectas  de  la  Luna  y  de  la  estrella  la  cantidad: 

,     sX 
♦*  V^ase  el  n».  21,  cap.  VII. 
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El  mismo  dia  fueron  observados  estos  mismos  asiros  tambien 
en  Hamburgo  coino  sigue: 

17  Ophiuchi  17h   im  42«.  61 

Q  Ophiuchi  41     56  .91 

([  1«  borde  25     50  .  43 

fi>  Sagittarii  18     4    43  .53 

X  Sagittarii  18    38  .56. 

£1  radio  de  la  Luna  al  tiempo  de  su  cubninacion  en  Hamburgo 
era  15' 2".  10,  la  declinacion  —  18^10'.  l  y  la  variacion  de  la  ascen- 
sion  recta  en  uua  hora  media  129"  .  8 ,  luego  X  =  0 .  03596.  Asl 
se  halla: 

- — ^ i  =  65B  66, 

(1  — i)C08* 

luego  el  tiempo  de  la  culminacion  del  centro  de  la  Luna: 

17^26«  56».  09. 

Ademas  se  obtiene  para  las  diferencias  entre  las  ascensiones 
rectas  de  las  estrellas  y  del  centro  de  la  Luna: 

para  Bilk:  para  Hamburgo: 

1]  Ophiuchi  +  25«  41« .  96  +  25»  13«.  48 

Q  Ophiuchi  -f- 15    28  .  Ol  +  14    50  .  18 

fi^  Sagittarii  -  37     18  .  39  -  37    47  .  44 

X  Sagittarii  -  51     13  .  52  -  51    42  .  47. 

Por  consiguiente  las  diferencias  entre  las  observaciones  hechas 
en  Bilk  y  Hamburgo  seran: 

S'-9^   +28».  48 

.    28  .  83 

29  .05 

28  .95 


promcdio  +28».  83. 

Pero  en  el  n®-  15  de  la  introduccion  hemos  hallado  los  siguientc^ 
valores  del  movimiento  horario  de  la  Luna  para  los  tiempos  de 
Berlin  que  a  continuacion  se  espresan : 

lOh       +  2m  9» .  77 

11  2     9  .91 

11  2    10  .05. 

Por  otra  parte  los  tiempos  de  la  obervacion  corresponden 
pröximamente 
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en'Bilk  a  10»»  30»  i  de  Berlin, 

en  Hamburgo  ä      10   16     „  „        „ 

Luego  sera: 

T'=10l»23m     y     Ä'=2m9>.82. 

Con  estos  datos  obtenemos  mediante  la  förmula  (e) : 

f|~d'=4-12m52«.83 

cuyo  valor  espresa  la  lonjitud  oriental  de  Hamburgo  con  respecto  ä 
Bilk.* 

Nota.  Como  h  es  pröximamcute  igual  ä  30',  el  coeficiente  de 
^'— ^  en  la  cuadon  (^)  sera  cerca  de  29.  Los  errores  de  observacion 
apareceran,  de  consiguente,  abultados  en  la  proporcion  de  1  a  29  en 
la  diferencia  de  lonjitud,  de  maneraque,  p.  ej.,  un  error  de  0«.2  come- 
tido  en  ^'— ^  orijinarä  un  error  de  6«  en  la  lonjitud. 


*  Si  en  los  dos  lugares  se  ha  observado  el  mismo  borde  de  la 
Luna,  la  förmula  {A)  sera  mas  cömoda  para  el  calciilo. 


CAPITÜLO  VI. 

DETERMINACION  DE  LAS  DIMENSIONES  DE  LA  TIERRA  Y  DE 
LAS  PAEALAJES  HORIZONTALES  DE  LOS  CUERPOS  CELESTES. 

En  los  capitulos  que  preceden  se  han  empleado  repetidas  veoes 
las  constantes  que  se  refieren  a  la  forma  y  dimensiones  de  la  Tierra, 
como  asimismo  los  angulos  bajo  los  que  aparece  el  radio  terrestre 
yisto  desde  otros  cuerpos  Celestes ,  esto  es ,  las  paralajes  horizontales 
de  los  astros ;  dar6mos  ahora  los  metodos  k  proposito  para  determi- 
nar  estas  constantes.  Las  paralajes  horizontales  del  Sol  7  de  la  Luna 
son  las  ünicas  que  se  determinan  directamente  por  la  observacion, 
mientras  que  las  distancias  de  los  planetas  7  cometas  k  la  Tierra, 
referidas  al  semi-eje  mayor  de  la  örbita  terrestre  como  nnidad,  se 
deducen  de  las  örbitas  descritas  por  estos  astros  en  tomo  del  Sol 
conforme  con  las  le7es  de  Kepler.  Ast  es,  que  para  obtener  las 
paralajes  horizontales  de  todos  estos  astros  basta  conocer  la  paralsge 
del  Sol ,  6  tambien  la  paralaje  horizontal  de  uno  de  estos  planetas. 


L  —  DETERMINACION  DE  LA  FIGURA  Y  DIMENCIONES  DE  LA 

TIERRA. 

1«  Tanto  la  teoria  como  tambien  las  medidas  efectuadas  prueban 
que  la  figura  de  la  Tierra  es  la  de  un  esferöide  achatado  en  los  polos, 
esto  es,  enjendrado  por  la  rotacion  de  una  elipse  al  rededor  de  su  eje 
menor.  Es  verdad  que  la  Tierra  solo  tendria  en  todo  rigor  esta 
forma,  si  ella  fuese  una  masa  flüida;  sin  embargo,  el  esferöide  acha- 
tado es  la  superficie  curba  jeom6trica  que  mas  se  aproxima  k  la 
figura  verdadera  de  la  superficie  de  la  Tierra. 
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Las  dimensiones  de  este  esferöide  se  determinan  mediante  me- 
diciones  de  arcos  de  meridiano  terrestres,  es  decir,  se  miden  per 
operaciones  jeod^sicas  las  dimensiones  lineares  de  an  arco  de  meri- 
diano comprendido  entre  dos  estaciones  y  al  mismo  tiempo  por  la 
observacion  de  las  latitudes  de  las  dos  estaciones  el  nümero  de  grados 
correspondientes  ä  dicho  arco.  Este  m6todo  es  mui  antiguo  y  ya 
Erastonenes  (300  anos  ante  J.  C.)  se  sirviö  de  61  para  determinar  la 
circtmferencia  de  la  Tierra  que  supuso  esf^rica.  Erastötenes  habia 
notado  que  las  villas  de  Alejandria  y  Siena  en  el  Ejipto  estaban 
situadas  pröximamente  bajo  el  mismo  meridiano.  Ademas  sabia  que 
'en  el  dia  del  solsticio  los  cuerpos  no  echaban  sombra  en  Siena,  de 
lo  cuäI  infirio,  que  este  lugar  debia  estar  situado  bajo  el  tröpico 
septentrional ;  el  mismo  dia  midio  en  Alejandria  la  distancia  zenital 
del  Sol  que  hallo  ser  de  7^12".  El  arco  de  meridiano  comprendido 
entre  Siena  y  Alejandria  era,  de  consiguiente ,  de  7^12',  6  igual  a  la 
cincuentava  parte  de  la  cireunferencia  de  la  Tierra.  Por  otra  parte 
sabia  Erastötenes ,  que  en  vista  de  las  mensuras  de  las  tierras  ejip- 
eias  la  distancia  de  los  dos  lugares  era  de  5000  estadios ,  de  donde 
dednjo  la  cireunferencia  de  la  Tierra  igual  ä  250000  estadios.  Esta 
determinacion  debia  resultar  defectuosa  por  diferentes  causas :  1^  los 
dos  lugares  no  estan  situados  sobre  el  mismo  meridiano ,  sinö  Siena 
esta  como  3^  al  Este  de  Alejandria.  2^.  Siena  no  se  halla  sobre  el 
tröpico  septentrional,  puesto  que  la  latitud  de  este  lugar,  segun  deter- 
minaciones  recientes  es  de  24^  8^,  mientras  que  la  oblicuidad  de  la 
ecliptica  al  tiempo  de  Erastötenes  era  igual  a  23^44';  3^  por  fin  la 
latitud  de  Alejandria  y  Ja  distancia  de  los  dos  lugares  habian  sido 
erröneamente  determinadas.  Sin  embargo,  a  Erastötenes  queda  el 
m6rito  de  baber  sido  el  primero  en  tratar  de  medir  las  dimenciones 
de  la  Tierra  y  de  haber  indicado  con  este  fin  un  m^todo  que  sirve 
todayla  en  la  actualidad. 

Despues  de  haber  demostrado  Newton  por  consideraciones  teöri- 
cas,  que  la  Tierra  no  es  una  esfera  sinö  un  esferöide,  ya  no  bastaba 
para  determinar  las  dimensiones  de  la  Tierra  medir  la  lonjitud  de 
an  grado  en  una  sola  rejion  de  la  superficie,  sinö  al  efecto  debian 
combinarse  dos  operaciones  de  esta  clase  hechas  bajo  latitudes  jnui 
diferentes ,  a  fin  de  poder  determinar  las  dimensiones  y  al  propip 
tiempo  el  achatamiento  del  esferöide  terrestre. 
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En  el  n°-  2,  cap.  III,  hemos  deducido  las  coordenadas  de  un 
punto  de  la  superficie  terrestre  con  respecto  ä  un  sistema  de  ejes 
situados  en  el  piano  del  meridiano ,  a  saber : 

a  cosm 
x  = 


yi  —  E*  seny* 

^a8en<p(l  — e*) 

yi  —  fi*  seu  <p* 

en  donde  se  designa  por  a  y  f  el  semi  -  eje  major  y  la  escentricidad 
de  la  elipse  nieridiana  y  por  q>  la  latitud  del  lugar  de  la  superficie. 
Adeas ,  si  h  representa  el  semi  -  eje  menor ,  el  radio  de  curbatura  en 
un  punto  de  la  elipse,  cuya  abscisa  es  ic,  se  espresa  por: 

r  =  («'-€*  a;*)^_      a(l-e') 

Luego ,  si  (r  es  la  lonjitud  de  un  grado  espresada  en  ima  medida 
linear  cualquiera,  y  go  la  latitud  de  lamediania  de  este  grado,  sera: 

«a(l-0 


G^  = 


180(l-6*8eng)«)^ 


Desiguando ,  pues ,  con  Gr  y  <)p  las  mismas  cantidades  relativas 
a  un  segundo  arco  de  meridiano ,  se  tendrä : 

6-  = — g, 

180(1 -e*8enqj'«)* 

y  la  escentricidad  de  la  elipse  se  haUa  por  la  förmula 


««  = 


'2        (^^\i  2 

Ben 9 *  —  \Tr')   86° 9 


Conocida  la  escentricidad,  se  halla  el  semi -eje  mayor  median  te 
una  de  las  förmulas  relativas  k  G  6  G\ 

I^emplo:  La  distancia  de  los  paralelos  de  Tarqui  y  Cotchesqoi 
en  el  Peru,  medida  por  Bouguer  y  Condamine ,  -es  igual  ä  176875.5 
toises  y  las  latitudes  de  estos  puntos  son  respectivamente : 

-304' 32".  068, 
+  0231.  387, 
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Ademas  hallo  Swanberg  la  distancia  de  los  paralelos  de  Malöm 
j  Pahtawara  en  Laponia  igual  a  92777  .  081  toises  y  sus  latitudes: 

65°  31'  30".  265  67°  8'  49".  830. 

De  las  oparaciones  hechas  en  el  Peru  se  deduce  para  la-  lonjitud 
de  un  gnvdo: 

0  =  66734.01  toisee  corresp.  ä  la  latitud  9  =  - 1°31'0",34 

y  de  las  hechas  en  Laponia: 

ö'=  57196 .  15  toises    corresp.  ä,  la  latitud  9'r^  66°  20'  10".  05. 

Con  estos  dados  se  halla  por  medio  de  las  f6rmulas  de  arriba: 

«■  =  0 .  0064351 
a  =  3271651  toises 


y  como  el  achatamiento  de  la  Tierra  es  a=l  —  ^l  —  «*: 

1 


a  = 


310.29 

Operaciones  de  este  j6nero  se  han  hecho  con  el  mayor  esmero 
en  diferentes  partes  de  la  superficie  de  la  Tierra.  Mas  estas  opera- 
ciones combinadas  dos  h  dos  conducen  a  valores  de  las  dimensiones 
de  la  Tierra  que  difieren  unos  de  otros ,  ya  sea  d  causa  de  los  errores 
de  observacion ,  ya  principalmente  4  causa  del  desvio  de  la  super- 
ficie terrestre  de  la  forma  rigorosamente  esferoidica.  Por  este  motivo 
es  necesario  deducir  de  todas  estas  determinaciones  aisladas  el  resul- 
tado  que  concuerde  lo  mas  exactamente  posible  con  las  diferentes 
mediciones  ejecutadas. 

2«   La  lonjitud  s  del  arco  de  una  curva  se  da  por  la  förmula 

-//Rio'-- 

Los  valores  de  dx  y  dy  se  obtienen  diferenciandose  con  re- 
specto  &  (p  las  espresiones  de  x  e  y  dadas  en  el  n**-  que  precede ; 
asi  la  lonjitud  de  un  arco  del  meridiano  eliptico  comprendido  entre 
el  ecuador  y  el  punto  cuya  latitud  es  g>,  sera : 


8 


V  (1-6»  seng)«)* 


DesaiTollando  en  serie  la  espresion  afectada  del  signo    T,  se 
halla: 
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_1  15  1^1 

reemplazando  las  potencias  de  sen  q>  por  los  cosenos  de  los  mültiplos 
de  <p  7  efectuando  las  integraciones  de  los  diferentes  törminos  segnn 
la  förmula: 


/ 


coilxdx  =  —  BenXx 
X 


resulta : 

«  =  a(l  —  «*)  E[<p  —  a  sen  2  <)p  +  ^  8en4  g?  —  etc.] 

en  donde  se  ha  puesto 

^=^-^T^  +64 '*-^  266  *•  +  ••• 

^         3    ,      15    .  ,    525    -  . 
8  32  1024 

„^       15    .  .    105    .  . 
^^=256«*-^lÖ24*'  +  - 

Sea  g  la  lonjitud  media  de  un  grado  de  meridiano  y  pongamos 
g)  =  180^  en  la  förmula  que  precede ;  tendr^mos : 

1805f  =  a(l-8«)^.«, 
luego  tambien: 

8  = [(f  —  ot  sen 29  +  ß  8en4  9  — . . .] 

Por  consiguiente  la  distancia  de  dos  paralelos  cuyas  latitades 
son  q>  j  q>\  es : 

8—8=  — ^[9'—  q>  —  2a  8en(9'— 9)co8((p'— 9) 

+  2  jS  sen 2  (9'  —  9)  cob2 (9'—  9)] , 

6,  si  el  arco  medido  9' —  9  se  designa  por  ?  y  9'+  9  por  2i,  y  se 
espresa  ademas  l  ed  segundos  median te  el  factor  w  =  20(5264.8, 

3600 

'■ (s'— 8)  =  Z--2u7a  Ken?co82X  +  2tc;|}8en2Zco84X. 

Si  introducimos  en  esta  förmnla  el  valor  observado  de  la  dife- 
rencia  de  las  latitudes  en  lugar  de  Z  y  la  lonjitud  medida  del  arco  me- 
ridiano en  lugar  de  s'  —  s,  esta  ecuacion  quedaria  satisfecha  solo  si 
se  adoptasen  para  gy  i^  esto  es,  para  g^  a  y  ß  los  valores  que  corre- 
sponden  precisamcnte  a  la  operacion  propuesta.  AI  contrario ,  si  se 
adoptan  los  valores  que  resultan  del  conjimto  de  las  medidas  ejeeu- 
tadas  en  diferentes  palses ,  se  tendra  que  agregar  ciertas  pequenas 
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correcciones  a  las  latitudes ,  a  fin  de  que  dicha  ecnacion  qnede  satis- 
fecha.  Beemplazando,  pues,  <p y  cp'  por  q>+xy  g>'+ic',  en  donde  xjx 
son  caniddades  pequeSas  cuyos  cuadrados  j  productos  pueden  despre- 
ciarse ,  y  no  tomando  en  consideracion  el  inflnjo  de  estas  yariaciones 
en  el  valor  de  L ,  resulta : 

3600 

{8*  —  8)  =  1  —  2wa  Beul  cos2  L  -h  2w  ß  Ben2l  gosAL  -h  {x*  —  x)  Q  f 

en  donde : 

p  ==  2  —  2 CK  cos?  C082 X  +  4/!f  cos 2  Z  C084 X. 

Asi  se  sigue: 
x—x  =  '—\ («'  — 8)  — (Z  —  2ti;a8enZcos2i4-2ii;Psen2Zco84i)J. 

Gada  observacion  de  las  latitudes  de  dos  lugares  de  la  superficie 
terrestre  j  de  la  distancia  de  sns  paralelos  condnce  k  una  ecuacion 
analoga  en  que  entran  las  correcciones  debidas  k  las  latitudes  obser- 
yadas.  Si  entonces  se  conocen  los  resultados  de  un  nümero  de  opera- 
ciones  jeod^sicas ,  de  modo  que  el  nümero  de  las  ecuaciones  de  esta 
forma  sea  major  que  el  nümero  de  las  incögnitas ,  se  determinar4n 
los  yalores  de  estas  ultimas ,  esto  es ,  de  ^  j  f  por  la  condicion  de 
que  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  errores  restantes  x' —  a:,  etc.  sea 
un  minimo.  Partiendo  de  Qq  j  a^  como  yalores  aproximados  de  g 
y  of,  y  poniendo: 

se  tendra,  si  se  desprecian  los  cuadrados  y  los  productos  de  t  y  Ä;: 

05— a;  =  — I («  —s)  —  l\  +  —  [a^Benlcos2L''ßoBen2lcoB^L] 

H («  —  «)  t  H oo  sen(  co82 X  —  ofo  t-^  sen  2 2  co84 X    A:. 


ßQ  representa  aqui  el  yalor  en  que  se  conyierte  ß  adoptando  para 

a  el  yalor  aproximado  Oq.  Para  hallar  kß^y  t^,  es  preciso  espresar 
ß  en  funcion  de  ^ ;  pero  se  tiene : 

8*  "^32^  "^1024*  '^••-  3  £  4  .  ill   «_. 

"       i^  3    2  .45  4  .  176   .  "■  8  *"*■  16*  "^1024'  ■'■••• 

'+4''  +  64*'-^  266  *•  +  ••• 
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Ignalmente  es: 

^      15    .  ,    15    -  . 
^=256*  +256^'  +  - 

Invii-tiendo  la  serie  relativa  &  « ,  se  sigue : 


hiego : 


ö       5     ,      35     . 

^      12      ^  108  "  ^  •  •  ■ 

y 

da      6  27 

Poniendo,  pues,  por  brevedad: 

2  M'  r  /  5  35       N  1 

-h  ^^—   «osenZ  C082X— (  7xffo'+  *-- flfo*)sen2Zco84i  1 

Q    L  \12  lOo       /  \         /  A\ 

1  3fioo , ,     ,  r      C^) 

a  = (s  —  8) 

h=  —  I  cfo  8en 2  cos 2  Z  —f  ^-  a^*  +  -^ cco*j  aen 22  cosiij , 
se  obtiene  la  ecuacion: 

La  combinaclon  de  la  cstacion  mas  austral  empleada  en  la  me- 
dicion  de  un  arco  de  meridiano  con  una  estacion  cualquiera  situada 
mas  al  Norte,  condiice  &  una  ecuacion  analoga  k  la  que  precede. 

Tratando  estas  ecuaciones  conforme  con  el  metodo  de  los  cua- 
drados  mcnores ,  las  ecuaciones  del  minimo  con  respecto  k  x^  i  j  h 
para  cada  medicion  de  un  arco  de  meridiano  ser&n  las  que  k  con- 
tinuacion  van  espresadas : 

fix-h[a]i  +  [b]k-^[n]=:0 
[a]x  +  [aa]  i  +  [ah]k  +  [an]  =  0 
[b]  x  +lah]  i  +  [6&]  k  +  \bn]  =  0, 

en  donde  fk  designa  el  nümero  de  las  laidtudes  observadas  en  una 
medicion  de  un  arco  de  meridiano.  Si  eliminamos  kx  de  estas  ecua- 
ciones resulta  que  cada  una  de  estas  mediciones  da  para  la  deter- 
minacion  de  i  y  k  las  dos  ecuaciones : 

0  =  [ani]  +  [aoi]  i  +  [aht]  k 
0=  [bnt]  -{•  [abi]i-^  [bbi]k, 
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en  donde  se  ban  conseryado  las  notaciones  adoptadas  en  el  n^-  28  de 
la  introdaccion.  Designando  por  (a  n^)  la  suma  de  las  diferentes  can- 
tidades  [an^l  halladas  en  las  diferentes  mediciones  de  arcos  de  meri- 
diano,  por  {aa^)  la  suma  de  todas  las  cantidades  [aa^],  se  tendra: 

0  =  (a  wt)  +  (a  ai)  i  +  (a  bi)  k 
0  =  (6  n,)  +  (a  &,)  i  +  (fe  &i)  k 

de  cujas  ecuaciones  resultaran  los  valores  maä  probables  de  i  j  k^ 

que  corresponden  al  conjunto  de  todas  las  mediciones  efectuadas. 

De  ^emplo  sirva  el   calculo  de  las   siguientes  mediciones  de 

arcos  de  meridiano. 

Distancia  de  los  paralelos 
espresada  en  toises 


Latitud 


l 


1)  arco  peruano. 

Tarqui  -304'32".068 

Cctchesqui       +  0  2  31  .  387         3°  7'  3".  45 

2)  arco  indiano. 
Trivandeporum  -f  11"  44' 62".  59 


176875 . 5. 


Paudni 

13  19  49  .02    1^34' 56".  43 
3)  arco  prusiano. 

89813 . 

010. 

Truns 

540 13' 11".  47 

Koenigsberg 

54  42  50  .50   0°  29' 39".  03 

28211 

.629 

Memel 

55  43  40  .  45    1  30  28  .  98 
4)  arco  sneco, 

86176 

.975. 

Malörn 

65°31'30".  265 

Pahtawara 

67  8  49  .830   1037'19".  56 

92777 

.981. 

Poniendo  abora: 


57008 


a  = 


l  +  /t 

400  ' 


se  obtiene : 


■^108*'° 


log «0  =  7.  39794 
<]  =4.41567 


log  [^  «ro 
log[|ao«4-|?ao*]=4.71670 


Sea  ademas : 


10000  i^y 
\Ok  =  z, 


las  cuatro  mediciones  de  arcos  de  meridiano  dan  las  ecuaciones : 

25 
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1)  x\-~Xi=+X'\  97  +  1. 1226y  + 5.60592? 

2)  a;'2-^«  =  +  0  .94  +  0.5697y4-2.6835;ar 

3)  Xi-Xi  =  -0  .37+0. 17792/ -0.2852;f 
x'\-xs  =  +  S  . 79  +  0. 5433y-0. 9167/ 

4)  a:'4-a;4  =  -0  .  öl +  0.5839y- 1.9711;? 

de  las  que  se  deduce : 

[n]      [a]  [b]  [an]  [ad]  [ab] 

1)  +1."97  +1.1225  +5.6059  +2.2113  +1.2600  +6.2924 

2)  +0.94  +0.5697  +2.5835  +0.5355  +0.3246  +1.4718 

3)  +3.42  +0.7212  -1.2009  +1.9933  +0.3268  -0.6482 

4)  -0.51  +0.5839  -1.9711  -0.2978  +0.3409  -1.1509 

[hn]  [hh] 

1)  +11.0436  +31.4254 

2)  +    2.4284  6.6712 

3)  -   3.3650  0.9198 

4)  +    1.0026  3.8853 

y 

[atii]  [aa:]  [a6,] 

1)  +1.1056  +0.6300  +3.1462 

2)  +0.2678  +0.1623  +0.7369 

3)  +1.1711  +0.1534  -0.2595 

4)  -0.1489  +0.1705  -0.5755 


(an,)  =  +  2. 3956,     (aa,)  =  + 1.1162,     (a&,)  =  + 3.0471, 

[&«i]  [hb,] 

+  5.5218  +15.7127 

+  1.2142  +   3.3371 

-1.9960  +    0.4391 

+  0.5013  +    1.9426 


(6«,)  =  +  5.2413,      (/>?;,)  =  +  21.4315. 

Asi  resultan  ]as  dos  ecuaciones  para  la  determinacion  dep  y  £• 

0=+2. 3956+1. 1162y+  3.047U 
0=+5. 2413+3. 047l3/+21.4315iEr, 

caya  resolucion  da: 

0= +0.099012 
2/=-2.4165, 

luego : 

t  =  -  0.00024165 ,         A-  =  +  0 .0099012; 


y  por  consiguiente : 


57008  .,    ..   «^ 

«-^-li^i^|?52L2  =  0.002621753. 
400 
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Como 

e*  =  --  a  ~  -:r  a*  +  4a' 
3  9 

se  obtiene : 

*«  =  0.006710073; 

el  valor  del  achatainiento  de  la  Tierra  sera  de  consiguiente : 


:i97.53 
Ademas  es: 


y  como 


86  halla: 


log  —  =  log  Kl  -  e*  =  9 .  9985380 


„=     A801L 


(1  -  O  En 


loga  =  6.5U7884,        log&  =  6.5133264. 

Bessel  ha  determinado*  de  este  modo  las  dimensiones  j  el 
acbatamiento  de  la  Tierra  mediante  diez  diferentes  mediciones'  de 
arcos  de  meridiano  y  obtenido  los  valores  mencionados  en  el  n***  1, 
cap.  III,  ä  saber: 

el  acbatamiento  a  = 


299 . 1528 

el  Bemi-eje  major  a  =  3272077 .  14  toises 
el  aemi-eje  menor  6  =  3261139.33      „ 

loga  =  6.5148235 
log&  =  6.5133693. 


IL  — DETERMIN ACION  DE  LAS  PARALA.TES  HORIZONTALES  DE 

LOS  ARTROS. 

La  observacion  de  la  posicion  de  un  astro  cercano  de  la  Tierra, 
hecba  en  dos  puntos  de  la  superficie  de  esta  ultima ,  permit.e  deter- 
minar  la  paraJaje  del  astro ,  6  lo  quo  es  lo  mismo ,  su  distancia  a  la 
Tierra  espresada  en  unidades  del  semi  -  eje  major  del  esferöide  ter- 
restre.  Como  se  conoce  por  los  m{;todos  que  preceden  el  valor  de 
este  eje ,  serä  facil  espresar  la  distancia  del  astro  a  la  Tierra  en  cual- 
quiera  medida  que  se  adopte  como  unidad. 


*  Aatronomiscbe  Nachrichten  Nr.  333  y  438. 

25* 
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Snpondr^mos  al  presente  que  las  dos  estaciones  estin  sitoadas 
sobre  el  mismo  meridiano  4  un  lado  j  otro  del  ecuador,  j  qne  la 
distancia  zenital  del  astro  se  ha  observado  desde  los  dos  pnntos  en 
el  instante  de  la  culminacion.  En  tal  caso  la  paralaje'  en  altnra  del 
astro  se  espresa,  segun  el  n**-  3?  cap.  III,  por: 

senp'=  ^sen^  sen  [z  —  {<p  —  9')] , 

en  donde  se  denota  por  p  la  paralaje  horizontal ,  por  e  la  distancia 
zenital  observada  7  correjida  de  refraccion ,  por  ip  j  €p  Ib,  latitad 
jeograüca  j  jeocentrica ,  y  por  q  la  distancia  del  lugar  de  observacion 
al  centro  de  la  Tierra.    Para  las  dos  estaciones  tenemos,  pues,  las 

ecuaciones : 

1    _p8eD[g~(y  —  y')] 
ßen^"~  senp' 

1     _  PI  sen  [Zi  -  (y,  -  <p\)] 
senp  senp'i 

Considerando  ahora  los  dos  triangulos  formados  por  el  astro, 
el  centro  de  la  Tierra  y  los  dos  lugares  de  ob.servacion  se  v6 ,  que 
en  iino  de  estos  tri4ngulos  el  4ngulo,  que  tiene  su  v§rtice  en  el 
astro ,  es  igual  a  p' ;  que  el  angulo  cayo  v6rtice  esta  en  el  lugar  de 
de  observacion  es  =180®  —  ^  +  <P  —  <p'»  7  el  &ngulo  cuyo  vfertice 
est4  en  el  centro  (p'ipd,  siendo  ö  la  declinacion  jeocentrica  del 
astro  y  tomando  el  signo  superior  ö  inferior  segun  que  el  astro  y 
el  lugar  de  observacion  esten  situados  al  mismo  lado  del  ecuaxlor 
6  en  lados  opuestos.  En  el  segundo  tri4ngulo  estos  ängulos  son  re- 
spectivamente :  p\ ,  iSO^— z^  + tp^-—  q>\  y  q)\  +  ö,    Se  tiene  pues : 

p   z=zZ  —tp'  ±_6 
p\  =  Zi-q>\T^ 

7 

i>'+i>'i  =  z  -^  Zt  —  9'  —  9 1. 

Designando  con  n  la  cantidad  conocida  i)'+i?\,  resulta  la 
ecuacion : 

Q8en[z~{<p-(p')]  __ Q  sen[Zi  -  (q>i  -  q>\)] 
senp'  Ben(7c—p')         ' 

de  donde  se  sigue: 

tani/p'= g8en»8en[g~(y~y)] 

^^      Qi  sen  [Zi  —  {qti  —  9',)]  +  p  cos  «  aen  [jj  —  (9  —  9')] ' 

ö,  tambien: 

^ngp' pi8en3r8eii[gt-(9i-9i)] 

^^  '      Q  sen  [i?  —  (9 — 9')]  4-  pi  cos  3r  sen  [zi  —  (91  —  9',)] ' 
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Despues  de  determiuada  ^  ö  ^\  se  deducira  j?  mediante  una  de 
las  dos  förmulas: 

senp' 
sen^  =  ^ 


Q  sen  [;?  —  (9  —  9')] ' 


sen«! 

Hasta  aqui  hemos  supuesto  los  dos  lugares  de  observacion  si- 
tuados  4  un  lado  y  otro  del  ecuador,  por  ser  esta  condicion  la  mas 
ventajosa  para  la  detenninacion  de  p. 

Si,  al  contrario,  los  dos  lugares  estan  situados  al  mismo  lado 
del  ecuador,  los  ängulos  en  el  centro  de  la  Tierra,  en  los  dos  trian- 
gulos  considerados  arnba,  son  iguales  a  qp'  "IfTd  en  el  primero  y  a 
(p\  +^  d  en  el  segnndo.   Pero  poniendo :  ^ 

m 

se  hallaran  p'  j  p\  mediante  las  mismas  ecnaciones  de  arriba. 

Si  los  dos  lugares  no  estan  situados  sobre  el  mismo  meridiano, 
como  arriba  se  ha  supaesto,  las  dos  observaciones  ya  no  podran 
hacerse  simultaneamente ,  y  en  tal  caso  es  preciso  tomar  en  cuenta 
la  variacion  de  la  declinacion  durante  el  int6rvalo. 

m 

De  este  modo  han  sido  detenninadas  en  los  anos  1751  y  1752 
las  paralajes  de  la  Luna  y  Marte.  Con  este  fin  observö  Lacaille 
las  distancias  zenitales  de  los  dos  astros  desde  el  Cabo  de  Buena- 
Espei*anza,  mientras  que  simultaneamente  se  hicieron  observaciones 
analogas  por  Cassini  desde  Paris,  por  Lalande  desde  Berlin,  por 
Zanotti  desde  Bologna  y  por  Bradley  desde  Greenwich.  Estas  esta- 
ciones  ocupan  una  situacion  mui  ventajosa.  La  diferencia  mas  grande 
de  las  latitudes,  correspondientes  al  Cabo  y  Berlin,  asciende  a  8ö®30'; 
al  paso  que  la  mayor  diferencia  en  lonjitud  es  la  que  corresponde  al 
Cabo  y  Greenwich  6  importa  1^15™,  int6rvalo  para  el  cual  el  movi- 
miento  de  la  Luna  en  declinacion  puede  tomarse  en  cuenta  con  la 
mayor  exactitud. 

De  estas  observaciones  se  ha  deducido  el  valor  de  la  paralaje 
horizontal  de  la  Luna,  para  su  distancia  media  a  la  Tierra,  igual  k 
bYb".  Una  nueva  discusion  de  todas  estas  observaciones  hecha  por 
Olufsen  diö  el  valor  57' 2".  64  bsgo  el  supuesto  de  que  el  achatamiento 

de  la  Tierra  es — .   Adoptando ,  al  contrario ,  el  valor  mas  pro- 
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bable  del  achatamiento ,  esto  es,  ,  resulta  57' 2".  80*.   Tanibien 

Henderson  ha  obervado  en  los  aftos  1832  y  ls33,  desde  el  Cabo  de 
Buena-Esperanza,  distancias  zenitales  meridianas  de  la  Luna,  de 
cuya  combinacion  con  observaciunes  bechas  simultaneamente  en 
Greenwich  dedujo  la  poralaje  horizontal  media  igual  a  57'  l".  8**. 
En  las  tablas  de  la  Luna  de  Burkhard!  el  valor  de  esta  constante  se 
ha  adoptado  igual  ä  57' O".  52  y  en  las  de  Hansen  a  5ö'59".59. 

Cuando  en  realidad  se  trata  de  determinar  la  paralaje  de  la 
Luna  mediante  observaciones  hechas  desde  diferentes  puntos  de  la 
superficie  de  la  Tierra,  la  resolucion  que  acaba  de  darse  no  es  sufi- 
ciente,  puesto  que  en  las  dos  estaciones  no  puede  observarse  sine  el 
borde  de  la  Luna,  y  para  la  reduccion  es  necesario  conocer  el  radio 
de  la  Luna  el  cual  por  su  parte  es  variable  con  la  paralaje. 

Si  se  designan  por  r  y  /  los  semi  -  diämetros  aparentes  de  la 
Luna  vistos  desde  el  centro  de  la  Tierra  y  desde  el  lugar  de  obser- 
vacion ,  por  J  y  ^  las  distancias  de  la  Luna  al  centro  de  la  Tierra 
y  al  lugar  de  observacion ,  se  tiene : 

sen/  _  J 
senr  ""  ^ 

Ademas  el  triangulo  formado  por  el  centro  de  la  Tierra,  el  de 
la  Luna  y  el  lugar  de  observacion  da : 

J  _  Ben(180^Ä') 

en  donde  z  signiiica  el  angulo  que  la  linea  tirada  del  lugar  de  obser- 
vacion al  centro  de  la  Luna  forma  con  el  radio  de  la  Tierra  en  dicho 
punto.  Si ,  ademas ,  es  ;?  la  distancia  zenital  observada  del  borde  de 
la  Luna ,  hai  entre  ^  y  /  la  relacion : 

z'  =.z  —  {tp  —  tp)  ±,r 

en  la  que  el  signo  superior  corresponde  al  borde  superior  y  vice- 
versa.    Luego  se  tiene: 

d sen [z  —  (9)  —  (p) ±, r] 

^  ~  Ben  [z-'{(p  —  <p')— p' +./]' 


*  Astronomische  Nachrichten  Nr.  326. 
Astronomische  Nachrichten  Nr.  338. 
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^  8611  y 

Beemplazando  a  -^  por ,  y  eliminando  a  p  por  medio  de  la 

ecuacion : 

sen^)'  =  ^ Ben^) sen [i^  —  («p  —  g?')  ^l r] , 

se  obtendra ,   si  al  mismo  tiempo  se  pone  ^  =  1  j  se  designa  por 
brevedad  jg  —  (cp  =  cp')  por  ;y : 

Ben  r  =  aenr  +  aen  r  senp  cos  {z  +  r')  +  J  sen  r'  aen|)*  sen  (0  i  r')*, 
6,  despreciando  los  t6rminos  qae  pasan  del  tercer  örden 

r^r-\- Ben r  sen/) cos (^  +  r)  +  ^  sen r sen/)* sen (r  +  r)*. 

Llamando  Z  ä  la  distancia  zenital  jeocentrica  del  centro  de  la 
Luna,  86  espresara  6sta  por  la  distancia  zenital  z  del  borde  observado 

median te  la  förmula : 

^         ,     ,               «   /     1     'N     8enp*Ben(-8f  +  r')» 
Z  =  jp  +  r  —  sen^  öen(Ä  ±  r ) — =^ — - , 

6 

ö,  sustituyendo  en  vez  de  /  el  valor  hallado  arriba: 

Z^z  ±  r  i  senr  aenp  co8(2r  J;^  r)  +  ^aenr  aen/)*  Ben(«  +  r)' 

senp'8en(£f  +  r)' 


—  aen j?  aen  {z  i  r)  — 


6 


Si  se  desarrolla  esta  ecuacion,  despreciando  los  t^rminos  que  con 
respecto  kp  ^  r  sean  de  un  örden  superior  al  tercero ,  se  sigue : 

-Z=  «  +.  r  —  aenr*  aen/)  aen;?  jf  Jsenr  aenp*  aenjs* 

senp'aen^f' 
—  aen  2)  coa  r  aen  z-\-\  aenp  aen  r*  aen  z ^-z , 

6  sustituyendo  1  —  ^senr^  en  vez  de  cosr,  y  volviendo  4  introducir 

^  sen|7  en  lugar  de  sen|} : 

Z=z  +. r  —  9  aenp  sen^r  —  \  g  senp  ßenz  aenr'  i  J  9*  senp*  aenr  aenaf* 

^'senjp'sen^* 
6  • 

Si  finalmente  ponemos 

aenr  =  Ä;  aen  p, 

luego : 

r=:k  aenp  +  Jfe'  aenp' 

y  si  introducimos  de  nuevo  z  —  k  en  lugar  de  z ,  siendo  k  =  (p  —  q>\ 

obtendr^mos  para  Z  la  espresion : 

aen  t) 
Z= £?  —  A  —  aenp  [9  8en(;ef  —  A)  +  Ä] r —  [^  aen (;?  —  Z)  +"  k]\ 

6 

Si  ahora  representa  D  la  declinacion  jeocentrica  del  centro  de 
la  Luna,  d  la  declinacion  observada  del  borde,  se  tiene: 

JD  —  v'-z,  ^  =  9'— («  — X). 
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La  sustitucion  de  estos  vaJores  d&t 

S6I1  o'  

D  =  d-{-  senp  [o  seu (2f  —  i)  4I  k]  H ~-  [9  &en{z  —  A)  +  fc]'. 

Las  cantidades  g  y  k  dependen  del  achatamiento  de  la  Tierra. 
Como  es  de  desear  quo  la  espresion  para  la  paralaje  de  la  Luna 
tenga  una  forma  que  permita  aplicar  de  un  modo  sencillo  cualquiera 
correccion  debida  a  un  cambio  del  valor  adoptado  del  achatamiento, 
es  necesario  desaiTollar  dicha  espresion  de  manera,  que  contenga 
esplicitamente  ä  este  ultimo.    En  el  n**-  2 ,  cap.  III ,  hemos  hallado : 

<P  —  9  =    ö  .  r»  8en2  Qp  + . . .  = . =-5  sen 2 op  +  • . . 

Introduciendo  el  achatamiente  a  mediantc  la  ecuacion : 

6« 


l--,  =  2a-a* 

y  despreciando  los  terminos  del  Orden  a*,  vendr&: 

<p  —  9'=  Z  =  a  sen  2  9. 
Ademas  es : 
_    j       ^  cos  y'  (1  ~e')*8en9*_  1  — 2«*8eng)'4-8^senqp* 

^  "~  ^  ~  1  —  £*  sen qp*       1  —  fc*  ßeny*  ""  1  —  «•  sen 9* 

Si  introducimos  tambien  aqui  de  nuevo  k  a  por  medio  de  la 

ecuacion : 

e«  =  2a-a« 

y  despreciamos  los  terminos  del  örden  a^,  tendr^mos: 

9=1  —  «  sen  qp*. 

De  este  modo  la  ultima  espresion  relativa  k  D  sera: 
D  =  d  -f  [senj?  4^  ^'J  sen/)  —  [sen 9*  sen^f  -I-  8en2<p  cosier]  a  8en|> 

-f  [sen-?  4.  k]^—^' 

Gada  observacion  de  un  borde  de  la  Luna  hecha  desde  un  lugar 
del  hemisferio  septentrional  conduce  a  una  ecuacion  de  esta  forma, 
en  la  que  el  signo  superior  corresponde  al  borde  superior  de  la 
Luna  y  el  signo  inferior  a  su  borde  inferior. 

Del  mismo  modo  se  halla  para  un  lugar  del  hemisferio  austral: 

Dl  =  d|  —  [sen^Ti  4.  A]  sen/Ji  —  [sen^i  4:  k]^  — 3^ 
+  [aen  91*  f^nz^  +  sen 2  91  cos^j]  sen;?!. 
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Sean  ahora  t  j  t^  los  tiempos  medios  de  un  primer  meridiano 
correspondientes  ä  las  dos  observaciones ,  Dq  la  declinacion  jeoc^n- 

trica  de  la  Luna  al  tiempo  arbitrario  T,  y  -^-  -  la  variacion  de  la 

declinacion  de  la  Luna  durante  una  hora  de  tiempo  medio ,  conside- 
rada  como  positiva  si  la  Luna  est&  aproximandose  al  polo  septen- 
tribnal ;  las  dos  ecuaciones  relativas  k  D  j  D^  d4n : 

(^1  —  t) -jr-  =di-  8  —  [sen  5,  +  Ä;  —  a  (sen qpi* BenZi  +  aen 2  qpj  cob^,)]  sen pi 

—  [sen^  +"  Ä  —  « (sen qp*  sen z  -f  sen 2 9  co9Z)]  senp 

r  ■— m^enpi"     ,         _.  ,,8enjp' 

—  [senZi  -^  Ä:]'  — ^ —  [sen^  +  k]  — r^--- 

6  6 

Ademas  si  p^  es  la  pai*alaje  al  tiempo  T  y  —^  la  variacion 
horaria  de  ella,  se  tendra: 

senp  =8enpo-f  ccsj^o  T?  (*  ~  ^) 

8en|)i =8enj)o  +  co&po  ^  {U  —  T). 

Se  obtiene,  de  consiguiente,  para  la  determinacion  de  la  paralaje 
al  tiempo  T  la  ecuacion: 

0  =  a,  -  ^  -f  (« -  *,)  ^  -  [{^nz,  +  ky  4-  sen {ß  .f  Ä:)»]  ?5^' 

-  ^  co8i?o  [(8en;s  +  k)  (t  -T)  +  (sen^r,  T  ^)  (^  -  ^)] 

_  — , ,,  i    sen  qp*  8en;?-f  Ben2a)  C08-Ji  ^ 

Si  en  las  dos  estaciones  se  lian  observado  bordes  distintos  de 
la  Luna ,  el  coeficiente  de  sen^^^  ser4  independiente  de  A; ,  y  como  en 
tal  caso  esta  cantidad  no  entra  sino  en  los  pequefios  t6rminos  mul- 

tiplicados  por  sen  Pq  J  -^i  tambien  el  valor  hallado  de  p^  es  inde- 
pendiente de  un  error  cometido  en  k.    Ademas  como  se  conoce ,  por 


*  Para  tomar  en  cuenta  las  Begundas  derivadas  se  tiene  que  agre- 
gar  todayfa  el  t^rmino: 

l[(«-r)«-(<,-r)']^- 

Es  claro  que  este  tärmino  se  anula,  si 
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daterminaciones  anteriores  la  parali^e  con  bastante  aproximacion 
para  poder  calculai'  el  tercer  y  cuarto  t^rmino  de  la  förmula  sin  error 
apreciable,  es  licito  considerar  como  conocidos  los  cuatro  primeros 
t^rminos ,  puesto  que  las  cantidades  qiie  entran  en  eUos  se  dän  ö  por 
las  observaciones ,  6  ellas  paeden  tomarse  de  las  tablas  de  la  Lnna. 
Designaudo,  pues,  la  snma  de  estos  t^rminos  con  n,  el  coeficiente 
de  senj9y  con  a,  y  el  de  a  senpQ  con  &,  se  sigue  la  ecuacion: 

0  =  n  —  senpo  {a  —  ha), 

que  da  p^  en  fancion  de  a.  Pero  no  se  trata  de  hallar  la  paralaje 
horizontal  pQ  correspondiente  al  tiempo  T,  sino  la  paralaje  horizon- 
tal media,  esto  es,  el  valor  de  esta  paralaje  horizontal  para  la 
distancia  media  de  la  Luna'^.  Luego ,  si  £*  es  la  paralaje  horizontal 
media  adoptada  en  las  tablas  lunares  y  ^  el  valor  de  esta  paralaje 
que  d^n  las  tablas  para  el  tiempo  T  y  finalmente  U  el  yalor  boscado 
de  la  paralaje  horizontal  media ,  se  tiene : 

aenpo  =  ^  sen  n  =  ß  sen  21. 
Ji. 

La  ecuacion  de  condicion  que  precede  sera  de  consiguiente : 

0  = sen  ZI  (a  —  ha). 

Ejemplo:  El  23  de  Febrero  de  1752  observö  Lalande  desde 
Berlin  la  declinacion  del  borde  inferior  de  la  Luna: 

a  =  +  200  26'26".  2, 

mientras  que  LacaiUe,  observando  en  el  Cabo  de  Buena-Esperanza, 
hallo  la  declinacion  del  borde  superior : 

a,  =  4- 21046' 44".  8. 

El  promedio  de  los  tiempos  de  observacion ,  espresado  en  tiempo 
medio  de  Paris,  era:  T=6^40™,  y  para  esta  6poca  las  tablas  lu- 
nares de  Burkhardt  dan : 

^  =  -  34".  16 ,      n  =  59'  24".  54 ,      ^  =  +  O".  28. 
at  dt 

Las  latitudes  de  las  dos  estaciones  son: 

<p  =  62«  30'  16",  gji  =  33°  56'  3"  austral. 


*  Esta  distancia  media  es  igual  el  semi-eje  mayor  de  la  6rbita 
ellptica  de  la  Luna. 
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Como  el  Cabo  esta  situado  20°'19*.5  al  Este  de  Berlin,  y  el 
acrecentamiento  horario  de  la  ascension  recta  de  la  Luna  era 
de  Hb'io",  la  culminacion  de  la  Luna  en  Berlin  debiö  tener  lugar 
21"»  11»  mas  tarde  que  en  el  Cabo;  luego: 

ademas: 

Ä, -a  =  4-l°20'19".6. 

Adoptando  A;  =  0 .  2725 ,  el  tercer  törmino  dependiente  de  sen^r* 

es  igual  a  —  o".  12;  luego,  si  se  desprecia  el  termino  multiplicado 

dl) 
per  »Y  que  es  del  todo  insignificante : 

n  =  +  l«20'7".42 
ö ,  en  partes  del  radio : 

n  =  +  0  .  023307 

j  como  el  valor  de  la  paralaje  adoptado  en  las  tablas  lunares  de 

Burkhardt  es : 

JK:=57'o".52 

serik: 
luego : 


log^  =  0.01792, 


—  =  +  0.022366. 


Como: 
se  halla: 


^  =  32»3'5r    y    £r,=6ö042'48" 

a  =  + 1.3571    y     6  =  +  1.9321 

y  con  esto  se  sigue  la  ecuacion  para  la  determinacion  de  sen  /7: 

0  =  +  0.022365--8en77(1.3571- 1.9321a). 

Cada  combinacion  de  dos  observaciones  de  este  jenero  con- 
ducira  a  una  ecuacion  de  la  forma : 

0= x(a  —  ha\ 

ft 

üna  sola  ecuacion  de  esta  forma  dara  el  valor  de  x  =  sen  i7, 
que  para  un  valor  determinado  de  a  satisface  k  esta  ecuacion.  Adop- 
tando, p.  ej.,  tt=  ,,  la  ecuacion  anterior  da: 

log  sen  71=  8.21901 
77=  56' 66".  4, 
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Pero  si  se  puede  disponer  de  un  gran  nümero  de  ecaaciones  de 
esta  forma,  se  las  tratara  conforme  al  m^todo  de  los  cuadrados  me- 
nores,  y  la  ecuacion  del  minimo  con  respecto  a  x  ser&: 

[aa]  X  —  ]ab]  ax—\  a  —  |  =  0, 
luego : 

[%]      [«6]  [%]      [y]    [ah]^ 

[aa]        [aa]  [aa]  [aa]      [aa] 

Vali^ndose  de  este  in6todo  Olufsen  ha  determinado  el  valor  de 
la  paralaje  horizontal  media  de  la  Luna  mencionado  arriba,  es  decir, 
57' 2".  80*.  Como  la  paralaje  de  la  Luna  es  considerable,  se  la 
puede  determinar  ja  con  cierta  aproximacion  por  observaciones 
hechas  desde  uh  mismo  lugar  de  la  Tierra,  combinando  al  efecto  las 
observaciones  hechas  en  las  proximidades  del  zenit,  para  las  que  la 
paralaje  en  altura  es  pequena ,  con  otras  hechas  en  las  proximidades 
del  horizonte ,  en  donde  la  paralaje  llega  a  su  m&ximo.  De  este  modo 
descubriö  tambien  Hiparco  la  paralaje  de  la  Luna,  notando  este 
aströnomo  en  el  movimiento  de  la  Luna  un  t^rmino  dependiente  de 
SU  altura,  cuyo  periodo  era  de  un  dia. 

4*  La  paralaje  horizontal  del  Sol  es  demasiado  pequefia  para 
poder  determinarla  con  exactitud  por  el  m^todo  que  precede;  sin 
embargo,  los  primeros  valores  aproximados  han  sido  obtenidos  de  este 
modo.  En  efecto ,  de  las  observaciones  meridianas  de  Marte  hechas 
en  1671  por  Richer  en  Cayena  y  por  Picard  y  Roemer  en  Paris  se 
dedujo  la  paralaje  horizontal  de  este  planeta  igual  k  25".  5.  Mas  si 
se  conoce  la  paralaje  6  distancia  de  un  planeta  es  facil  hallar  las 
distancias  de  todos  los  demas  planetas  y  tambien  la  del  Sol  mediante 
la  tercera  ley  de  Kepler ,  segun  la  cual  los  cubos  de  los  semi  -  ejes 
mayores  de  las  örbitas  planetarias  son  proporcionales  a  los  cuadra- 
dos de  los  tiempos  de  revolucion.  De  este  modo  resultö  del  valor 
de  la  paralaje  de  Marte  que  acaba  de  darse,  la  del  Sol  iguaJ  a 
9".  5.  Las  observaciones  simult^neas  hechas  por  Lacaille  y  Lalande, 
mencionadas  arriba,  dieron  el  valor  de  la  constante  con  menos 
exactitud  todavla ,  es  decir ,  10".  25.    Las  observaciones  hechas  re- 


*  Astronomische  Nachrichten  Nr.  326. 
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cientemente  por  Gillis  en  Chile*  tampoco  han  contribuido  ei^  nada 
a  iin  conocimiento  mas  perfecto  de  la  paralaje ,  cuyo  resultado  debe 
atribuirse  en  parte  a  la  escasez  de  obseryaciones  simultaneas ,  practi- 
cadas  desde  el  bemisferio  septentrional**.  Si  bien  todos  los  resulta- 
dos  obtenidos  por  este  m^todo  sean  insuficientes ,  es  no  obstante  de 
desear  que  se  lo  practique  de  nuevo,  ö  que  se  emplee  el  m6todo  ana- 
logo  propuesto  por  Gerling  en  el  n9-  590  der  astronomischen  Nachrich- 
ten, que  permite  deducir  la  paralaje  del  Sol  de  las  obseryaciones  de 
Venus  hechas  al  tiempo  de  sus  estaciones,  atendido  que  con  los  instru- 
mentos  tan  perfectos  que  hoi  dia  se  encuentran  a  disposicion  del  obser- 
yador  se  obtendrian  seguramente  de  este  modo  resultados  mas  exactos. 


*  U.  S.  Naval  astronomical  Expedition  to  Chile,  Vol.  III. 
**  üna  nueva  determinacion  de  la  paralaje  del  Sol  ha  sido  ejecu- 
tada  al  tiempo  de  la  oposicion  de  Marte  en  1862,  en  cuyo  trabajo  to- 
maron  parte  yarios  observatorios.  Las  obseryaciones  hechas  en  esta 
oeasion  eran  do  dos  clases,  k  saber:  1^  obseryaciones  de  Marte  y  de 
ciertas  estrellas  practicadas  con  circulos  meridianos,  conformandose  en 
esto  los  obseryadores  con  un  mismo  metodo  de  observar  discurrido  an- 
ticipadamente.  2°  mediciones  micromätricas  hechas  con  ecuatoriales  y 
destinadas  ä  ^jar  las  posiciones  de  Marte  con  respecto  k  ciertas  estrellas 
indicadas  de  antemano  como  estrellas  de  comparacion.  Esta  ultima  clase 
de  obseryaciones ,  que  presentan  sobre  las  otras  la  yentaja  de  poder  repe- 
tirse  en  las  proximidades  de  Marte  al  meridiano,  se  hicieron  desde  los 
obseryatorios  de  Washington,  Upsala  y  Santiago.  —  Creeraos  de  interes 
dar  aqui  en  resümen  los  yalores  de  la  paralaje  solar  hallados  por  las 
determinaciones  mas  recientes. 

1°.  Las  mediciones  micromdtricas  relatiyas  k  Marte  hechas  en  1862 
desde  los  obseryatorios  de  Washington^  Upsala  y  Santiago  dieron    8".  842 

2^  Resultado  del  conjunto  de  las  obseryaciones  meridianas 
de  Marte  yerificadas  en  1862  desde  yarios  obseryatorios  situa- 
dos  en  los  dos  hemisferios 8  .  855 

S9.  Resultado  de  la  nueya  discusion,  hecha  por  Powalky, 
de  los  pasos  de  Venus  por  el  SoV  obseryados  en  1769      .        .    8  .86 

4°.  La  combinacion  de  la  yelocidad  de  la  luz,  determinada 
esperimentalmente  por  Foucault,  con  la  constante  de  la  aberra- 
cion  ayeriguada  por  Struye  da 8  .  86 

5^  yalor  deducido  de  la  desigualdad  paraläctica  de  la  Luna    8  .  838 

6^  yalor  deducido  de  la  desigualdad  lunar  en  el  moyi- 
miento  de  la  Tierra 8  .809 

Väase  Vierteljahrs-Schrift  der  astronomischen  Gesellschaft, 
III.  Jahrgang,  2.  Heft. 

n.  d.  t. 
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Con  todo  el  medio  mas  adecuado  para  la  determinacion  de  la 
paralaje  del  Sol  ae  funda  en  los  observaciones  de  los  pasos  de  Veiiiis 
por  el  Sol ,  cujo  m6todo  ha  sido  propuesto  primero  por  Hallej.  £1 
calculo  de  estos  fenömcnos  paede  efectuarse  por  medio  de  las  förmn- 
las  dadas  en  los  u^'-  29  y  31  del  capitulo  que  precede.  Mas  Encke  ha 
publicado  en  el  Jahrbuche  für  1842  un  m/^todo  mas  comodo  por  el 
cual  se  determina  primero  el  fenomeno  con  respecto  al  centro  de  la 
Tierra,  para  deducir  en  segiiida  de  este  resultado  las  diferentes  fases 
del  paso ,  correspondientes  a  un  lugar  cualquiera  de  la  superfieie  de 
la  Tierra. 

Sean  «,  5,  ^  y  D  las  ascensiones  rectas  y  declinaciones  jeocen- 
tricas  de  Venus  y  del  Sol  para  un  tiempo  T  pröximo  k  la  6poca  de 
la  conjuncion  y  referido  4  un  primer  meridiano;  ademas  sea  en  el 
tri4ngulo,  formado  por  el  polo  del  ecuador  y  los  centros  de  Venus 
y  Sol,  m  la  distancia  de  ambos  centros  j  M  j  180  —  M'  los  angolos 
cuyos  v6rtices  se  hallan  en  los  centros  del  Sol  y  de  Venus.  Las  för- 
mulas  de  Gauss  dan: 

sen  J  wi.  äen  J  {M*  +  M)  =  sen  K«  —  ^)  cos  |(d  +  D) 
Ben  4  wj .  cos  i  (itf '  +  M)  =  cos  i(a  —  Ä)  senj  (9  —  D) 
cos  ^m .  sen  4  {M'  —  M)  =  sen  ^{a  —  A)  senj  (8  +  D) 
cos  Jw .  co»^{M'—  M)  =  cos  4 (a  —  -4)  cos  i  (^  —  D) 

y  como  en  los  instantes  de  los  contactos ,  a  —  Ä  y  ö  —  D  y  por 
consiguiente  m  y  M'  —  M  son  cantidades  pequefias ,  estas  förmulas 
se  reducen  entonces  h: 


m  sen  ikf  =  (a  —  Ä)  cos^  {8  -\-  B) 
m  cos  M—  8  —  T>. 


(^1 


Poniendo  tambien: 


n  8en^=    ^^    — ^  coBi(d  +  D) 
dt 


(B) 


en  donde     ^   ,  —  y        , — ^^  representan  las  variaciones  relativas 

de  la  ascension  recta  y  declinacion  en  la  unidad  adoptada  de  tiempo, 
y  Uamando  T+t  b\  tiempo  que  corresponde  ä  uno  de  los  contactos 
de  los  bordes,  se  tiene: 

[m  sen  M-htn  sen  iV]*  +  [m  cositf  4-  rn  cos  JV]*  =  (i?  i  r)* , 
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en  donde  R  yr  significan  los  radios  del  Sol  y  de  Venus ,  j  en  donde 
el  signo  snperior  sirve  para  los  contactos  esteriores,  el  signo  inferior 
para  los  interiores. 

De  esta  ecuacion  se  sigue : 


y  poniendo: 


ser&: 


-^^ — ^  =  seni^,        ^  <:  ±  90^  (CT) 


M*  J?     -|-     *• 

r^ C08(Jlf— ^)ji — =— cofl-^fr,  (2>) 


en  donde  el  signo  superior  del  segundo  termino  corrcsponde  4  la 
entrada,  el  signo  inferior  k  la  salida,  de  manera  qne  la  hora  de  la 
entrada  j  salida  para  el  centro  de  la  Tierra,  espresada  en  tiempo  del 
primer  meridiano  adoptado ,  se  halla  por  las  formulas : 

T coq{M—N) =-  cos-^ 

T cob(M—  N)  H =—  coBib, 

Finalmente,  si  se  designa  por  Q  el  angulo  comprendido  entre 

el  circulo  maximo  que  une  el  centro  del  Sol  al  punto  de  contacto  y 

el  circulo  de  declinacion  coiTespondiente  al  centro  del  Sol,  se  tiene: 

(B  +  r)  cos©  =  m  cosM-\-  n  cosN.  x 
(B  ±_  r)  8en0  =  m senitf  4-  n senN.  t 
6  _ 

cos  O  =  —  seniVsent/»  +  cos  ^cos  tff 

8en©=:      cos^sen^Tp  cosi/>Ben2\r. 

Luego  se  tendr&: 

©  =  180°  4-  JV—  "^  para  la  entrada  (E) 

0  =  N+ip  para  la  salida.  (F) 

Las  formulas  (Ä)  . . .  {F)  sirven  para  la  prediccion  completa 
del  fenömeno  para  el  centro  de  la  Tierra.  Con  el  fin  de  calcular 
mediante  6stas  la  hora  de  la  entrada  y  salida  para  un  lugar  de  la 
superficie  de  la  Tierra,  es  prcciso  espresar  la  distancia  de  los  centros 
de  los  dos  astros  tal  como  aparece  en  un  instante  dado  desde  este 
lugar,  en  funcion  de  la  distancia  de  dichos  centros  tal  como  se 
Yeria  en  el  mismo  instante  desde  el  centro  de  la  Tierra.    Luego  es : 

cosm  =  send  senD  -H  cosÄ  cosD  cos(a  —  A) 
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y  designando  con  «',  6\  Ä'  j  D'  las  ascensiones  rectas  y  declinaciones 
aparentes  de  Venus  y  del  Sol ,  y  con  m  la  distancia  aparent«  de  los 
centros  de  ambos  astros,  se  tiene  del  mismo  modo: 

cos  in  =  sen  8*  sen  D'  -f  cos  ^  cos  D'  cos  (a  —  Ä') , 
de  donde  se  sigiie : 

cos  m'  =  cos  m-^{8'  —d)  [cos  8  sen  D  —  sen  8  cos  D  cos  f «  —  A)] 
+  {D'—D)  [seil  8  cos  D  —  co&8  sen  D  cos  (a  —  A)] 
—  {a  —  a)  cos  8  cos  D  sen  («  —  -4) 
-f  {A'  —  -4)  cos  8  cos  D  sen  (a  —  A). 

Pero  segun  las  förmulas  del  n°-  4,  cap.  III,  se  tiene*: 

8*  — 8  =n  [cos9  sen  8  cos («—©)  —  sen 9  cos  ^] 
D*^D=ip  [cos9senDco8(a— ©)  — senycosD] 

«'  —  a  =  «  sec  d  sen (a  —  B)  cosq) 
^'  — J.=|)  secDsen(J.—  0)cos9, 

en  donde  njp  significan  las  paralajes  horizontales  de  Venus  y 

del  Sol.     Introduciendo  estos  valores  en  la  ecuacion  para  cosW, 

resulta: 

cosm'=cosw 
4-  [cos^sen/)  — sen5co8Dco8(a— -4)]  [9rcosqDseDdco8(a— 9)— Trsenqicosd] 
-H  [seD  8  cos  J) — cos  8  sen  D  cos  (a — A)]  [p  cos  <p  senD  co8(a  —  B)  —p  senqp  cosDJ 
—  cos 2) sen (a—^) .  n  son(a  —  ^)cos9 
-f  cos  8  sen(a— ^4) .  ji;  8en(^—  B)  cosqp.  (a) 

Si  desarroUamos  esta  ecuacion  resulta  para  el  coeficient«  de 
cos  q> ,  la  espresion : 

n  [(sen  8  cos  8  sen  7)  cos  («  —  Ö  —  sen  8-  cos  D  cos  (a  —  O)  cos  (a  —  A) 

—  cos  D  sen  (a  —  B)  sen  (a  —  A)] 
-\-p  [sen  d  cos  i>  sen  D  cos  (o  —  ^)  —  cos  8  sen  2)*  cos  (er  —  B)  cos  (a  —  A) 

-f  cos  d  sen  (a  —  ö)  sen  (a  —  A)] 

ö,  como: 

sen  ^*  —  1  —  cos  ä*    y    sen  D*  =  1  —  cos  2>*, 

«[(sen^senD-f  cosÄcosi>co8(a  — A)  )cosdco8(a-  ö)-  cosDcoh(A-   B\ 
-l-p  [(sendsen  7)+cosdcos  Z)  cos  (a— ^) )  cos  D  cos  (-4  —  Öj — cos^cos  (a  —  B^], 


*  Las  funuulas  aludidas  dan  en  efecto: 

*'     «  sen(d  — y)  r       »     i.  *i 

8  —  8  ~-n  senqp ^ -^  -  senm  [seno  cotsry  —  cos  01. 

seny  ^ 

Pero  como: 

cotg y  =  cos (a—  B) .  coigtp, 
se  sigue: 

8'  —8  —  n  [cos  9?  sen 8  cos  (o  —  ö)  —  sen  9  cos  d]. 
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« 

ciiya  espresion  puede  escribirse  todavia  bajo  la  forma: 

n  cosm  cos  d  cos  {a  —  9)  —  »C082>C08(^  -  S) 
H-2>co8i»co8Dcob(-4.— ö)— pcosd  cos(a  -  B). 

• 

Escribiendo  esta  ecuacion  de  modo,   que  las  coordenadas  de 

un  lugar  determinado  de  la  supei-ficie  de  la  Tierra  queden  denpeja- 

das ,  se  convertira  en : 

[n cos  m  COS  d  cos  a  —  w cos  Dcos  A]  cos  & 
+  [pcosm cos D cos -4.—  p  cos  d  cos  a]  cos  B 
+  [«cosm  cos  d  sen  a  —  «  cos  D  sen  A]  sen  © 
+  [pcosfiicosDseiL^—  p  cos  Ä  sen  a]  sen  Ö. 

El  termino  de  la  ecuacion  (a)  multiplicado  per  cos  9  sera  nsi 
el  siguieute: 

[(«  cos  m  —p)  cos  tf  cos  a — (« — jj  cos  m)  cos  D  cos  ii]  cos  <p  cos  ö 
+  [(»  cos  m  —p)  cos  ^  sen  o — (w  —p  cos  m)  cos  D  sen  A]  cos  9  sen  S.    ^ 

Ademas  el  coeficiente  de  sen 9  en  la  ecuacion  (a)  es: 

n  [  —  cos^'sen  B  +  sen  d  cos  5  cos  Dcos (a  —  A)] 
4- jj  [  —  sen  dcos  2>*  4- sen  D cos  D  cos  d  cos  («  — -4.)] , 

6,  como  cosd^=  1  — send*  y  cos2)*c=  1  —  senD^: 

%  [  —  senD+sen  d  (send  senD  +  cosdcosD  cos(«  —  A))] 
+  p[  —  send  +  sen  2)  (send  sen  2)4- cos  d  cos  D  cos  (a  —  A))]. 

El  termino  multiplicado  por  sen  tp  en  la  ecuacion  (a)  sera  de 
consiguiente : 

(«  cosm  —p)  sen  d  sen»  —  {n  — ^  cosm)  senD  «eny, 

j  de  este  modo  la  ecuacion  (a)  se  trasforma  en  la  siguieute : 


cos  m'  =  cosm 


+  [(«cosi»  —p)  cosd  cosa  —  (ä  — jocos w)  cos D  cos^J  cos<p  cos  0 
-f  [(«  cos  m—p)  cos  d  sen  a  —  («  -  p  cos  m)  cos  D  sen  A]  cos  <p  sen  ö  {C) 
4-  [(wcosm  —  2^)  sen  d  —  («  —  pcos  w)  seii  1)\  sen  qp. 

Poniendo  ahora: 

«  cos  w  —  «  =  /"sen» 

!r  (<0 

—  «8eni»=:/co8«,  ^  ^ 

entonces  vendra: 

«  — p  cos««  =  f  sen(8  —  m), 

y  por  consiguiente : 

coaw'=co8wi 

4-  f  [8en,s  cos d  cos  a  —  sen  (s  —  t«)  cos  1>  cos^]  cos  <p  cos  ö 

4-  /*  [sen  s  cos  d  sen  a  —  sen  (s  —  w)  cos  2>  sen  A]  cos  9  sen  S         {e) 

4-  /*  [sen  s  sen  d  —  sen  (ä  —  ?«)  sen  Z)]  sen  tp. 
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Poniendo  ademas : 


sens  cos  d  cos  a  —  8en(s  —  m)  cos  2>  cos  J.  =  P  cos  Z  cos  |J 
Bens  cos d sena  —  sen (»  —  w)  cos D  sen  J.  =  P sen  X  cos^  (/) 

sens  sen  d  —  sen  (s  —  w)  sen  D  =  P  sen  |? , 

y  sumando  los  cuadrados  de  estas  ecuaciones,  se  obtiene  para  la 
determinacion  de  P  la  ecuacion : 

P*  =  sens*  4-  Ben(s  —  w)'  —  28en5  8en(s  —  m)  cosm 
=  sen«*  —  sens'cos  w*-|-  coss*  senw*  =  senw*. 

Por  consigiiiente  ser&  permitido  poner: 

sens  cosd  cos«  —  sen(s  —  m)  cosD  cos  J.  =  senm  cosl  cos^ 

sena  costf  sena  —  sen(s  —  m)  cosDsen^  =  senmsenZ  cos^ 

sen  s  sen  H  —  sen  (s  —  m)  sen  D  =  senm  sen  ß . 

ö  tambien : 

sen  w  sen  (X  —  ^)  cos  ^  =  sen  s  cos  ^  sen  (a  —  A) 

senw  C08(X  —  A)  cosp  =  sens  cosd  C08(a  —  J.)  —  8en(s  —  m)  cosD  (jg) 
sen  m  sen  p  =  sen  8  sen  ^  —  sen  (s  —  w)  sen  D. 

Pero  como  es: 

sen  s  cos  5  cos  (a — J.) — sen  (s — wi)  cos  D  =  sen  s  [cos  d  cos  (a — ^) — C08  m  co8  D] 

H-coss.senmcoBZ) 

y 

sens  send  —  sen (s  —  m)  sen  D  =  sens  [sen 6  —  cos t»  aen D] 

+  coss .  senm  senD, 

7  ademas  en  el  triangulo  esf6rlco  mencionado  arriba: 

senm  sen  J(f  =  cos  9  sen(a  —  A) 

sen  w  cosifef  =  sen  d  cos  2)  —  cos  d  sen  D  cos  {ce  —  ^)  (ä) 

coswi  =  send  senD  +  cosd  cos  D  cos(a  —  A) 

se  sigue  de  estas  relaciones : 

cosd  cos(a  -'A)  =  cos 2)  cosw  —  senD  senm  cos Jlf 
send  =8enD  cosw  +  cos  2)  senm  coslf. 

Las  ecuaciones  {g)  se  trasforman  de  este  inodo  en  las  si- 

guientes : 

8en(>l  —  A)  cos^  =  sens  senM 

co8(i  — J.)  cos p  =  cos s  cos D  — sens  senD  cos  Jtf"  (i) 

sen^  =  coss  senD  +  sens  cosD  cos  Jlf, 

en  donde  8  j  M  se  hallan  mediante  las  ecuaciones  (d)  y  (h).  Deter- 
minadas  ^  j  ß  per  medio  de  las  ecuaciones  (i),  se  caiculara  m 
por  la  siguiente  relacion  que  se  deduce  de  las  förmulas  (c)  y  (/*): 
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coBm'=.  cosm  +  f  sen w  [cos  X  cos  p  cos <p  cos  Ä  +  sen X  cos^  cos q>  sen  ß 

+  Ben^sen9)] 
=  cos  m  -\-  f  sen  w  [sen  qp  sen  ^  +  cos  9  cos  ^  cos  (;i  —  €>)] . 

Sea  ahora  T  el  tiempo  medio  del  primer  meridiano ,  para  el  que 
se  han  calculado  las  cantidades  a ,  d' ,  A  y  D ,  y  sea  L  el  tiempo 
sidereo  correspondiente ;  ademas  sea  l  la  lonjitnd  oriental  del  lugar 
a  que  se  refieren  0  j  (p\  se  tendra : 

luego : 

X-S  =  x-L-1. 

Poniendo  pues: 

A  =  X-L,  \ 

cosJ;  =  8en9sen^  +  cosqpcos^cos(-4  — Z),    f 

setendr&.  ?       ^*^ 

cos  m'  =  cos  w  +  /"sen  m  cos  f .  ] 

De  aqui  se  sigue,  que  desde  todos  los  lugares  para  los  cuales  cos  f 
tenga  el  mismo  valor,  se  vera  la  misma  distancia  aparente  m  en  el 
mismo  instiinte  absoluto  que  corrcsponde  al  tiempo  sid6reo  i  6  al 
tiempo  medio  T  del  primer  meridiano ,  ö  al  tiempo  medio  T  +  ?  del 
lugar  de  observacion. 

Para  hallar  el  instante  en  que  desde  estos  lugares  los  dos  astros 
aparecen  a  la  distancia  m ,  se  tiene : 

luego : 

/"cosj 


dt=— 


dm 


dt 

Ma&i  si  m  es  una  cantidad  pequefia,  tal  como  sucede  en  el  mo- 
mento  crei  contacto  de  los  bordes ,  se  tiene  segun  las  förmulas  {Ä) : 
m  =  {a-  A)  cos  J(a  -f  T>)  senüf  +  {ß  —  D)  cosM 

-T-p  =  -^^-n — -  co»U8  -H  D)  senJIf  +  —^  jt — -  cosilf, 
dt  dt  ^^  ^  dt 

6  segun  las  förmulas  (B) : 

--zj- =  n  COS  {M—N)y 
luego : 

dt=-    f^'^ 


ncos{M  —  N) 
De  consiguiente ,  si  &  un  observador  situado  en  el  centro  de  la 

Tierra  los  dos  astros  aparecen  al  tiempo  T  a  la  distancia  m,  6stos 
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aparecer&n  k  esta  misma  distancia  para  un  observador  colocado  en 
un  punto  de  la  superficie  al  tiempo : 

fcost 

^+ /»^     iirx>  en  tiempo  del  primer  meridiano 

nco8(Jlf— 2\r)'  ^  ^ 

/"cos  i" 

^  H /  ^^     itTv  +  i,  en  tiempo  del  lugar  de  observacion. 

nco8(Jf— ^)       '  ^  ° 

Determinada  la  hora  de  la  entrada  y  salida  para  el  ccntro 
de  la  Tierra,  se  hallarä  la  de  la  entrada  y  salida  para  un  liigar 
de  la  superficie,  reemplazando  k  m  j  Jf  per  iJ  +  r  y  ©,  y  como 
segun  las  förmnlas  {E)  y  (F)  es 

0  =  180°  -hN—tj)  para  la  entrada 
0  =  JV+  iff  para  la  salida 

se  tendrä  que  agregar  k  la  hora  calculada  de  la  entrada  y  balida 
para  el  centro  de  la  Tierra  las  cantidades : 

/*cosf 


ncos'^ 


,  para  la  entrada, 


fBent  ,        -. , 

+  -^ -y  para  la  Siilida. 

ncos^    *^ 

Para  la  prediccion  completa  de  un  paso  de  Venus  sirven,  piies, 
las  förmulas  que  reuniremos  en  el  siguiente  cuadro : 

Para  el  centro  de  la  Tierra. 

Para  un  tiempo  de  un  primer  meridiano  pröximo  a  la  6poca  de 
la  conjuncion  se  buscan  en  las  tablas  las  ascensiones  reetas  a,  Äj 
las  declinaciones  ä,  Z>  de  Venus  y  del  Sol,  como  tambien  los  semi- 
diknetros  r  y  Ji  de  ambos  astros;  en  seguida  se  calcula: 

tnsen  Jfef  =  (a  —  A)  cos  J  {8  +  D) 
m  cos  M=  8  —  D 

nnenN=    ^"~    -cos^(j|  +  l>) 

WCOSiVrr  -^—5 

dt 

mBen(M—N)  ^    ,  ^^^ 
^-^^ ^  =  8eni/,,     ^<±90« 

r  = co8(3f— A) =—008 1fr 

t  = cosfiii  — JV)H = — costö» 

y  se  obtendran  los  tiempos  de  los  contactos: 
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<  =  T-f-  T   para  la  entrada,  siendo  ©  =  180° -hN—tp 
i'=T+r'  para  la  salida,         „       ©=  N-hfp. 

JPara  mi  lugar  cuya  l<mjUttd  oriental  sea  l  y  la  IcUitud  q>. 

Para  la  entrada  y  salida  se  calculan  con  los  valores  correspon- 
dientes  del  angulo  ©  las  förmulas : 

n cob(B  ±_r)  —  p  =  fsen s 
—  «  8en(i2  Jh  r)  =  /*  coss 

ncoBiff     "^ 

sen  (X  —  Ä)  co8|S  =  sena  sen© 

cos  (i  —  A)  cosjS  =  C08S  cosZ)  —  sens  senD  cos© 

8enj5  =  coss8eni>-r8en«  cos D  cos© 

A  =  X-L 

cos  {  =  sen  jJ  seil  9-1-008^008  9  C08(J.  — Z)*, 

en  donde  L  es  el  tiempo  sid6reo  correspondiente  al  tiempo  t  6  t\ 
De  este  modo  se  obtendra  en  tiempo  medio  del  lugar : 

t  -^l  —  gcos  f  para  la  entrada, 
t'-^l  +  gcosi  para  la  salida. 

Desde  todos  los  lugares ,  para  los  cxiales  la  cautidad 

sen/J  senqp  -f-  coa|S  cosqp  co8(^  —  T) 

es  igual  ä  4^  l ,  se  vc  el  fenömeno  lo  mas  temprano  ö  lo  mas  tarde 
posible.  La  duracion  del  fenömeno  para  un  lugar  de  la  superficie 
puede  diferir  en  2  g  de  la  correspondiente  al  centro  de  la  Tierra, 
y  como  para  los  pasos  centrales  es  aproximadamente 

n  —  p 

la  diferencia  de  duracion  puede  ascender  al  doble  del  tiempo  necesario 
para  que  Venus  recorra,  en  virtud  de  su  velocidad  relativa,  sobre 
el  disco  del  Sol  nn  arco  igual  al  doble  de  la  diferencia  entre  su 
paralaje  y  la  del  Sol.  Ahora  la  diferencia  de  estas  paralajes  es  de  23'', 
y  como  el  movimiento  horario  de  Venus  al  tiempo  de  su  conjuncion 
con  el  Sol  es  de  234",  dicha  diferencia  de  duracion  puede  ascender 
ä  12  minutos.  De  esto  se  sigue,  pues,  que  estos  fenömenos  puoden 
servir  para  determinar  con  una  exactitud  grande  la  diferencia  de  las 


*  £  es  la  distancia  angular  del  pimto,  dado  por  la  lonjitud  l  y 
latitud  9,  ä  un  punto  determinado  por  la  lonjitud  A  y  latitud  y  ß. 
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paralajes  del  Sol  y  de  Venus ,  y  en  consecuencia  tainbien  la  paralaje 
misma  del  Sol ,  vali^^ndose  de  la  tercera  ley  de  Kepler. 

J^emplo.    Para  el  pa^o  de  Venus  del  5  de  Junio  de  1761  las 
iablas  dkn  las  siguientes  posiciones  del  öol  y  de  Venus : 

t.m.dePariB        A  D  a  ö 


1611 

74°  17'  1".  8 

4-  22°  41'  3".  7  . 

740  25'  50".  3 

+  22«  33'  17".  6 

17 

19  36  .  4 

41  19  .  1 

24  13  .  2 

32  32  . 4 

18 

22  10  .  9 

41  34  .5 

22  36  .  2 

31  47  .  1 

19 

2445  .5 

41  49  .9 

20  59  .  2 

31  1  .9 

20 

27  20  .  1 

42  5  .3 

19  22  . 2 

30  16  .  6, 

nas: 

•  n: 

=  29" 

.  6068   E 

=  946".  8 

V 

=  8 

.  4408    r 

=   29  .  0. 

Los  tiempos  correspondientes  ä  los  contactos  esteriores  para  el 
centi'o  de  la  Tierra  se  calculan  como  sigue ;  partiendo  de 

r=i7h 

se  tiene : 

«-^  =  +  4' 36".  8,  d-2>  =  -8'46".7,   ^-^  =  -4' 11".  6 

dt      dt 

^-^  =  -60".  65,  JB  +  r  =  976".8. 
dt      dt 

En  seguida  se  obtiene : 

M=i  1540  7'.  2  N=  265<»2l'.  9 

log  m  =  2  .  76746  log  «  =  2  .  38028 

M-N=   268» 45'.  3 
"V^  =  -  36     2.6 

-  -  C08(ilf -  N)  =  4-  0. 4756        r  =  -  21». 8114  =  -  2h48«n41«.0 
n 

(R-^r)  cos  tb 

+  ^ ^  =  +  3.2870        r'rr  +  3  .7626  =  4-3  45-  45  .4, 

n 

de  donde  se  sigue  para  el  centro  de  la  Tierra  la  hora  de  la  entrada 
y  salida: 

14h lim  19« .0  t.  m.  de  Paris,    y  ©  =  111'' 24'.  6  para  la  entrada, 
20  45    45  .4  „  „    „      „         „  0  =  219  19.3  para  la  salida. 

Si  se  quiere  conocer  en  seguida  los  tiempos  de  la  salida  para 
lugares  de  la  superficie  de  la  Tierra,  se  tiene  que  calqular  primero 
las  constantes  A ,  j5  y  ^.    Pero  se  tiene : 

«  =  90<!22'.7,    log /"=  1.32564,     log  ijf  =  9.03764, 
y  como: 

0  =  219n9'.3,     2>-^22042'.3,    ^  =  74ö29'.3, 
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se  sigue: 

1  =  90 15'.  9,        |3  =  -45H4'.4. 

Como  ademas  el  tiempo  medio  de  Paris  20^  45"*  45" .  4  corre- 
sponde  al  tiempo  sid6reo  1^45°*34*.0,  se  tiene: 

Efectuemos  ahora  el  calculo  para  un  lugar  dado,  p.  ej.,  para 
el  cabo  de  Buena-Esperanza  determinado  por  las  coordenadas : 

2  =  -|-  Ih4m33».5,        9  =  -  SS^^öö'a". 
Se  halla: 

logcoaf  =  9.94643,        ^cos  J  =  +  5'47".0, 

luego,  en  tiempo  medio  del  Cabo,  la  hora  de  la  salida: 

t  +  X-h  5fC08 1  =  21^1 56«  5«  .9. 

Diferenciando  la  ecuacion : 

r=«  +  I-f^coBf, 

se  obtiene  para  la  variacion  de  T,  espresada  en  segundos: 

jrr      3600CO8J,,  ,      3600cOBt    n-p,     ^      ,^  ^r.  j 

ncosip      ^       ^^       ncoBrp        po       ^  ^  ' 

de  modo  que  un  error  de  O*.  13  cometido  en  el  valor  adoptado  de  la 
paralaje  solar  hace  variar  los  tiempos  de  los  contactos  al  menos  en 
5  segundos.  AI  contrario ,  un  error  cometido  en  la  observacion  del 
tiempo  del  contacto  no  ejercer^  sino  un  pequeiio  influjo  en  el  valor 
de  la  paralaje  deducido  de  esta  observacion,  7  como  las  observaciones 
de  la  entrada  j  salida  del  disco  oscuro  del  planeta  en  el  borde  del 
Sol  pueden  practicarse  con  mucha  precision,  se  obtendra  de  este 
modo  la  paralaje  del  Sol  con  una  exactitud  mui  grande. 

5«   Para  obtener  la  ecuacion  de  condicion  completa  a  que  con- 
duce  cada  observacion  de  un  contacto,  se  parte  de  la  ecuacion: 

[a-Ay  008  V  +  [«'-  DT  =  lB±r],  (a) 

en  la  que  a\  A\  6'  y  B'  representan  las  ascensiones  rectas  7  decli- 
naciones  de  Venus  7  del  Sol,  afectadas  de  paralaje,  7  en  donde  6q 

es  el  promedio  — - — .    Mas,  como  las  paralajes  de  los  dos  astros, 

lo  mismo  que  las  diferencias  de  las  ascensiones  rectas  7  declinaciones 


*  Po  representa  la  paralaje  ecuatorial  horizontal  del  Sol. 
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para  las  epocas  del  contacto  son  cantidades  pequefias,   se  paede 

escribir : 

a—  A!—  a  —  A-\-{n  —  p)  secdo  cosy'  Ben(ao  —  B) 

d'  — 1>'=  d  —  Z)+  (ff  — ^)  [cosqp' 8en^ocos(ofo  —  O)  —  seny' cos^o], 

en  donde  se  ha  puesto : 

a-vA 

Introduciendo  ahora  las  cautidades  auxiliares : 

co8  9'8en(ao  — ö)  =  Ä8en7/ 
C08  tp  8cn  ^0  cos  (ofo  —B)  —  sen  9'  cos  do  =  /» cos  U^ 

la  ecuacion  (a)  se  trasformara  en  la  siguiente : 

[a-^-f(Ä-ij)7i8eni/8ec^o]*co8V+[^-i>+(«-J^)Äco8J?]«^[Ä4:r]«. 

Sia,-4,  Ä,  D,7cyp  son  los  valores  sacados  de  las  tablas ;  al 
conti-ario  a  +  ^«»  d  +  (itf,  A-^-äA^  D  +  dJD^  n  +  dn  j  p  +  djf 
los  valores  verdaderos,  y  se  designa  por  dt  el  error  de  la  lonjiiud 
adoptada  del  lugar  de  obscrvacion ,  dicha  ecuacion  sera : 
a  —  A-^  («  —p)  hsenHaecdo  +  d{a-~A) 


-hd{n—p)hBeTLHüecöo ^—jr — -dt 


coaÄo* 


-h[d'-D-\-(n''p)hco6H-^d{8-D)+d(n-p)hcoBH-^^^  ^-dty 

Despreciando  en  el  desan'oUo  de  esta  ecuacion  los  cuadrados  y 
productos  de  jt  — j;  y  de  las  pequenas  variaciones,  y  poniendo: 

a  —  A+{n  —  p)hBenHsec8o=^A' 
ä-n  +  (n-p)hcosH  =D\ 

se  obtiene: 

ul'«co8V  + 2>'*-(-B±r)« 

=  —  2yl'co8 V d(a  —  A)  —  2f-(l'Ä seuif  cos^  +  D'h cos //]  d(n—p) 
-  2l>'d(d  ^D)  +  2(a'  ^i?^  cos  V  +  D'^^P)di 

-\-2{R±r)d{B±r). 

Mas ,  si  so  designa  con  m^  la  cautidad  A^  cos  6^^  +  D'^,  se  tiene 

aproximadamente : 

m«  -  (Ä  +  r)*  =  2w[m  -  (Ä  ±  r)], 
luego : 

m[m~{B±r)]=-A'co^8o*d{a-A)-B'd(ß-iy) 

—  [A h  sen  U cos  5o  +  /)'  /j  cos  //]  d (w  —  7^) 

+(^' ^i^^osV  +  D' ^^>«  +  (Ä  ±r)  rf  (JJ±  r) , 
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j  poniendo  ahora: 


^'cos  do  =  m  sen  M 

jy  =WC083f 

3600        di 

3600         dt 
la  ecuacion  de  condicion  iomara  la  forma: 


(-B) 


(C) 


ncos(^/-iV^)~       nco8(ilf-iV)       "*■  nco8(Jtf-iVy 

H TtIX -KTK    "~Z ^l^C 


ifi) 


nco8(M—N)    Po  ncos{M—N) 

Si  la  loiijitud  fiiese  exactamente  conocida,  y  por  tanto  dt  =  0^ 
los  divisores  podrian  omitirae;  conservando  empero  estos  Ultimos, 
la  cantidad  R ^r  —  m  debe  espresarse en  segundos  de  tiempo,  aten- 
dido  que  es: 

n  cos  {M—  N)  =  -jT' 

Ejemplo:  En  el  Cabo  de  Buena-Esperanza  se  observö  el  con- 
tacto  interior  ä  las 

21h 38»  3«. 3  t.  m.  del  Cabo 
6  a  las: 

20h  33«n  29«. 8  t  m.  do  Pari8  =  !»» 33™  16». 2  t.  8. 

Por  consiguiente  era: 

e  =  2h  37m  49« .  7  =  39^  27'  25". 

Ademas  se  tiene  para  este  tiempo  medio  de  Pans: 

«  =  W 18'  28".  05  Ä  =  22»  29'  51".  32 

^  =  74  28  46  .  41  JD  =  22  42  13  .  90 


a  -  ^  =  —  10'  18".  36  a  -  D  =  —  12'  22".  58 

«0  =  74»  23'  37"  «0  -  ^  =  34»  56'  12"  «o  =  22«  36'  2" 

(tt  -p)  h  8eni/=  +  10".  07  H=  31°34'.  0       (w  -^p)  h  BenllüCcSo 

(w-i>)ÄC08£r=4-16  .39      logÄ  =  9. 95835  =+10".90 

A'  =  -10'7".46 
D'=-12  6  .  19 

Mz=  217040'.  7  N=  250°  19'.  3 

log»b=  2  .  96262  logn  =  8 .  82412. 

Como : 

JB-r  =  917".  80,        i>o  =  8".57116, 
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para  las  epociis  del  contacto  son  cantidades  pequeüas,   se  puede 

escribir : 

a'-A*—a  —  A'{-{'K  —  p)  sec 8q  coö qp'  sen  (cfo  —  S) 

d'  —  D'=  S  —  D-{-(n—p)  [CO89' sen ^ocos (ofo  —  ö)  —  sen <p' cosÄo] , 

en  doude  se  ha  puesto : 

a-hA 

lutroduciendo  ahora  las  cautddades  auxiliares : 

cos  9'  sen  («o  —  €>)  =  7i  «en  //  . 

cob  9'  sen  8q  cos  {uq  —S)  —  sen  9'  cos  Öq  =  ä  cos  17, 

la  ecuacion  (a)  se  trasformarä  en  la  siguiente : 
[ci~A-i-{n—p)h»cnU8ecdo]^co»»o'^-^[d—D+{n—2Ji)hcosH]^~[R±r]\ 

^ia^Aj8^D,nyp  son  los  valores  sacados  de  las  tablas ;  al 
conti'ario  a  +  Ja,  8  -^dÖ^  A-^-  ilA^  D  '\'dD,  n-^-dn  y  p-\-dp 
los  valores  verdaderos,  y  se  designa  por  dt  el  error  de  la  lonjitud 
adoptada  del  lugar  de  observacion ,  dicha  ecuacion  sera : 
a  —  A+  {n—p)h8enHBGc8o-^-d{ot  —  A) 


-h d(jjt'-p)h senil  sec Öq ^—jr — -dt 


cosdo' 


-^^d--D+{n-p)hcosH-^d{9-D)+d{n-p)7icoBH-^^^^^T^dty 

=:[22±r]«. 

Dcspreciando  en  el  desarrollo  de  esta  ecnacion  los  cuadrcvioä  y 
productos  de  n  — j;  y  de  las  pequerlas  variaciones,  y  poniendo: 

tt  —  A-j-{n—p)haenH  sec^o  =  A' 
tf  -  D  +  («  -i;)  Äcosjff  =D\ 

se  obtiene: 

ul'«co8do»  + I>'*-(i2±r)* 
=  -  2^'co8  V  d(a  -A)-  2[^'Ä senlf  cosÄq  +  -D'/* cos//]  d{n  -p) 

-  27rd(a  -  2>)  +  2(^' ^(^  cos  V  +  2>'^^^^^^ 

+  2(Ä±r)d(Je±r). 

^Jas ,  si  se  designa  con  m^  la  cantidad  A'^  cos  dj^  +  D'%  se  tiene 
aproxiniadamente : 

m*-(M  +  r)«  =  2w[m-(i2  +  r)], 
luego : 

m  [m  ~{E±r)]=i-  Ä  cos  V  d{a-  A)  -  7/ d  (*  -  7)) 

—  [J-'/i  senT/cos^o  -♦-  -^''* cos77J  rf(«  —p) 


7  poniendo  ahora: 
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1      d(a-A)  ^- 

3600        dt 

1      d(8-D)  ^ 

«7:7^  •       j. — ^  =  w  cos  A 
3600         dt 

la  ecuacion  de  condicion  iomara  la  forma: 


(O) 


Afu.  (-R  Ji>'""^^0      senüf  coa(y  flf(g~-^)     co%Md(Ji  —  D) 

,  hco8(M-N)n-p^  d{E±r) 

+  — — — /ti> —  xrS  "T; —  ^i'o 


m 


nco&{M—N)    2^0  ncoB(M—N) 

Si  la  loiijitud  fiiese  exactamente  conocida,  y  por  tanto  d^=  0, 
los  divisores  podrian  omitirse;  conservando  empero  estos  Ultimos, 
la  cantidad  B ^r  —  m  debe  espresarse en  segundos  de  tiempo,  aten- 
dido  que  es: 

n  cos  (M—  N)  =  -jT' 

Ejemplo:  En  el  Cabo  de  Buena-Esperanza  se  observö  el  con- 

tacto  interior  a  las 

21h  38m  3B. 3  t.  m.  del  Cabo 
6  a  las: 

20^33«  29». 8  t  m.  de  Paris  =  1^330»  16». 2  t.  s. 

Por  consiguiente  era: 

e  =  21»  37m  49« .  7  =  39»  27'  26". 

Ademas  se  tiene  para  este  tiempo  medio  de  Paris : 

a  =  740 18'  28".  05  d  =  22»  29'  51".  32 

-4=  7t  28  46  .  41  D  =  22  42  13  .  90 


t'  £\ft 


a-A-—  10'  18".  36  Ä  -  D  =  —  12'  22".  58 

ffo  =  740  23'  37"  cfo  -  ö  =  340  56'  12"  do  =  22<>  36'  2' 

{n  -p)  h  BQnH=  +  10".  07  H=  31®34'.  0       («  -r  j>)  Ä  seni/secdo 

(Ä-i?)/jcoslf=  +  16  .39      logÄ  =  9. 95835  =+10".90 

^'=-10' 7".  46 
Z)'=-12  6  .19 

M=  217^40'.  7  N=  2550  19'.  3 

log f»=  2  .  96262  logn  =  8 .  82412. 

Como : 

B-r  =  917".  80,        po  =  8".  57116, 
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resulta: 

-  5  .  3  =  10 .  684  tJ(«  -  ul)  -f  14  .  986  d{6  -  B) 

+  42  .  240  dpo  +  18 .  934  d{B  -  r) 

Cada  observacion  de  un  coutacto  interior  da  una  eciiacion  de 
la  forma: 

0=:n  +  arf(a-u!l)-f  &d(d  -  D)  +  cd^o  '¥ed{E-  r) 

y  del  conjunto  de  semejantes  ccuaciones  se  deduciran  los  valores 

mas  probables  de  las  incögnitas,  que  deben  cumplir  con  la  con- 

dicion  de  que  ]a  siima  de  los  cuadrados  de  los  errores  restantes  sea 

un  minimo. 

De  este  modo  hallo  Encke*  por  una  discusion  minuciosa  de 

todas  las  observaciones  practicadas  al  tiempo  de  los  pasos  de  Venus, 

acaecidos  cu  los  afios  1701  y  1700,  el  valor  de  la  paralaje  del  Sol 

igual  a: 

8".  5776. 

Despues  de  descubierto  el  manuscrito  orijinal  de  las  obser- 
vaciones hechas  por  el  padre  Hell  en  Wardoe ,  situado  en  la  Laponia 
septentrional ,  Encke  ha  modificado  posteriormente  un  poco  este 
valor,  adoptando  como  valor  definitivo 

8".  57116. 

Con  este  valor  se  obtiene  la  distancia  del  Sol  k  la  Tierra  igual 
a  20682329  millas  jeogräficas  de  las  que  15  corresponden  a  un  grado 
del  ecuador. 

Determinada  asi  la  paralaje  del  Sol ,  se  obtiene  la  de  un  astro 
cualquiera  cuya  distancia  al  centro  de  la  Tierra  sea  J^  espresada 
en  unidades  del  semi-eje  mayor  de  la  örbita  terrestre,  por  medio 
de  la  ecuacion : 

8".  57116 
Benj>= 


Nota:    Tode  lo  espuesto  en  los  no»«  4  y  5  respecto  ä  loa  pasos 
de  Venus  sirvc  tambien  para  los  de  Mercurio  por  el  Sol;  estos  Ultimos 


*  Encke,  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde   aus  dem  Venus- 
durchgang von  1761.    GotKa  1822. 

Encke,  Venusdurchgang  von  1769.    Gotha  1824. 
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se  prestan,  sin  embargq,  menoB  a  una  buena  determinacion  de  la  para- 

laje  solar.    En  efecto,  al  tiempo  de   su  conjuncion  inferior,  el  movi- 

miento  horario  de  Mercurio  importa  550",  y  la  diferencia  de  las  para- 

lajes  de  Mercurio  y  del  Sol  es  9"  pröximamente.    Los  coeficientes  de 

dpo  relativoB  a  los  pasos  de  Venus  y  Mercurio  seran,  de  consiguieute, 

entre  sf  como 

23    550 

9  '234'^- 

Afli  este  coeficiente  sera  6  veces  mas  grande  para  Venus  que  para 
Mercurio.  Un  error  de  5«  en  la  observacion  del  tiempo  de  un  contacto 
de  Mercurio  y  del  Sol  oeasionarä  por  tanto  ya  un  error  de  0".  8  en 
la  paralaje  solar.  A  causa  de  la  gran  escentricidad  de  la  örbita  de 
Mercurio  esta  razon  puede  volverse,  sin  ombargo,  mas  favorable,  es 
decir,  si  Mercurio  al  tiempo  de  su  conjuncion  inferior  se  halla  simul- 
taneamente  en  su  afhelio,  ö  sea  a  su  distancia  mas  grande  del  Sol. 


CAPiTULO  vn. 

TEOKIA  DE  LOS  INSTRUMENTOS  ASTRONÖMICOS. 

Cada  instnimento  por  medio  del  cual  se  puede  determinar  de 
un  modo  completo  la  posicion  de  un  astro  con  respecto  a  un  piano 
fundamental  representa  un  sistema  de  coordenadas  rectangulares 
referido  a  este  mismo  piano  fundamental.  Con  efecto,  un  instni- 
mento de  esta  especio  se  compone  en  sus  partes  esenciales  de  dos  cir- 
culos,  de  los  que  representa  uno  el  piano  de  las  2;  ^  del  sistema 
de  coordenadas ,  mientras  que  el  segundo ,  perpendicular  a  este  ul- 
timo piano  7  adaptado  al  anteojo ,  jira  sobre  un  eje  del  instrumento 
que  es  perpendicular  al  primer  piano ,  y  puede ,  por  lo  tanto ,  re- 
prcscntar  todos  los  circulos  maximos  perpendiculares  al  piano  de 
las  X  y,  Si  este  instrumento  fuese  rigorosamente  perfecto ,  las  coor- 
denadas esf6ricas  de  un  punto  al  cual  se  dirija  el  anteojo ,  podrian 
Icerse  directamente  en  los  circulos.  Sin  embargo ,  en  todo  instru- 
mento debemos  suponer  ciertos  errores  provenientes  ya  sea  de  su 
instalacion  defectuosa  ya  de  su  construccion  no  rigorosamente  cxacta, 
los  cuales  tienen  por  efecto  que  los  circulos  del  instrumento  no 
coiuciden  con  los  planos  de  las  coordenadas ,  sino  que  forman  unos 
pequeüös  angulos  con  6sto3.  Se  presenta  ahora  el  problema  de 
determinar  los  desvios  de  los  circulos  del  inc^trumente  con  respecto 
a  los  verdaderos  planos  de  las  coordenadas ,  a  fin  de  poder  deducir 
de  las  coordenadas  observadas  en  los  circulos  los  valores  de  las  mis- 
mas  cantidadcs  referidas  al  sistema  retangular  de  ejes.  Ademas 
ocurren  en  los  instrumentos  otros  errores  que  provienen,  ya  sea  de 
la  influencia  de  la  pcsantez  y  temperatura  sobre  las  diferentes  piezas 
del  instrumento,  ya  de  la  construccion  imperfecta  de  ciertos  detalles, 
como  son  los  pezones ,  las  graduaciones  de  los  circulos ,  etc.  Asi  es 
necesario  poseer  tambien  los  mecüos  de  determinar ,  en  cuanto  sea 
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posible ,  estos  errores ,  ä  fin  de  deducir  con  1a  major  aproxiinacion 
posible  de  las  indicaciones  del  mstxumento  las  verdaderas  coordena- 
das  de  los  astros. 

A  mas  de  estos  instruiuentos  que  sirven  para  observar  dos 
coordenadas  perpendiculares  entre  si  de  un  astro,  hai  todavia  otros 
por  medio  de  los  que  pueden  observarse ,  ya  sea  una  sola  coordenada, 
ya  tan  solo  la  posicion  relativa  de  dos  cuerpos  Celestes.  Ser&,  por 
consigaiente ,  necesario  conocer  los  metodos  que  perraiten  averiguar 
los  valores  verdaderos  de  los  angulos  que  se  hayaii  observado  con 
un  instrumento  de  este  j6nero. 


1.  —  SOBRE  ALGÜNAS  MATERIAS  QÜE  DE  UN  MODO  JENERAL 
SE  REFIEREN  Ä  TODOS  LOS  INSTRÜMENTOS. 

A.  —  IJso  del  nivel  de  aire  en  las  öbservaciones. 
1«  El  nivel  de  aire  sirve  para  hallar  la  inclinacion  de  una  linea 
con  respecto  al  borizonte.  Este  aparato  consiste  en  un  tubo  de 
vidrio  cerrado,  Uenado  casi  por  completo  de  un  llquido,  de  manera 
qne  quede  solo  un  espacio  pequeno  Uenado  de  aire.  Como  la  parte 
snperior  de  este  tubo  esta  labrada  en  forma  lijeramente  circular,  la 
ampollita  de  aire  tiende  k  ocupar  en  cualquiera  posicion  del  nivel 
el  punto  mas  elevado  de  este  arco.  El  punto  mas  elevado  para  la 
posicion  horizontal  del  nivel  esta  marcado  con  cero,  y  &  ambos  lados 
de  6ste  se  hallan  marcadas  rayas  divisorias  en  int^rvalos  iguales, 
que  pueden  contarse  en  ambas  direcciones  desde  el  cero.  Si  fuese 
posible  colocar  el  nivel  directamente  sobre  una  linea,  bastaria  cam- 
biar  la  inclinacion  de  esta  ultima  hasta  tanto  que  la  ampollita  ocupe 
el  punto  mas  elevado,  esto  es,  el  cero  de  la  escala,  para  dar  a  esta 
linea  la  posicion  horizontal.  Pero  como  esto  no  es  practicable,  se 
afirma  el  tubo  de  vidrio ,  para  mejor  abrigarlo ,  primero  en  un  tubo 
de  laton  que  deje  visible  solamente  la  escala  graduada ,  colocando 
despues  este  mismo  tubo  en  otro  mas  ancho  del  mismo  metal  que 
tenga  la  lonjitud  del  eje.  En  medio  de  la  parte  superior  de  este 
ultimo  tubo  hai  una  abertura  cubierta  de  un  vidrio  piano.  En  este 
tubo  se  asegura  el  otro  por  medio  de  tomillos  horizontales  y  verti- 
cales  que  al  propio  tiempo  sirven  de  tomillos  de  correccion,  de 
modo  que  la  escala  graduada  del  nivel,  situada  debajo  del  vidrio 


\ 


414 

piano ,  pueda  leerse  mirando  al  traves  de  este  ultimo  *.    El  tubo  esta 

ademas  provisto  de  dos  pK^s  cortados  en  forma  rectangular  para 

colocarlo  sobre  los  pezones,  b  en  los  instrumentos  majores,   de 

gancbos  destinados  a  suspender  el  tubo  en  el  eje  del  instmmento. 

ji.     jj  Ordinariamente   estos  pifes   6 

a         gancbos  no  iendran  la  misma 

lonjitud.    Sea  abora  AB  (Fig. 

\h       11)  el  nivel,  ACj  BD  los  dos 

pi^s,    cuyas  lonjitudes  desig- 

//      nar6mos  con  a  j  h^  j  sap6n> 

gamos  el  nivel  colocado  sobre 

una   llnea  que   forme  con  el 

borizonte  el  ängnlo  a,  de  tal  modo  que  BD  se  balle  en  el  estremo 

mas  elevado.   En  tal  caso  se  ballar4  Ä  k  Is,  altura  a  +  r.  j  B  &  la 

altura: 

h  -\-c-\-taxiga 

siendo  L  la  lonjitud  del  nivel.  Es  verdad ,  que  esto  no  es  rigorosa- 
mente  exacto,  puesto  que  los  pi6s  ÄC  j  BD  no  estan  perpendicu- 
lares  k  la  linea  borizontal;  sin  embargo,  como  aqui  se  suponen 
siempre  pequefias  inclinaciones  de  pocos  minutos ,  comunemente  de 
pocos  segundos,  esta  aproximacion  es  completamente  suficiente. 
Llamando  cntonces  x  al  &ngulo  comprondido  entre  la  linea  AB  j  ei 

borizonte,  serä: 

.              6  —  a  +  X  tang  a 
tanga;  = j ^-, 

6 

h  —  a 


x  =  a  + 


L 


Si  se  invierte  entonces  el  nivel  de  modo,  que  B  llegue  al 

estremo  mas  bajo,  y  se  llama  x'  al  angulo  comprendido  entonces 

entre  AB  y  el  borizonte,  sera: 

h  —  n 


X  =a  — 


L 

Supöngase  todavla  que  el  cero  est^  marcado  erröneamente  sobre 
la  escala  y  que  se  balle  mas  proxima  k  B  que  4  ^  en  la  cantidad  A : 


*  Este  arrsgio  tiene  per  objeto  de  coiiservar  el  nivel  en  un  sitio 
sepanvlo  y  de  ponerlo  al  abrigo  del  calor  de  la  l&mpara  6  del  obser- 
vador  al  tiempo  de  bacerae  la  lectura. 
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colocando  el  myel  directamente  sobre  nna  linea  horizontal ,  se  tendr^ 
de  lectura  l-i-XenÄjl— XenB^  denotando  por  2  Ha  lox^'itud  de 
la  ampollita.  Figur^ndose ,  al  contrario ,  el  nivel  colocado  sobre  la 
linea  AB  cuja  inclinacion  con  respecto  al  horizonte  es  x^  se  leer& 
en  el  lado  de  Ä: 

Ä=il  +  X  —  rXj 

siendo  r  el  radio  del  arco  circular  AB  que  representa  la  forma  del 
tubo  del  nivel ;  mientras  que  en  el  estremo  mas  alto  B  se  leer4 : 

B  =  l  —  X  +  rx. 

Inyertido  el  nivel  con  sus  pi6s  de  modo  que  B  se  halle  situado 
sobre  el  estremo  mas  bajo,  se  tendrä: 

A'=l-{-X-hrx' 
B'  =  l--X-rx. 

Si  en  lugar  de  x  y  x'  se  snstituyen  los  valores  hallados  arriba, 

j  se  designa  la  designaldad  de  los  pies  con  u,  espresada  en  nni- 

dades  de  la  escala  del  nivel ,  se  obtendra  para  las  (?tiatro  diferentes 

lectoras : 

Ä  =  l  —  rtt-\-X  —  r^i 

B  —  l-\-ra  —  X'{'ru 

A'=l-hra-h  X  —  ru 

B'=l~rct~X-^  ru. 

Estas  espresiones  hacen  ver  que  las  dos  cantidades  X  j  ru  no 
pneden  deslindarse,  y  que  por  tanto  es  completamente  indiferente 
para  la  lectura  si  el  cero  estä  en  la  medianla  j  si  los  pi^s  tienen 
altnras  iguales  6  no.  Mas  por  la  combinacion  de  estas  ecuaciones 
podr&n  hallarse  X  —  ru  j  cc. 

Si  el  estremo  B  de  la  ampollita  se  halla  en  un  lado  determinado 
del  eje  del  instnunento,  por  ej.,  al  mismo  lado  en  donde  est6  el 
circulo,  k  cuyo  lado  Uamar^mos  lado-circulo,  se  leer&  despues  de 
invertido  el  nivel ,  Ä  en  este  lado.   Ahora  es : 

B-A 


2 


=  —  X-\-ru  +  ra 
=  X  —  ru  +  ra, 


luego : 

i(5i£lfif) 

a --  206265, 
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en  donde  se  espresa  la  inclinacion  directamente  en  segundos  de  arco. 
La  cantidad representa  entonces  el  valor  de  una  division  ö 

parte  del  nivel. 

Asi  es,  que  para  determinar  la  inclinacion  del  eje  de  nn  in- 
stnimento  mediante  el  nivel  se  debe  colocar  6ste  en  dos  posiciones 
invertidas  sobre  el  eje  j  leer  los  dos  estremos  de  la  ampoUita  en 
cada  posicion.  En  seguida  se  resta  de  la  lectnra  correspondiente  al 
lado  -  circnlo  la  hecha  en  el  otro  lade  y  se  divide  por  2  el  promedio 
de  los  valores  hallados  en  ambas  posiciones.  El  resoltado  espresa 
la  elevacion  del  lado  -  circulo  del  eje  en  partes  de  la  escala.  Mul- 
tiplicando,  por  ultimo,  este  numero  por  el  valor  angular  de  nna 
parte  de  la  escala,  resulta  la  elevacion  del  lado -circulo  espresada  en 
segundos  de  arco. 

Si  podria  suponerse  que  la  lonjitud  de  la  ampollita  no  se  varia 
durante  la  observacion,  se  tendria  tambien: 

a  — 4  ~^~z » 


~*       r 

es  decir ,  la  inclinacion  seria  igual  a  la  mitad  del  movimiento  de  la 
ampollita  en  un  estremo  determinado.  Si  finalmente  el  nivel  fuese 
rigorosamente  perfecto,  seria  X  —  ru^=Oj  yno  habria  necesidad  de 
invertirlo ,  sino  que  la  inclinacion  se  determinaria  en  una  sola  posi- 
cion tomando  la  semi-diferencia  de  las  dos  lecturas. 

IJjemjfio:  En  el  instrumento  de  pasos  montado  en  el  primer 
vertical  del  observatorio  de  Berlin  se  hicieron  el  22  de  Agosto  de 
1846  las  siguientes  nivelaciones : 

lado-cfrcnlo  lado-c(rculo 

ObjetiTo  E.te  pj;^    is'.ot      ObjetiTo  Oeste  {  jj ; ;    JJ;^  ) 
7     =  +  3p.90  -6p.30 

Ja 

X  -  ri*  =  —  8P.  80  A  -  r«  =  —  9P.  20 
5 — =-4  .90                                        +2  .90 

—  0p.50  -1P.70. 


417 

Luego  el  promedio  de  lag  dos  nivelaciones  da  &  =  — 1^*.  10,  6 
como  el   valor  de  nna  parte  de  la  escala  era  igiial  a  2"  (1  —  ^), 
2/  =  —  2".  06. 

En  lo  que  precede  se  siipone ,  que  el  eje  del  instrumento  y  la 
tanjente  imajinada  en  el  punto  cero  del  nivel  se  hallan  comprendidos 
en  un  mismo  piano.  Para  consegnir  esto  se  rectifica  el  nivel  en 
primer  Ingar  de  tal  modo,  que  esta  tanjente  est6  en  nn  piano  pai*alelo 
al  eje,  lo  cual  tendra  lugar  si  X  —  rn  =  0,  Si  de  las  nivelaciones 
resulta  que  esta  condicion  se  cumple,  el  nivel  quedar4  rectificado 
en  este  sentido;  al  contrario,  si  el  valor  de  k  —  ru  difiere  de  cero, 
como  sucede  en  el  ejemplo  de  aiTiba ,  se  debe  variar  la  inclinacion 
del  nivel  mediante  los  toniillos  verticales  de  correccion  hasta  que 
dicha  condicion  se  cumpla,  lo  que  se  verificarli  cuando  A  es  igual 
a  A\  y  B  igual  a  ^,  6  si  la  ampollita  ocupa  la  misma  posicion 
antes  y  despues  de  la  inversion,  tanto  en  el  lado-circulo ,  como  en  el 
lado  opuesto.  En  el  ejemplo  de  arriba,  en  donde  es  k-—ru  =  9P.00, 
se  tendria ,  pues ,  que  variar  la  inclinacion  del  nivel  hasta  tanto  que 
la  ampoUita ,  en  la  ultima  posicion  objetivo  -  Oeste  indique  1 1 . 6  y 
14 . 8.    En  tal  caso  se  leeria  en  el  nivil  asi  rectificado : 

Objetivo-Este  J^;^  J^;^       übjetiyo - Oeste  H*  l^^ 

de  donde  se  deducirian  de  nuevo  las  inclinaciones :  — 0**. 50  y  —  1** .  70, 
y  A  — rw  =  0. 

Rectificado  asi  el  nivel,  la  tanjente  en  el  punto  cero  del  nivel 
esta  en  un  piano  paralelo  al  eje.  Si  esta  tangente  ocupa  al  mismo 
tiempo  una  posicion  paralela  al  eje ,  y  se  hace  jirar  entonces  el  nivel 
un  poco  al  rededor  del  eje  del  instrumento ,  de  modo  que  los  ganchos 
queden  siempre  en  contacto  inmediato  con  los  pezones,  la  tanjente 
permanecerä  paralela  al  eje  durante  es  tos  jiros,  y  por  tanto  la  ampol- 
lita  no  cambiara  de  posicion  durante  este  movimiento.  Mas  si  la  tan- 
jente situada  en  el  piano  paralelo  al  eje  forma  un  angulo  con  este  ultimo, 
en  tal  caso  la  inclinacion  con  respecto  al  eje  ira  variando  durante  el  jiro, 
y  como  la  ampollita  tiende  siempre  a  situarse  en  la  parte  mas  elevada, 
se  sigue  que  el  estremo  hacia  el  cual  se  mueve  la  ampollita  se  halla 
mas  pröximo  al  observador  que  el  otro,  cuando  el  jiro  esta  dirijido  hacia 
este  ultimo.  Por  medio  de  los  tomillos  horizontales  de  correccion 
se  mueve  entonces  este  estremo  hasta  tanto  que  la  ampoUita  conserve 
inalterada  su  posicion  durante  el  jiro ,  quedando  entonces  la  tanjente 
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en  el  punto  cero  paralela  al  eje.  Como  por  el  moTimiento  de  los 
tomillos  horizontales  el  nivel  se  altera  ordinariamente  un  poco  en 
sentido  vertical ,  sera  necesario  repetir  las  dos  correcciones  en  sen- 
tido  vertical  y  horizontal  para  conseguir  el  paralelismo  completo  de 
la  tanjente  del  nivel  al  eje  del  instrumento. 

2*  Con  el  fin  de  hallar  el  valor  de  una  division  del  nivel,  es- 
presado  en  segnndos,  se  puede  afirmarlo  en  un  circulo  vertical 
de  un  instrumento  que  est6  provisto  de  un  arreglo  adecnado  al 
efecto.  Haciendo  entonces  simult&neamente  las  lecturas  del  nivel 
y  circulo  graduado,  y  repitiendo  esta  operacion  en  posiciones  un 
poco  variadas  del  circulo ,  se  puede  hallar  el  nümero  de  divisiones 
que  corresponde  al  nümero  de  segundos  que  se  ha  jirado  el  circulo. 
En  efecto ,  si  la  ampollita  ha  recorrido  a  divisiones  por  efecto  de  an 
jiro  de  ß  segundos  del  circulo ,  el  valor  de  una  division  de  la  escala 

espresado  en  segundos  es  -• 

a 

Sin  embargo ,  al  hacer  esta  determinacion  conviene  no  separar 
el  nivel  de  sus  pies ,  puesto  que  los  tomillos  que  lo  afirman  podrian 
alterar  un  poco  la  curbatura  que  el  nivel  tendria  al  estar  suelto,  y  como 
seria  dificil  asegurar  un  nivel  grande  en  un  circulo  vertical ,  es  prefe- 
rible  valerse  de  un  aparato  especial  que  se  compone  en  sus  partes  esen- 
ciales  de  un  fuerte  tripode  en  forma  de  T,  que  se  sujeta  en  tres  tomil- 
los y  sobre  el  cual  el  nivel  puede  colorarse  en  dos  cojinetes  cuadran- 
gulares  de  tal  modo ,  que  la  direccion  del  nivel  pase  por  un  tomillo 
y  est^  perpendicular  a  la  linea  que  pasa  por  los  dos  otros  tomillos. 
El  primero  de  estos  tomillos  esta  destinado  a  la  medicion  y  trabajado, 
por  eso ,  con  mucho  esmero ;  al  mismo  tiempo  esta  provisto  de  iin 
tambor  graduado  y  de  un  indice  que  permite  leer  las  fracciones  de 
una  vuelta  del  tomillo.  Por  medio  de  un  nivel  auxiliar  se  puede 
rectificar  el  aparato  de  modo ,  que  este  tomillo  tenga  una  posicion 
exactamente  vertical.  Haciendo  entonces  la  lectura  del  nivel  en 
una  posicion  del  tomillo  y  otra  del  mismo  despues  de  haberlo  mo- 
vido  un  poco ,  se  hallar&  como  antes  la  lonjitud  de  una  division  de 
la  escala  espresada  en  partes  de  la  vuelta  del  tomillo.  Si  entonces 
se  conoce  por  medicion  exacta  la  distancia  f  del  tornillo  k  la  linea 
que  pasa  por  los  dos  otros  tomillos  y  tambien  la  oJtura  del  paso  de 
rosca  y  la  tangente   del  4ngulo  correspondiente  4  una  vuelta  del 
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h       h 
tomillo  sera  igual  a  -,  6  —  20Ö265  es  el  angulo  mismo.    Tambien 

puede  examinarse  f4cilmeiite  si  el  niyel  est4  construido  con  per- 
feccion,  observando  al  efecto  si  la  ampollita  avanza  siempre  el 
mismo  nümero  de  divisiones  al  recorrer  el  tomillo  un  mismo  nümero 
de  partes  del  tambor.  Siu  embargo,  no  es  necesario  que  las  divi- 
siones del  nivel  tengan  realmente  la  misma  lonjitud  en  toda  la 
estensioD  de  la  escala;  s61o  es  esencial  que  esta  igualdad  exista  en 
las  partes  qne  eventualmente  sirven  para  las  nivelaciones  j  las  que 
se  estienden  poco  a  un  lado  j  otro  del  cero ,  al  m^nos  en  los  niveles 
qne  se  construjen  modemamente.  Es  verdad ,  que  la  lonjitud  de  la 
ampollita  yaria  con  la  temperatura  ä  causa  de  la  dilatacion  j  con- 
traccion  del  ^ter;  pero  los  niveles  modemos  tienen  igualmente  ima 
camarita  llenada  en  parte  de  liquido ,  la  cual  comunica  con  el  tubo 
del  nivel  mediante  una  pequefia  abertura.  •  Si  entonces  la  ampollita 
se  ha  alargado  demasiado ,  el  nivel  se  rellena  con  el  liquido  de  la 
camarita ,  inclin&ndolo  convenientemente  para  que  la  camarita  venga 
a  ocupar  el  estremo  mas  alto.  AI  contrario ,  si  la  ampollita  es  de- 
masiado corta  se  estrae  una  'parte  de  liquido ,  inclinando  el  nivel 
en  sentido  contrario.  De  este  modo  puede  siempre  darse  &  la  am- 
pollita mui  aproximadamente  la  misma  lonjitud ,  j  procurando  que 
el  nivel  este  siempre  bien  rectificado  j  que  la  inclinacion  del  eje  sea 
pequefia,  con  cujo  fin  se  hace  levantar  6  bajar  uno  de  los  descansos 
del  instnimento  mediante  los  correspondientes  tornillos  de  correccion, 
en  tal  caso  se  necesitara  s61o  pocas  partes  de  la  escala  para  las 
nivelaciones ,  cuya  lonjitud  puede  determinarse  minuciosamente. 
Ademas  sera  bueno  repetir  esta  determinacion  k  temperaturas  mui 
distintas  ä  fin  de  averiguar  si  el  valor  de  las  partes  de  la  escala  se 
varia  con  la  temperatura.  Si  se  manifiesta  semejante  dependencia,  es 
preciso  espresar  la  lonjitud  de  una  division  de  la  escala  por  una 
formula  de  la  forma : 

en  donde  es  a  la  lonjitud  correspondiente  &  la  temperatura  determi- 
nada  <o,  y  los  valores  de  a  j  h  deben  deducirse  de  los  valores  obser- 
vados  k  distintas  temperaturas ,  siguiendo  en  esto  las  reglas  del 
m^todo  de  los  cuadrados  menores. 

£n  lugar  de  un  instnimento  especial  para  la  determinacion  de 
las  divisiones  del  nivel  puede  servir  tambien  un  intsrumento  de 

27* 
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altura  j  un  colimador,  si  este  ultimo  esta  arreglado  de  modo,  que 
en  61  puedan  asegurarse  dos  cojinetes  cuadrangulares  en  donde 
colocar  el  nivel  de  tal  manera,  que  la  tanjente  al  nivel  est^  pandela 
al  eje  del  colimador.  AI  efecto  se  sitüa  este  colimador  delante  de 
un  instrumento  de  altura  provisto  de  un  circulo  graduado  con  finura 
y  se  coloca  el  nivel  en  los  cojinetes;  en  seguida  se  hace  coineidir  la 
Cruz  filar  del  colimador  con  la  del  instrumento.  j  se  lee  tanto  el  nivel 
como  el  circulo.  Repitiendo  esta  observacion  despues  de  haber  alte- 
rado  un  poco  Ja  inclinacion  del  colimador  por  medio  de  uno  de  los 
tomillos  de  pi6 ,  se  obtiene  de  nuevo  la  lonjitud  de  una  division  del 
nivel  por  la  comparacion  de  las  lecturas  del  circulo  con  las  del  nivel. 
Los  teodolitos  6  instrumentos  universales  estan  frecuentemente 
arreglados  de  modo  que  la  division  del  nivel  pueda  determinarse 
mediante  uno  de  los  tomillos  de  pie ,  el  cual  est&  construido  al  efecto 
con  esmero  y  provisto  de  un  tambor  graduado.  Estos  instrumentos 
descansan,  como  se  sabe,  en  tres  tomillos  de  pi6  que  forman  un 
triangulo  pröximamente  equilätero.  Colocando  el  nivel  sobre  el  eje 
horizontal  de  un  instrumento  de  esta  especie,  y  situando  el  eje  de 
modo  que  la  direccion  del  nivel  pase  por  el  tornillo  a  provisto  de 
un  tambor  graduado  en  la  cabeza,  y  por  tanto  perpendicular  a  la 
linea  que  pasa  por  los  dos  otros  tomillos ,  en  tal  caso  el  valor  de  la 
division  del  nivel  puede  determinarse  de  nuevo  mediante  las  lecturas 
del  tornillo  a  y  la  variacion  correspondiente  de  la  ampollita,  con 
tal  que  se  conozca  la  altura  del  paso  de  rosca  y  la  distancia  del 
tornillo  a  a  la  linea  que  une  los  otros  dos  tomillos  entre  si.  AI  con- 
trario ,  el  valor  de  la  division  del  nivel  aürmado  &  los  soportes  de 
los  microscopios  6  nonios  del  circulo  vertical  se  obtiene,  dirijiendo 
el  anteojo  a  la  criiz  filar  de  un  colimador,  6  a  un  objeto  terrestre 
lejano ,  y  haciendo  la  lectura  tanto  del  circulo  como  del  nivel.  Cam- 
biando  en  seguida  la  inclinacion  del  anteoj(>  con  respecto  al  objeto 
por  medio  del  tornillo  de  pie ,  el  valor  de  la  inclinacion  espresado  en 
divisiones  del  nivel  se  lee  en  este  ultimo ,  al  paso  que  este  mismo 
valor  se  obtiene  en  segundos  volvi^ndose  a  dir^ir  el  anteojo  al  objeto 
y  haciendo  la  lectura  del  circulo  en  su  nueva  posicion. 

3*  El  caso  considerado  arriba  de  determinar  por  medio  de 
un  nivel  la  inclinacion  de  una  linea  sobre  la  que  pueda  colocarse 
directamente  el  nivel,  no  se  presenta  nunca  en  los  instmmentos, 
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sino  que  se  busca  siempre  la  inclinaciou  de  im  eje  determinado  por 

un  par  de  cilindros  en  sus  esfcremos ,  en  donde  debe  situarse  el  nivel. 

Aun  si  el  eje  de  estos  cilindros  coincidiera  con  el  eje  matem&tico  del 

instnunento ,  puede  suceder,  no  obstaiite,  que  siis  diametros  sean 

desiguales,  j  en  tal  caso  un  nivel  colocado  sobre  estos  cilindros  no 

indicara  la  inclinacion  del  verdadero  eje  del   instrumento.     Estos 

cilindros  descansan  «iempre  en  cojinetes  formados  por  dos  planos 

cuja  inclinacion  mütua  sea  iL     Sea  *ii  el  ängulo  entre  los  ganchos 

del  nivel  con  los  cuales  se  lo  suspende  en  el  eje;  ademas  sea  r^  el 

radio  del  pezon  de  un  estremo  (por  el  cual  elijir^mos  tambien  aqui 

el  lado-circulo).   En  tal  caso  serä  hC  (Fig.  12),  esto  es,  la  elevacion 

p.  del  centro  del  pezon  sobre  el  cojinete  igual 

a  TyCOsec  i\  igualmente  serä: 

aC  =  roC08eci', 
luego 

ah  =  rQ  [coseci'—  cosec i] , 

y  para  el  otro  estremo  del  eje  se  tendra; 

ab'=  Vi  [cosec  i' + cosec  i] , 

siendo  r^  el  radio  del  pezon  que  se  halla  a 
este  lado.  Si  ahora  la  linea  determinada  por 
los  dos  puntos  en  que  concurren  los  planos  de 
los  descansos  forma  el  ängulo  x  con  el  Hori- 
zonte ,  el  nivel  acusarä  esta  misma  inclinacion 
si  los  diametros  de  los  pezones  son  iguales.  Si ,  empero ,  los  pezones 
son  desiguales,  y  seguimos  designando  con  x  la  elevacion  del  des- 
canso  del  mismo  estremo ,  se  hallarä  para  la  elevacion  h  del  lado- 
circulo  : 

h  =  x+  "  y    '  [cosec  t"  H-  cosec  t] , 

en  donde  L  es  la  lonjitud  del  eje.  Invirtiendo  en  seguida  el  instru- 
mento en  sus  descansos  de  manera,  que  el  lado-circulo  venga  ä 
ocupar  el  descanso  mas  bajo,  se  tendra  para  la  elevacion  del  lado- 
circulo  : 

h'=  —  x-\-  -^-7 —  [cosec  t"  -I-  cosec  t]. 

De  las  dos  ecuaciones  se  sigue : 

— g—  =  "         [cosec  t  -f- cosec  t], 
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cuya  cantidad  queda  coiistaiite ,  iuterin  no  se  cambie  el  diametro  del 
pezou. 

Como  se  trata  de  determinai* ,  por  medio  del  nivel ,  la  inclina- 
cion  del  eje  matematico  de  los  dos  cilindros ,  se  tiene  qua  restar  de 
cada  valor  b  la  cantidad : 

j     coßec i , 

Ju 

jjTf. ••. 

ö ,  eliminando  a     j-    ,  la  cantidad 

jib-h  b')  cosec  i  _  j  (^  +  ^')  sen  i 
cosec  i  +  cosec  i' "~  sen  %  4-  sen  i 

Si  esta  correccion  es  pequena,  como  sucede  ordinariamente ,  se 
puede  polier  i=  i\  y  en  tal  caso  se  debe  aplicar  a  cada  nivelacion 
—  ^  (&  +  &') ,  siendo  b  y  b'  las  nivelaciones  halladas  en  dos  posiciones 
invertidas  del  eje. 

JEJjenqylo :  La  inclinacion  del  eje  del  anteojo  de  pasos  establecido 
en  el  primer  vertical  del  observatorio  de  Berlin  se  hallö ,  segun  el 
n°-  1 ,  igual  ä  6  =  —  2".  06 ,  estando  dirijido  al  Sur  el  lado  -  circulo 
del  eje.  Despues  de  invertido  el  instrumento  se  repitio  la  nivelacion 
y  resulto  la  elevacion  del  lado  -  circulo ,  dirijido  esta  ve?  al  Norte : 
5'=-f"ö".  02,  cuyo  valor  es,  lo  mismo  que  en  el  primer  caso,  el 
promedio  de  dos  nivelaciones,  durante  las  ciiales  el  objectivo  del 
anteojo  estaba  dirijido  una  vez  al  Este,  la  otra  vez  al  Oeste.  £n 
este  caso  es  de  consiguiente : 

y ,  por  lo  tanto ,  la  inclinacion  del  eje  matematico  de  los  pezoues  era 

=  -2".  80,  Circulo  Sur 

y 

=  +  4".  28,  Circulo  Norte. 

Hasta  aqui  hemos  supuesto  que  las  intersecciones  perpendiculares 
al  eje  de  los  pezones  son  exactamente  circulares.  »Si  esto  se  verifica,  el 
nivel  acusarä  la  misma  inclinacion  del  eje  en  cualquiera  posicion  del 
anteojo ,  y  este  ultimo  describira  al  jirarlo  un  circ\üo  maximo ;  pero 
si  esta  condicion  no  se  cumple ,  la  inclinacion  no  serk  la  misma  para 
diferentes  elevaciones  del  anteojo ,  y  este  describira  por  su  rotacion 
una  especie  de  zic  -  zac ,  en  lugar  de  un  circulo  maximo.  Se  puede, 
sin  embargo,  determinar  median te  el  nivel  las  correcciones  que 
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tienen  que  aplicarse  ä  la  nivelacion  hecha  en  una  posicion  deter- 
minada ,  para  obtener  la  inclinacion  correspondiente  a  otra  posicion 
dada.  Con  efecto,  si  el  iustrumento  esta  construido  de  modo,  que  el 
nivel  pueda  suspenderse  en  el  eje  para  diferentes  direcciones  del 
anteojo ,  se  puede  hallar  la  inclinacion  del  eje  en  diferentes  posiciones 
del  anteojo,  p.  ej.,  para  las  alturas  de  15  en  15  6  de  30  en  30  grados, 
j  esto  dejara  de  ser  practicable  solo  cuando  el  anteojo  est6  dir\jido 
al  zenit  6  al  nadir.  Practicando  semejantes  observaciones  tambien 
en  la  posicion  invertida  del  instrumento ,  se  puede  determinar  la 
desigualdad  de  los  pezones,  6  la  cantidad -|-(&-|~  2>')  para  las  dife- 
rentes distancias  zenitales ,  y  restando  esta  ultima  de  las  nivelaciones 
carrespondientes  a  las  diferentes  posiciones  del  anteojo,  se  obtiene 
la  inclinacion  del  eje  para  estas  diferentes  distancias  zenitales.  Com- 
parados  estos  valores  con  la  inclinacion  hallada  en  la  posicion  hori- 
zontal, resultar4n  las  correcciones  que  deben  aplicarse  a  la  inclina- 
cion correspondiente  4  la  posicion  horizontal  para  obtener  la  inclina- 
cion para  las  demas  distancias  zenitales.  Estas  correcciones ,  pueden 
asi  hallai'se  directamente  por  observaciones  para  cada  15^  6  30^ 
grado ,  y  de  estos  valores  puede  deducirse  una  serie  periödica  que 
represente  dichas  correcciones ,  6  se  puede ,  de  un  modo  mas  sencillo, 
representai'  sobre  una  linea  recta  las  distancias  zenitales  por  abscisas 
y  las  correcciones  observadas  de  la  inclinacion  por  ordenadas.  Situ- 
ando  en  seguida,  lo  mejor  que  pueda  hacerse,  por  los  puntos  estre- 
mos  de  estas  ültimas  una  curba ,  se  tomar4n  las  ordenadas  de  esta 
curba  como  las  correcciones  de  las  distancias  zenitales  no  obser- 
vadas*. 


*  Lob  pezones  pueden  examinarse  mejor  todavla  por  medio  de  un 
nivel  especial  (Fühlniveau),  colocändolo  al  efecto  sobre  el  descaneo  de 
modo  que  el  estremo  del  nivel  se  apoye  en  el  pezon.  Colocado  el 
nivel  primero  sobre  el  pezon  al  lado-circulo,  se  apuntan  entonces  las 
indicaciones  del  nivel  correspondientes  a  las  diferentes  distancias  zeni- 
tales, y  restando  de  ellas  el  promedio  de  las  lecturas  en  las  dos  posi- 
ciones horizontales  del  anteojo  (bajo  el  supuesto  de  que  las  nivelaciones 
ordinarias  se  verifican  siempre  en  estas  dos  posiciones),  se  halla  el 
esceso  de  la  elevacion  del  punto  mas  alto  del  pezon  para  cada  posicion 
sobre  el  promedio  que  corresponde  k  las  dos  posiciones  horizontales. 
Sean  u«  estas  diferendas  observadas.  Si  se  hace  en  seguida  la  misuna 
serie  de  observaciones  con  el  nivel  colocado  sobre  el  otro  pezon,  y  se 
hallan  entonces  los  valores  n^,  la  inclinacion  de  la  linea  determinada 
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B.  —  El  nonio  6  vemier  y  el  microscopio  mieromitrico. 

4.  El  nonio  ö  vernier  sirve  para  leer  y  subdividir  el  espacio 
entre  dos  trazos  consecutivos  de  la  graduacion  de  los  circnlos  aatro- 
nömicos  y  consiste  en  un  arco  de  un  circulo,  movible  al  rededor  del 
centro  del  circulo  graduado  y  el  cual  estä  dividido  en  partes  iguales, 
cuyo  nümero  es  mayor  ö  menor  que  el  nümero  de  las  partes  del 
circulo  que  quedan  exactamente  cubiertas  por  dicho  arco.  La  razon 
de  estos  nümeros  determina  la  magnitud  de  la  subdivision  de  la 
graduacion  del  circulo ,  que  puede  leerse  todavia  por  medio  del  nonio. 

Si  consideramos  una  escala  cualquiera  dividida  en  partes 
iguales  (la  consideracion  que  sigue  es  aplicable  sin  mas  a  los  arecs 
circulares),  de  las  que  cada  una  sea  igual  a  a,  la  distancia  de  im 
trazo  cualquiera  al  cero  puede  espresarse  por  un  mültiplo  de  a,  Sea 
ademas  y  el  cero  del  nonio  por  medio  del  cual  se  indica  en  los  in- 
strumentos  astronömicos  la  direccion  de  la  alidada  6  del  anteojo 
adaptado  a  esta  ultima.  Si  este  cero  coincide  exactamente  con  im 
trazo  de  la  graduacion,  se  obtiene  inmediatamente  por  la  lectura 
hecha  en  el  circulo  su  distancia  al  cero  del  limbo.  Pero  si  el  cero 
del  nonio  cae  entre  dos  trazos  del  circulo ,  en  tal  caso  debe  haber 
necesariamente  un  trazo  del  nonio  que  coincida  con  un  trazo  del 
circulo ,  al  menos  con  tanta  aproximacion  que  la  distancia  ä  seme- 
jante  trazo  sea  menor  que  la  diferencia  entre  los  int^rvalos  com- 
prendidos  entre  dos  trazos  consecutivos  del  nonio  y  dos  del  circulo, 
esto  es ,  m6nos  que  la  cantidad  que  puede  leerse  todavia  por  medio 
del  nonio.  Sea  la  distancia  de  este  trazo  coincidente  al  oero  del 
nonio  igual  a  p  partes ,  de  las  que  cada  ima  sea  a\  y  se  tendra  para 
la  distancia  de  dicho  trazo  al  cero  del  circulo  ö  limbo: 

y-^pa, 

Si  el  trazo  del  limbo  que  inmediatamente  precede  al  c^ro  del 
nonio  se  designa  con  qa^  la  misma  distancia  del  trazo  coincidente 
serä  qa  -{-pa.    De  consiguiente  es: 


por  los  puntos  mas  altos  del  pezon  seria  en  todas  las  posicionee  del 
instrumento  la  misma,  si  para  cada  valor  de  z  fuese  siempre  !*'„  =  «». 
Mas,  si  esto  no  tiene   lugar,  la  elevacion  mayor  de  la  linca  al  lado- 

cfrculo  se  espresarä  en  cada  posicion  del  anteojo  por  -^^ — ^206265, 

siendo  L  la  lonjitud  del  eje. 
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hiego  la  distaiicia  del  cero  del  nonio  al  cero  del  circulo : 

y  =  qa  +  p{a  —  a). 

Si  supouemos 

Ma  =  (w4- 1)«', 

eato  es ,  si  w  partes  del  limbo  estan  divididas  en  m  +  1  partes  en 
el  uonio,  sera 

a  = :  a, 

luego : 

pa 


y^qa  + 


Por  coiiöiguiente  la  diatancia  del  cero  del  nonio  al  cero  del  limbo 
es  igual  al  numero  de  las  divisiones  principales  del  circulo  que  pre- 
ceden  al  cero  mas  p  partes  de  las  que  cada  una  es  la  {in  -|-  1)**  parte 
de  una  division  principal ,  y  en  donde  p  representa  el  numero  de  los 
trazos  contados  sobre  el  nonio  desde  el  cero  de  ^ste  hasta  Uegar  a 
la  coineidencia.    A  fin  de  facilitar  esta  operacion  y  ahorrar  al  mismo 

tiempo  la  multiplicacion  por  — — ,  los  trazos  del  nonio  llevan  ya 

marcados  los  nümeros  p — r-z- 

Por  lo  demas  se  ve ,  que  tomandose  el  numero  m  suficieutemente 
grande,  se  podrä  por  medio  del  nonio  leer  partes  de  la  divison  tan  pe- 
quefias  como  se  quiera.  Cuando  se  trata,  p.  ej.,  de  leer  todavia  10" 
en  un  instrumento  cuyo  limbo  esta  dividido  de  10  en  lO',  en  tal  caso 
un  arco  del  nonio  igual  a  590'  debe  dividirse  en  60  partes,  por  cuanto 

en  tal  caso  es  — — -=io".     Para  facilitar  entonces  la  lectura,   se 

«1  +  1 

deberia  marcar  el  primer  trazo  con  lO",  el  segundo  con  20"  etc.;  en 

lugar  de  esto  se  indican  solamente  los  minutos,  de  manera  que  el 

sesto  trazo  Ueva  el  numero  1 ,  el  duod6cimo  el  numero  2  etc. 

En  jeneral  se  halla  el  numero  m  por  la  ecuacion : 

a         ,  a         . 

a  —  a  = r     6     m  = ?  — 1^ 

w -f  1  a—a 

en  donde  se  denota  por  a  —  a'  la  cantidad  que  se  quiere  leer  todavia, 
y  por  a  el  valor  del  int6rvalo  entre  dos  trazos  consecutivos  del  cir- 
culo ,  ambas  cantidades  espresadas  en  la  misma  unidad. 
Hasta  aqui  hemos  supuesto 
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6  que  los  intervalos  entre  los  trazos  del  nonio  son  mas  pequeiios 
que  los  del  circulo.  Sin  embargo,  el  nonio  puede  construirse  tarn- 
bien  de  modo ,  que  los  intervalos  entre  los  trazos  de  este  ultimo  sean 
mas  gi-andes  que  los  del  circulo ,  tomando : 

En  tal  caso  sera: 

a 

a  — a=  — 

m 

7 

Se  v6,  que  en  este  caso  todo  queda  lo  mismo  que  arriba,  solo 
con  la  diferencia  de  que  la  coincidencia  debe  contarse  en  sentido 
contrario. 

Si  la  lonjitud  del  nonio  escede  a  la  verdadera  en  la  cantidad  ^/, 
se  tendra  en  el  primer  caso : 

m  a  ={m-hl)a—  Jl, 
y  por  tanto ,  si  conservamos  las  notaciones  introducidas  arriba : 

pa  dl 

tn-rl        tn  +  l 

de  donde  se  sigue,  que  si  la  lonjitud  del  nonio  es  demasiado  grande 
en  Jl^  se  tiene  que  aplicar  a  cada  lectura  la  correccion: 

wH- 1 

siendo  j?  el  nümero  del  trazo  coincidente  del  nonio ,  y  m  + 1  el 

nümero  total  de  los  trazos  de  este  ultimo.     Si ,   p-  ej. ,  en  un 

instrumento  cuyo  circulo  esta  graduado  de  lO'  en  lO',  j  que  admite 

por  medio  del  nonio  una  lectura  de  lO",   de  modo  que  59  partes 

del  circulo  estan  dirididas  en  60  partes ,  se  halla  que  el  error  del 

nonio  es: 

^^  =  4-5" 

se  debe  aplicar  a  cada  lectura  la  correccion  —  ^  5",  ö,  como  el  sesio 

trazo  del  nonio  indica  un  minuto,  la  correccion  debida  a  cada  minuto 
que  se  lea  en  el  nonio  importa  —  O".  5. 

El  error  mismo  de  la  lonjitud  del  nonio  puede  hallarse  siempre 
por  medio  de  la  graduacion  del  circulo.  Con  este  iin  se  hace  coin- 
cidir  el  cero  del  nonio  sucesivamente  con  diferentes  trazos  del  clr- 
culo,  y  se  lee  el  nümero  de  minutos  y  segundos  que  corresponden 
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al  ultimo  trazo  principal  del  nonio.   El  termino  medio  de  todas  esias 
lectimtö  da  la  verdadera  lonjitud  del  nonio. 

5«  En  los  instrumentos  que  sirven  para  hacer  observaciones 
mui  exactas,  p.  ej.,  en  los  circnlos  -  meridianos ,  se  hace  uso  de  los 
microscopios  pvovistos  de  tornillos  microm6tricos  para  medir  las 
snbdivisiones  de  la  graduacion  del  limbö.  Estos  microscopios  estan 
asegurados  ä  los  pilares,  6  a  las  planchas  que  sostienen  los  coji- 
netes  de  tal  modo ,  que  queden  inmovibles  y  situados  perpendicular- 
mente  delante  de  la  graduacion  del  circulo.  La  lectura  se  efectüa 
median te  an  hilo  movible  estendido  en  el  campo  de  la  vision  del 
microscopio,  colocandolo  sobre  el  trazo  mas  pröximo  del  circulo,  ö 
mejor,  mediante  dos  hilos  paralelos  cuya  mediania  se  Ueva  a  este 
trazo  y  leyendo  entonces  en  el  tambor  del  tomillo  el  camino  recor- 
rido  per  el  hilo.  El  cero  de  este  tambor  graduado  correspoude, 
pues,  al  cero  del  nonio,  puesto  que  en  realidad  se  mide  siempre  la 
distancia  entre  el  hilo  mövil  al  estar  en  cero  y  el  trazo  mas  pröximo, 
Como  el  valor  de  una  vuelta  del  tornillo  se  determina  de  antemano, 
espresado  en  segundos,  y  como  se  puede  leer  el  nümero  de  las 
vueltas  enteras  y  las  fracciones  correspondientes ,  se  obtiene  la 
distancia  del  cero  al  trazo  espresada  en  segundos.  Mediante  un 
arreglo  a  proposito  se  puede  conseguir  siempre,  que  un  nümero  cabal 
de  vueltas  del  tornillo  Uegue  a  ser  exactamente  igual  al  int6rvalo 
entre  dos  trazos  consecutivos  del  limbo.  Con  efecto,  se  puede  alar- 
gar  6  acortar  el  cuerpo  del  microscopio  y  conseguir  de  este  modo 
que  la  im&jen  del  int^rvalo  entre  dos  trazos  sea  igual  al  espacio  re- 
corrido  por  el  hilo  movible  en  virtud  de  un  nümero  cabal  de  vueltas 
del  tornillo.  Si  este  espacio  es  mayor  que  la  imajen  del  int6rvalo 
entre  dos  trazos,  es  preciso  acercar  el  objetivo  del  microscopio  al 
ocular,  y  acercar  despues  todo  el  cuerpo  del  microscopio  al  circulo, 
a  fin  de  que  no  se  estorbe  la  claridad  de  la  vision. 

Ademas  el  microscopio  debe  estar  situado  de  modo,  que  los 
hilos  paralelos  est^n  tambien  paralelos  k  los  trazos  del  circulo,  y 
finalmente  que  el  piano  determinado  por  el  eje  del  microscopio  y  un 
radio  cualquiera  del  circulo  este  perpendicular  al  piano  de  este 
ultimo.  Descuidada  esta  rectificacion  se  hallara  que,  apretando  lijera- 
mente  el  limbo,  la  imajen  del  trazo  se  vuelve  paulatinamente  con- 
fusa  y  que  se  mueve  un  poco  a  un  lado ,  de  manera  que  entonces  s^ 
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orijinarian  errores  en  la  lectura  del  circulo  si  este  acaso  no  formase 
un  piano  exacto  6  no  ocupase  una  posicion  exactamente  perpendicular 
al  eje.  Cuando  semejante  movimiento  de  la  imäjen  se  haga  percep- 
tible ,  se  jira  el  tubo  que  Ueva  al  objetivo  hasta  tanto  que  la  im&jen 
no  cambie  de  posicion  al  ejercer  una  presion  contra  el  limbo. 

Como  la  distancia  del  microscopio  al  circulo  esta  sujeta  a  pe- 
quenas  variaciones,  es  necesario  determinar  de  vez  en  cuando  el 
error  del  microscopio ,  esto  es ,  la  diferencia  entre  un  nümero  cabal 
de  vueltas  del  tomillos  y  el  int6rvalo  entre  dos  trazos*  y  correjir 
debidamente  en  seguida  las  lecturas  del  microscopio.  Pero  no  es 
indiferente  cuales  de  los  trazos  del  limbo  se  escojen  con  este  im, 
puesto  que  el  intervalo  puede  diferir  un  poco  de  2  minutos  ä  causa 
de  los  errores  de  graduacion.  Por  esta  razon  se  debe  averiguar 
primero  el  valor  exacto  del  intörvalo  entre  dos  trazos  determinadoä 
y  comparar  siempre  el  tornillo  del  microscopio  con  este  ultimo.  Per 
fin  el  tornillo  mismo  puede  estar  defectuoso ,  de  modo  que  a  partes 
iguales  de  una  vuelta  del  tornillo  no  correspondan  espacios  iguales 
recorridos  por  los  hilos. 

Con  objeto  de  determinar  primero  estos  errores  del  tornillo ,  se 
puede  hacer  grabar  en  la  graduacion  del  circulo  un  corto  trazo 
auxiliar  (de  modo  que  no  sea  fäcil  equivocarlo  con  los  trazos  de  la 
graduacion)  cuya  distancia  4  un  trazo  de  la  graduacion  sea  igual  a 
una  parte  alicuota  del  intervalo,  p.  ej.,  de  lO"  ö  15";  en  jeneral  esta 
distancia  puede  ser  a,  de  manera  que  120  =  wer.  Colocando  entonces 
el  tornillo  microm^trico  en  cero ,  y  llevando  uno  de  los  trazos  mas 
pröximos  a  la  mediania  de  los  hilos ,  se  puede  Uevar  el  otro  trazo 
entre  los  dos  hilos  por  medio  del  tornillo ,  y  medir  asi  el  intervalo 
entre  los  dos  referidos  trazos  mediante  el  tornillo.    Si  se  mueve  en- 


*  Los  circulos  de  los  instrumentos  mayores  est^  divididos  comune- 
mente  de  2  en  2  minutos,  y  dos  vueltas  del  tornillo  equivalen  al  inter- 
valo entre  dos  trazos.  Una  vuelta  del  tornillo  corresponde  por  eso  k 
un  minuto,  y  como  la  cabeza  del  tornillo  esta  dividida  en  60  partes, 
cada  una  de  ästas  representa  un  segundo  cuyos  ddcimos  pueden  est!- 
marse  todavla  cömodamente.  La  posicion  de  los  hilos  que 'corresponde 
ä  la  lectura  0"  del  tambor  estä  senalada  por  una  marca  en  el  micros- 
copio. Cuando  esta  marca  est^  mas  pröxima  al  trazo  siguiente  que  al 
precedente,  se  agregara  un  minuto  a  la  lectura  hecha  en  el  tambor  de 
la  cabeza  del  tornillo. 
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tonces  el  circulo  hasta  tanto  que  el  primer  trazo  vuelva  al  comedio 
de  los  dos  hilos ,  se  puede  llevar  de  nuevo  el  segundo  trazo  entre 
los  hilos  mediante  el  tonxillo ,  j  repetir  esta  operacion  hasta  que  el 
tomillo  haya  recorrido  las  dos  vueltas  que  se  emplean  en  las  lectiiras 
del  circulo  *.  Si  de  este  modo  los  valores  de  las  distancias  entre  los 
trazos ,  medidas  por  el  tomiUo ,  son : 

de  0  a  a  a 

de  a  d  2  a  a" 


de  (n  —  \)a  ä  tia     a", 

la  ultima  lectura  del  tornillo  sera  de  uuevo  cero  pröximamente ,  j 
por  tanto  se  podr4  considerar  el  t^rmino  medio  de  todos  los  valores 
a',  d\  etc.  como  despejado  de  los  errores  del  tomillo.  Estas  obser- 
vaciones  deben  repetirse  varias  veces ,  y  medirse  los  intervalos  tam- 
bien  en  direccion  opuesta,  partiendo  al  efecto  de  120  en  vez  de  0; 
finalmente  se  toman  los  promedios  de  los  diferentes  valores  hallados 

a',  a",  etc.    Sea: 

a  -f  a  -}-  a    -f . .  +  o" 

=  a©. 

n 

Si  se  miden  todavia  loa  int6rvalos  de  —  a  aOy  de^aa(w  +  l)''» 
y  se  designan  estas  distancias  con  a~^  y  a"+' ,  se  hallarä  la  con*ec- 
eion  del  tomillo  que  tiene  que  aplicarse  ä  la  lectura  «  del  tambor: 


para  —a 
0 

—  oo  +  a— 1 
0 

a 
2a 

dfi  —  a 
2ao  — a  —  a 

tf 


(n  — l)a        (n  — l)ao  — a'  — a". . .  — a"  — 1 

na  0 

(tH-l)a  flo  — «"  +  '• 


*  Cuando  no  haya  trazo  auxiliar  en  el  limbo,  la  distancia  entre 
loa  dos  hilos  paralelos  puede  servir  para  este  fin,  si  ^sta  equivale  a 
Tina  parte  alicuota  de  2  minutos.  Colocado  el  tornillo  en  cero,  se 
lleva  en  tal  caso  uno  de  los  trazos  a  uno  de  los  hilqs  y  despues  el 
segundo  hilo  al  mismo  trazo  por  medio  del  tomillo  etc. 
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Con  estoB  valores  puede  calcularse  entonces  tina  tabla  que  d6 
las  correcciones  de  las  lecturas  de  10''  en  10^'  y  de  la  cnal  paede 
sacarse  la  correccion  correspondiente  a  cualquiera  lectüra  intermedia 
por  interpolacion.  La  lectura  asi  correjida  es  entonces  libre  de  los 
errores  del  tornillo  j  d4  siempre  la  distancia  verdadera  del  cero  al 
trazo  que  inmediatamente  precede ,  espresada  en  partes  del  tambor 
de  las  que  cada  una  es  la  60 ''^  parte  de  una  vuelta  del  tornillo.  Pero 
si  dos  Yueltas  del  tornillo  no  cquivalen  k  2  minutos ,  esta  distancia 
no  seria  todavia  la  distancia  espresada  en  segundos. 

Con  el  fin  de  examinar  este  ultimo  punto ,  se  escojen  dos  trazos 
cuyo  int^rvalo  se  conozca  exactamente  y  que  sea  igual  k  120 +y. 
Colocando  el  tomilla  en  cero,  y  luego  el  trazo  que  sigue  en  el  co- 
medio  de  los  hilos'^,  se  jira  el  tornillo  hasta  tanto  que  el  trazo 
precedente  ocupe  la  mediania  de  los  hilos.  Si  en  esta  posicion  Ja 
lectura  correjida  del  tambor  es  120+^,  la  lectura  del  tambor 
hubiera  sido  120+p— ^,  si  el  tornillo  hubiese  recorrido  exacta- 
mente 120  segundos;  de  consiguiente ,  cada  lectura  correjida  de  los 
en'ores  del  tornillo  debe  multiplicarse  todavia  por 

120 
120  +  jo  -  y 

Resta  enseuar  todavia  como  puede  determinarse  la  lonjitud  de 
de  un  int^rvalo  entre  dos  trazos  dados,  p.  ej. ,  el  int^rvalo  entre 
O^O'  y  0®2'.  Con  este  fin  se  determina  primero  el  intervalo  espresado 
en  partes  del  tornillo*,  colocando  el  tornillo  en  cero  y  el  trazo  0*^ä' 
en  el  comedio  de  los  hilos;  en  seguida  se  coloca  el  trazo  O^O'  en  el 
mismo  comedio  por  medio  del  tornillo.  Sea  120  +  -^^  la  lonjitud  del 
intervalo  que  se  haya  obtenido  en  termino  medio  de  varias  medidas. 
Si  se  mide  en  seguida  del  mismo  modo  un  gran  nümero  de  int^rvalos 
en  distintas  pai-tes  de  la  graduacion ,  se  puede  admitir  que  entre  los 
int6rvalos  medidos  habra  tantos  que  sean  demasiado  grandes,  cuan- 
tos  que  sean  demasiado  pequenos,  de  manera  que  el  t^rmmo  medio 
sera  el  valor  verdadero  de  un  intervalo  de  120",  espresado  en 
partes  del  tambor.  Si  este  t6rmino  medio  resulta  igual  k  120  +  w, 
el  primer  intervalo  es  demasiado  grande  en  rc  —  m  =  y,  6  es  igual 
k  120 +y. 


*  Se  supone  que  la  lectura  del  tambor  del  tornillo  va  aumentando 
al  mover  este  ultimo  de  un  trazo  al  qne  inmediatamente  preoede. 
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Esta  correccion  por  razon  de  la  diferencia  a  2'  de  iina  vuelta 
del  tomiUo  (error  de  corrida)  puede  igualmente  reducirse  k  iina 
tabla,  cuyo  argumento  sea  la  lectiira  del  tambor,  puesto  que  la  cor- 
reccion debida  a  la  desigualdad  del  tornillo  la  que  de  este  modo  se 
desprecia  en  el  argumento,  no  tiene  ningun  influjo  k  causa  de  su 
pequenez.  Mientras  quede  entonces  constante  el  error  de  corrida, 
esta  tabla  puede  unirse  k  la  anterior  relativa  a  la  desigualdad  del 
tornillo. 

C,  —  Error  es  de  escentricidad  y  gradvuicion  ,de  los  circidos, 

6«  Un  error  inevitable  en  todos  los  instrumentas  astronömi- 
cos  consiste  en  que  el  centro  sobre  que'jira  la  alidada  no  coincide 


Fig.  13. 


con  el  del  circtdo  6  de  la  gradua- 
cion.  Sea  C,  (Fig.  13)  el  centro  de  la 
graduacion,  C  el  de  la  alidada,  y 
C*Ä  la  direccion ,  ö  el  angulo  obser- 
vado  0  CA  igual  k  Ä—  0 ,  principi  - 
ando  a  contar  los  angulos  desde  0. 
Si  no  hubiese  escentricidad,  se  habria 
leido  el  angulo  ACO  =  ÄC'O,  Lla- 
mando  r  al  radio  del  circulo  CO,  y 
^ - 0  al  angulo  ACO=^ÄC'0,  se 
tiene: 

jl'P  =  rßen(^'-  0)        =  A'C'sen{Ä  -  0) 

7 

C'P  =  r  co8(^'-  O)  -  6  =  A'C  cos{A  -  O), 

en  donde  e  significa  la  escentricidad. 

Multiplicando  la  primera  ecuacion.por  cos(J[' — 0),  la  segunda 
por  sen  {A' —  0) ,  y  restando  la  segünda  de  la  primera ,  se  obtiene : 

AC sen {A  -A')=ze  6en{A'-  0). 

Multiplicando  al  contrario  la  primera  ecuacion  por  sen  {Ä—  0), 
la  segunda  por  cos  {A'—  0) ,  y  sum&ndolas ,  se  obtiene : 

^'C  cos (ul  -  A')  =  r  -  6  cos  (^  -  0) , 
luego : 


tang(^  -  A)  = 


~8en(^'-0) 
l_i-co8(^'-G) 
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6,  por  la  förmnla  (12)  del  n"-  11  de  la  introduccion : 

A  -  A'=  4  Ben(^'-  O)  +  J-^  8en2(^'  -  O) 


Como  —  es  siempre  una  cautidad  mui  pequeiia,  el  primer  ter- 

miuo  de  esta  serie  da  una  aproximacion  suficiente,  y  espresando 
A  —  Ä'  en  segundos ,  resulta : 

^  ~  A'  =  4  sen  {Ä'  -  O)  206265 , 

de  donde  se  infiere,   que  el  error  Ä' — Ä,  espresado  eii  segundos, 
puede  volverse  considerable  k  causa  del  factor  grande  206265 ,  aunque 

—  sea  una  cantidad  pequeila. 

A  fin  de  hacerse  indepeudiente  del  conocimiento  de  la  escentri- 
cidad  j  para  no  teuer  que  aplicar  k  cada  angulo  medido  la  correccion 
por  razon  de  esta  ultima,  los  instruraentos  estan  provistos  de  varios 
nonios  ö  microscopios  adaptados  de  tal  modo ,  que  el  error  de  escen- 
tricidad  desaparezca  en  el  termino  medio  de  las  lecturas  hechas  en 
los  diferentes  nonios.  Con  efecto ,  si  la  alidada  se  compone  de  dos 
brazos  ligados  sölidamente  entre  si ,  cuya  inclinacion  mütua  sea  por 
de  pronto  arbitraria,  y  si  cada  uno  de  estos  est&  provisto  de  un 
nonio ,  se  tendrä  para  la  lectura  B'  hecha  en  el  segundo  brazo  una 
correccion  parecida  k  la  anterior ,  de  modo  que  es : 


-B  =  5'4-~8en(B'-0), 


luego : 


i  (A  +  B)  =  i  (A'  +  B')  +  y  sen  [i  {Ä'  +  B')  -  0]  cos  J  [A-  B]. 

Esta  espresion  hace  ver ,  que  la  diferencia  entre  -J-  ( J.  +  J?)  y 
^(-4'+  JB')  serä  tanto  mas  pequefia  cuanto  raas  se  acerque  a  180*^  el 
angulo  A'—B\  comprendido  entre  los  brazos  de  la  alidada.  Si 
A! — B'  es  exactamente  igual  a  180^,  el  promedio  de  las  lecturas  es 
igual  a  promedio  de  las  direcciones  realmente  observadas.  Por  esta 
razon  los  instrumentos  estan  provistos  de  dos  nonios  exactament« 
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opuestos  el  uno  al  otro,  puesto  que  se  elimina  entonces  completamente 
el  error  de  esceutricidad  por  el  promedio  de  las  lecturas  hechaä  en 
los  dos  nonios. 

Con  el  fin  de  hallar  el  valor  verdadero  de  la  escentricidad ,  no 
hai  mas  que  restar  una  de  otra  las  espresiones  relativas  k  Ä  y  B-, 
de  este  modo  resiilta : 

6,  si  suponemos  que  el  &ngnlo  comprendido  entre  los  dos  nonios 
difiere  de  180^  en  el  pequefio  angulo  er,  de  manera  que  es 

B-A'=  180° -f  «  4-  2  —  8en(A'-  0) 

r 

=  180°  -f  a  +  2  —  cos  O  sen  A'  —  2      »en  0  cobA\ 

r  r 

Poniendo  por  brevedad: 

JB'~-4'-180"=[X^'],   2-C080  =  *r,   y2-^t^enO  =  y, 

sera: 

[X^']  =  a-\-z  Ben  A'  —  y  cos  A', 

y  las  cantidades  incögnitas  a,  z  dy  pueden  deteimiuarse  por  las  lec- 
turas hecbas  en  distintas  partes  de  la  graduacion. 

I^emplo.  En  el  circulo  meridiano  del  observatorio  de  Berlin 
se  observaron  los  siguientes  valores  de  B^—  Ä —  180^  con  dos  mi- 
croscopios  opuestos  uno  al  otro: 


Xo    =-f0".3 

Xi80  =  +  !"•  5 

Ajo  =  -f  3  .3 

Xtio  =  —  0.6 

^so  =  -f"  3  .  8 

Xt4o  =  +  0.7 

X90  =  +  3  .  1 

X,7o  =  +  0.7 

X,w  =  +  4  .8 

X3ioo  =  -2  .5 

Xi5o  =  +  6.4 

X330  :=  —  4    .8. 

Con  estos  datos  se  balla  en 

primer  lugar  la  suma  de  todas  estas 

cantidades : 

'• 

+  16 
luego : 

0  = 

.7  = 

+  r. 

12  a 
39. 

Ademas  se  obtiene  segun  el  n**-  27  de  la  introdnccion : 

28 
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A 

Xa 

Xa           Xa 

* 

X^ 

+ 

+  -           - 

-  + 

0» 

+  0.3 

-1.2 

30 

-1.6 

-7.3    .    +8.1 

+  15.1 

60 

+  1.3 

-4.2        +6.3 

+  10.4 

90 

+  3.8 

+  2.4 

+    2.4 

120 

+  5.5 

+  4.1 

150 

+  5.8 

+  7.0 

180 

+  1.5 

de  donde : 

int/-+   9".  62 
i«£r  =  +  18  .  96, 

por  consiguiente : 

0  =  26ö54'.2    y    ~  =  l".  772. 

r 

?•    Si  un  circulo  est4  pro  vis  to  de  varios  pares  de  nonios  6 

microscopios ,   como  sucede  ordinariamente ,  los  promedios  de  las 

lecturas  obtenidos  por  diferentes  pares  de  nonios  en  cnalqaiera 

parte  del  limbo  deberlan  diferenciarse  entre  si  en  una  cantidad  con- 

stante,  si  no  hubiese  otros  errores  que  los  de  escentricidad.  Pero 

esto  nunca  tendr&  lagar,  por  cuanto  la  graduacion  misma  no  es  rigo- 

rosamente  perfecta.    Sin  embargo,  cualquiera  qne  sea  la  natoraleza 

de  estos  errores  de  division ,  ellos  podran  siempre  representarse  por 

una  Serie  periödica  de  la  forma  siguiente : 

a  +  tti  coa  J.  +  Ot  0082^  + 

+  6i  BenJ.  +  &t  8en2-4  + . . . . 

en  donde  Ä  significa  la  lectura  hecha  en  un  nonio  6  microscopio 
determinado. 

Empleando,  pues ,  i  nonios  situados  &  disf ancias  iguales  entre  si 
sobre  la  circunferencia  del  limbo ,  de  manera  que  las  lecturas  corre- 
spondientes  ä  una  observacion  lleguen  a  ser  las  siguientes : 

Ä,     A  +  — r-  «     JL  +  £  ,  — r-  .... 
t  % 

J 

j  tomando  el  termino  medio  de  todas  las  lecturas ,  se  destmira  mü- 
tuamente  un  gran  numero  de  t6rminos  de  la  serie  periödica  que 
representa  los  errores  de  graduacion ,  como  se  y6  fi&cilmente ,  desen- 
yolviendo  las  funciones  trigonometricas  de  los  Imgulos  compnestos 
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y  atendiendo  k  las  ecuaciones  (l)  a  (5)  halladas  en  el  n^-  26  de  la 
introdaccion. 

Si  se  emplean  i  nonios,  sobrarän  s61o  los  t^rminos  que  con- 
tienen  i  veces  el  ängalo.  Asi  es ,  que  haciendo  las  lecturas  en  varios 
nonios,  se  elimina  una  gran  parte  de  los  errores  de  graduacion,  y 
en  esto  se  funda  la  utilidad  esencial  de  varios  pares  de  nonios  6 
microscopios. 

Los  errores  de  graduacion  se  determinan  comparando  entre  si 
los  int^rvalos  que  son  partes  alicuotas  de  la  circunferencia.  Si  se 
tratase ,  p.  ej. ,  de  hallar  los  errores  de  los  trazos  de  5  en  5  grados, 
se  deberia  situar  dos  microscopios  k  la  distancia  de  5^  pröximamente 
uno  de  oixo  delante  de  la  graduacion ;  se  Ueyäria  mediante  el  movi- 
miento  del  circulo  el  trazo  0^  debajo  de  uno  de  los  microscopios, 
cuja  posicion  debe  permanecer  inalterada  durante  toda  la  operacion, 
midiendo  acto  continuo  la  distancia  del  trazo  5^  por  medio  del  tor- 
nillo  micrometrico  del  segundo  microscopio ,  con  cuyo  fin  se  jira  el 
tomillo  hasta  tanto  que  este  trazo  ocupe  exactamente  la  mediania 
entre  los  dos  hilos ,  haciendo  por  ultimo  la  lectura  del  tambor  gra- 
duado.  Llevando  entonces  por  el  movimiento  del  circulo  el  trazo  5^ 
al  comedio  de  los  hilos  del  primer  microscopio,  el  trazo  10^  estarli  de- 
bajo del  segundo  microscopio  y  su  distancia  al  trazo  5^  puede  medirse 
del  mismo  modo  etc.  Esta  operacion  puede  continuarse  por  toda  la 
circunferencia,  de  manera  que  al  fin  se  yolvera  al  trazo  0^  para 
raedir  su  distancia  al  trazo  355^.  Estas  mediciones  pueden  repetirse, 
haciendo  jirar  el  circulo  en  la  direccion  opuesta.  Si  tomamos  el 
termino  medio  de  todas  las  lecturas  del  tomillo  y  lo  denotamos  con 
a,  7  las  lecturas  correspondientes  a  los  trazos  5^,  tO^  etc.  con  a\ 
a"  etc. ,  entonces  representarä  Uq  —  a  el  error  del  trazo  5®,  2a^~-  a 
—  a"  el  del  trazo  10^  etc. ,  suponiendo  exacta  la  posicion  del  primer 
trazo.  Mas  como  en  el  curso  de  una  operacion  tan  larga  el  circulo 
espeiimenta  cambios  en  virtud  de  iniiuencias  esteriores ,  es  preferible 
determinar  sucesivamente  los  errores  de  los  trazos ,  averiguando  con 
la  major  seguridad  posible  los  errores  de  unos  pocos  trazos  de  la 
graduacion.  Basandose  entonces  sobre  estas  correcciones ,  se  pro- 
cede  al  examen  de  los  trazos  que  ocupan  la  mediania  de  estos  arcos. 
Las  correcciones  de  estos  trazos  sirven  de  nuevo  de  punto  de  partida, 
y  Yolviendo  d  dividir  los  Ultimos  arcos  en  dos  6  tres  partes  iguales, 

se  Uega  de  este  modo  k  arcos  cada  vez  mas  pequenoa.     Se  puede 

28* 
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repetir  cinco  6  seis  veces  todavia  pequefios  int^rvalos  de  uno  6  dos 
grados ;  sin  embargo  para  arcos  majores  es  siempre  preferible  divi- 
dirlos  en  dos  6  tres  partes.  Estas  operaciones  pueden  efectuarse 
rapidamente  y  repetirse  para  mayor  seguridad  el  nümero  de  veces 
que  se  conceptiie  conveniente. 

Para  verificar  este  examen  se  necesitan,  pues,  dos  microscopios, 
que  puedan  situarse  de  un  modo  firme  delante  de  la  graduacion  j  a 
una  distancia  dada.  Si  se  emplea  uno  de  los  microscopios  del  cir- 
culo ,  no  se  necesita  por  Vsonsiguiente  sino  un  arreglo  que  permita 
poder  situar  un  segundo  microscopio  k  cualquiera  distancia  del 
primero.  Para  intervalos  mui  pequefios,  p.  ej.,  de  un  grado,  puede 
servir  cömodamente  un  microscopio  provisto  de  un  objetivo  dividido. 
Autes  de  dar  principio  &  la  operacion,  los  microscopios  deben  natu- 
ralmente  rectificarse  con  aiTeglo  a  lo  espuesto  en  el  n°-  5,  y  se  pro- 
cedera  del  modo  mas  conveniente  empleando  siempre  el  mismo  mi- 
croscopio para  la  medicion  y  arreglando  las  observaciones  de  tal 
modo  que  la  medicion  se  efectue  siempre  en  la  misma  parte  de  la 
rosca  microm^trica.  Esto  puede  conseguirse,  cambiando  conveniente- 
mente  el  primer  microscopio  fijo  que  solo  sirve  de  cero ,  al  comenzar 
una  Serie  de  observaciones. 

IJjemplo.  Para  el  ex&men  del  circulo  meridiano  del  observa- 
torio  de  Ann  Arbor  se  emplearon  primero  dos  microscopios  cuya 
distancia  era  de  180^.  Colocando  el  trazo  0  de  la  graduacion  debajo 
del  primer  microscopio,  y  haciendo  la  punteria  al  trazo  180^  me- 
diant«  el  segundo  microscopio,  se  leyö  en  este:  —  17".  9;  pero  colo- 
cando el  trazo  180®  debajo  del  primer  microscopio,  y  haciendo  por 
medio  del  otro  la  punteria  al  trazo  0  resultö  la  lectura:  —  2".  7.  De 
aqui  se  sigue  el  promedio  —  lO".  3,  y  por  tanto  el  error  del  trazo 
180  es  igual  4  +  7".  60.  El  törmino  medio  de  10  observaciones  dio 
+  7".  61 ,  cuyo  valor  fu6  considerado  como  error  del  trazo  180.  A 
fin  de  hallar  los  errores  de  los  trazös  90®  y  270®  se  dividieren  en 
mitades  los  arcos  de  0®  a  180®  y  de  180®  &  0®,  empleindose  dos  mi- 
croscopios que  distaban  90®  entre  si.  Colocado  entonces  el  trazo  0® 
debajo  del  primer  microscopio,  se  leyö  en  el  segundo  —  6".  5  para  el 
trazo  90®;  al  contrario  dirijiendo  el  primer  microscopio  al  trazo  flO^, 
el  segundo  seftalö  •—  3".  5  para  la  lectura  del  trazo  180® ,  y  corrijiendo 
6sta  del  error  del  trazo  1^0®,  resulta  +4".  II.    El  promedio  de 
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—  6".  5  y  +  4".  11  da  —  l".  19;  por  consiguiente  el  error  del  trazo 
90°  es  igual  ä  +5".  31.  Del  mismo  modo  se  determinaron  los 
errores  de  los  trazos  45**,  135®,  225®  y  315®,  dividiendo  en  mitades 
los  arcos  de  90®.  En  seguida  hubieran  podido  determinarse  los 
errores  de  graduacion  de  los  arcos  de  15®,  dividiendo  en  tres  partes 
igaales  los  arcos  de  45®.  Mas,  como  este  instrumento  no  permite 
sitnar  los  microscopios  tan  pröximos  uno  del  otro,  se  dividieron 
arcos  de  315®  y  225®  en  tres  partes  iguales.  Con  este  fin  se  situaron 
los  microscopios  primero  ä  una  distancia  de  105®.  Colocados  suce- 
sivamente  los  trazos  0®,  105®,  210®  debajo  del  microscopio  fijo,  se 
leyö  en  el  segundo  microscopio  en  estas  tres  posiciones  —  ll".  9, 

—  5".  6  y  +  2".  0 ,  ö  agregando  a  la  ultima  lectura  el  error  —  O".  48 
del  trazo  315®,  — Jl".  9,  —5".  6  y  +r.52.  El  törmino  medio  de 
todas  6stas  es  —  5".  33;  luego  el  error  del  trazo  105®  igual  a  6".  57, 
y  el  del  trazo  210®  igual  k  2«^,  —  a'—  a"=  +  6''.  84.  Partiendo  en 
estas  mediciones  nö  del  trazo  cero ,  sinö  de  un  otro  trazo  cuyo  error 
est6  deterininado ,  en  tal  caso  se  tiene  que  correjir  naturalmente 
tambien  la  primera  lectura,  aplicando  este  error  con  signo  contrario. 
For  ejemplo,  cuando  el  primer  microscopio  se  situaba  sucesivamente 
en  90®,  195®,  300®,  se  leyo  en  el  segundo  para  los  trazos  195®,  300® 
y  45® :  —  6".  6,  +  2".  1  y  —  7".  9.  Como  ahora  los  errores  de  90®  y 
45®  habian  resultado  iguales  a  +  ö".  46  y  +3".  36,  las  lecturas 
coiTejidas  son  —  12".  06,  +  2".  10  y  —4".  54.  El  promedio  es  —4".  83, 
y  por  tanto  el  error  de  195®  igual  a  +  7".  23  y  el  de  300®  igual  a 
+  0".  30. 

Los  errores  asi  hallados  son  las  sumas  de  los  errores  de 
graduacion  y  de  los  provenientes  de  la  escentricidad  del  circulo  y 
de  las  irregularidadas  de  los  pezones;  finalmente  estan  compren- 
didos  en  ellos  tambien  los  errores  de  flexion,  esto  es,  los  cambios 
de  los  trazos  producidos  por  la  influencia  de  la  pesantez  sobre  el 
circulo.  Los  cambios  de  los  trazos  orijinados  por  esta  ultima  causa 
variaran  con  la  posicion  de  un  trazo  con  respecto  a  la  linea  yertical, 
de  modo  que  la  correccion  debida  al  trazo  en  virtud  de  este  cambio 
podrä  espresarse  por  una  serie  de  la  forma: 

acoBZ-h  h*  seuj?  +  a"co82if  +  h"^%n^z  4-  a'"co83xf  +  6'"8en3«  -f . ., 

en  donde  los  coeficientes  de  los  senos  y  cosenos  no  son  constantes 
para  los  diforentes  trazos ,  sinö  yari?kbles  con  la  distancia  del  trazo 
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a  un  punto  inicial  fijo  del  circulo.  Por  consigniente ,  si  im  trazo  sc 
Ueva  de  la  distancia  zenital  z  a  la  de  180^  +  .?,  todos  los  t^rminos 
impares  de  la  serie  seran  iguales  en  magnitud  y  de  signos  con- 
.  trarios.  Midiendo,  pues,  la  distancia  entre  dos  trazos  primero  en 
una  posicion  del  circulo,  en  donde  la  distancia  zenital  de  uno  de 
los  trazos  es  j?,  y  despues  en  la  posicion  opuesta  en  donde  la 
distancia  zenital  es  ISO^  +  ^sr,  la  semi-smna  de  las  distancias  me- 
didas  estara  despejada  de  los  t^rminos  impares  de  la  flexion,  j 
afectada  solamente  de  los  t^rminos  dependientes  de  2xr,  AZy  etc.  Si 
la  observacion  se  efectua  en  4  posiciones  del  circiilo  que  se  diferen- 
cian  en  00^,  el  promedio  quedarä  afectado  solo  de  los  t^rminos  depen- 
dientes de  AZy  %z^  etc.  En  jeneral  ya  los  segundos  terminos  seran 
raui  pequeiios ,  y  se  podrä  considerar  el  promedio  de  dos  distancias, 
medidas  en  dos  posiciones  opuestas  del  circulo,  como  librö  de  la 
flexion  *. 

Los  errores  de  escentricidad  se  destruyen  tomando  el  promedio 
de  los  errores  de  dos  trazos  situados  diametralmente  opuestos,  y  lo 
mismo  tiene  lugar  respecto  a  los  errores  provenientes  de  la  forma 
irregulär  de  los  pezones.  En  efecto,  estas  irregularidades  causau 
solamente,  que  el  error  de  escentricidad  del  circulo  varia  un  poco  en 
las  diferentes  posiciones  del  instrumento ,  puesto  que  el  centro  de  la 
graduacion,  al  jirar  el  instrumento  en  tomo  de  su  eje,  toma  en 
diferentes  posiciones  del  circulo  posiciones  distintas  con  respecto  al 
punto  en  que  cöncurren  los  descansos**.    Si  el  circulo  esta  provisto 


*  Bessel  ha  inveßtigado  teöricamente  en  loa  no«-  577,  578  y  579 
der  astronomischen  Nachrichten  la  influencia  de  la  pesantez  sobre  un 
circulo,  hallando  para  el  cambio  de  la  distancia  entre  dos  trazos  la 
eapresion  aco^z  +  h'^&iz.  Sin  embargo,  el  cdso  conaiderado  por  Bessel, 
esto  es,  .la  perfecta  homojeneidad  del  circulo  nunca  se  presenta  en 
realidad.  Por  lo  comun  los  terminos  de  ördenes  superiores  seran  aiempre 
mui  pequenos ;  con  todo  es  siempre  conveniente  convencerae  de  esto  por 
una  investigacion  especial. 

**  Los  errores  dependientes  de  la  escentricidad  y  de  las  irregulari- 
dades de  los  pezones  son  por  tanto  de  la  forma: 

[c  -I-  e  cos;?  -f  c" sen^:  -f  c't  cos 2£r  -f  e'C^n2z\  sen (^4.  —  0») , 

en  donde  A  reprcsenta  la  lectura  hecha  en  el  circulo,  s  la  distancia 
zenital  del  cero  del  circulo ,  y  0*  la  direccion  de  la  linea  que  pasa  per 
el  centro  del  circulo  y  el  de  la  rotacion,  cuya  direccion  es  igualmento 
una  funcion  de  z. 
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de  4  microscopios ,  como  sucede  ordinariamente ,  sq  toma  el  promedio 

de  los  errores  de  graduacion  relativos  ä  cuatro  trazos  distantes  90^ 

entre  si ,  y  estos  promedios  öon  entonces  las  correcciones  que  han  de 

aplicarse  al  promedio  de  las  lecturas  completas  obtenidas  por  cuatro 

microscopios ,  ä  fin  de  despejar  68tas  de  los  errores  de  graduacion. 

Por  medio  del  metodo  dado  arriba  pueden  determinarse  los 

errores  de  cada  grado  de  la  gradujacion  y  aün  los  de  los  arcos  de  30'. 

Si  se  manifiesta  una  marcha  regulär  en  las  correcciones  halladas  que 

,.                      ,.            '  ,      1    4          ^    j    0  +  90+180  +  270.     ^ 
tienen  que  aplicarse  a  las  lecturas  desde hasta 

90+180  +  270+0  ^  X  .  • 

,  se  puede  representar  esta  correccion  por  una 

Serie  de  la  forma  acos42  +  h  sen 4jgf  +  a^  cos8jEf  +  &,  senSz  etc: ,  y 
asi  se  obtienen  los  errores  periödicos  de  graduacion ,  que  pueden  re- 
ducirse  a  una  tabla  y  aplicarse  a  cada  lectura  hecha  en  el  circulo. 
Pero  los  errores  accidentales  de  los  trazos  deben  determinarse  por 
el  m6todo  de  arriba,  subdividiendo  los  arcos  de  medio  grado  en 
otros  mas  pequefios ,  y  como  el  exämen  de  todos  los  trazos  deman- 
daria  de  este  modo  un  trabajo  enorme,  Hansen  ha  propuesto  una 
construccion  particular  del  circulo  y  aparato  divisor,  por  la  cual 
se  disminuye  considerablemente  el  nümero  de  los  trazos,  cuyos 
errores  hau  de  determinarse  (Astronomische  Nachrichten  N^"*  388  y 
389).  La  determinacion  de  estos  errores  serä  siempre  de  mucha  im- 
portancia  para  aquellos  trazos  que  concurren  ä  la  determinacion  de 
la  latitud,  de  las  declinaciones  de  las  estrellas  fundamentales  y  ä 
las  observaciones  del  Sol ;  y  determinados  una  vez  los  errores  de  los 
trazos  de  los  medios  grados ,  f&cilmente  pueden  haUarse  los  errores 
de  los  trazos  intermedios ,  midiendo  por  medio  del  tomillo  del  mi- 
croscopio  todos  los  int6rvalos  de  2  minutos  situados  entre  los  trazos 
de  los  medios  grados.  Con  este  fin  se  coloca  el  tornillo  del  mi- 
croscopio  en  cero,  en  seguida  se  lleva  el  trazo  del  medio  grado 
ä  la  mediania  de  los  hilos  por  el  movimiento  del  circulo  y  se 
mide  la  distancia  al  trazo  subsiguiente  con  el  tomillo.  Hecho 
esto,  se  jira  el  tomillo  h&cia  atras  hasta  que  est^  en  cero,  se 
vuelve  a  Uevar  el  trazo  al  comedio  de  los  hilos ,  por  el  movimiento 
del  circulo  y  se  mide  la  distancia  del  trazo  siguiente,  continuando 
esta  operacion  hasta  llegar  al  proximo  trazo  de  grado  6  de  medio 
grado. 
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Estas  mediciones  se  efectuan  tambien  en  la  direccion  opuesta, 
y  se  toman  los  prom^dios  de  las  mediciones  verificadas  del  mismo 
int6ryalo.  Si  entonces  son  X"^  x  los  errores  de  graduacion  del  primer 
y  ultimo  trazo,  a',  a",  etc.  los  int^rvalos  medidos,  comprendidos 
entre  el  primer  y  segundo  trazo,  entre  el  segundo  y  tercer  trazo  etc., 

serik 

a'-f  «"+  «'"4- . . .  +  a;'-  X 
16 =  "» 

igual  &  an  int^rvalo  de  2  minutos  medidos  con  el  tomillo ;  por  con- 

siguiente  el  error  del  trazo  que  sigue  inmediatamente  al  trazo  prin- 

cipal  es : 

Ä  +  ofo  —  «' 
el  del  segundo  05  +  2«o  —  «  -  «" 
el  del  tercero  a?  +  3  «ö  — «'—«"— «' 

etc. 

V6ase  sobre  la  determinacion  de  los  errores  de  graduacion': 
Bessel,  Koenigsberger  Beobachtungen  Bd.  I  y  VII,  tambien  Astro- 
nomische Nachrichten  No.  841 ;  Struve ,  Astronomische  Nachrichten 
No.  844  y  345,  y  Observ.  Aiätron.  Dorpat.  Vol.  VI  siye  novae  serie 
Vol.  ni;  Peters,  Bestimmung  der  Theilungsfehler  des  Ertelschen 
Vertikalkreises  der  Pulkowaer  Sternwarte. 

2).  —  De  la  fleosion  6  influencia  de  la  pesantez  sohre  las  ctrculos 

y  el  anteqjo. 

8«  La-pesantez  cambia  la  forma  de  un  circulo  vertical.  Si  noä 
imajinamos  que  el  punto  incial  de  la  graduacion  est^  dirijido  al 
zenit,  cada  trazo  de  la  graduacion  esperimentara  en  virtud  de  la 
pesantez  un  pequefio  cambio  con  respecto  al  punto  inicial,  cuyo 
cambio  para  un  trazo  dado  Ä  designar^mos  con  a^.  Jirando  ahora  el 
circulo ,  de  modo  que  el  cero  est^  dirijido  ä  la  distancia  zenital  jt, 
esto  es ,  que  el  trazo  e  de  la  graduacion  se  halle  dirijido  h4cia  el 
zenit ,  el  cambio  del  trazo  Ä  ser4  diferente  de  a^^.  Donotando  de  un 
modo  jeneral  por  «^  el  cambio  del  trazo  det^minado  Ä  cuando  el 

cero  tiene  la  distancia  zenital  ^,  la  que  ha  de  contarse  de  0^  &  300^ 
en  la  misma  direccion,  se  podra  representar  ay  por  una  serie  pe- 

riödica  de  la  forma  siguiente: 

rt'cosf +a"co8  2f  -f-  a'"co83  f  -r  . . . 
H-  b'  senf -f  6"8en2f -f  6'"8en3t  + ... 
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Pero  pasando  del  trazo  determinado  ^  a  un  otro,  el  cambio  de 
^ste  podra  espresarse  por  una  s^rie  periödica  analoga,  en  la  que  s61o 
los  coeficientes  a\  h\  etc.  tendran  valores  diferentes  de  los  anteriores. 
Estos  mismos  coeficientes  podran  espresarse  por  series  periödicas 
dependientes  de  la  lectura  del  circulo ,  de  manera  que  jeneralmente 
el  cambio  de  un  trazo  cualquiera  ii  de  la  graduacion ,  puede  ser  re- 
presentado  por  ima  serie  periödica  de  la  forma: 

<^\  cos  g  +  a\  C082  f  +  a  "„  cos  3  £  -r . . . 
-|-ft'„8enJ  +  &"«Ben2£-f  6'"„sen3{;-f ..., 

en  donde  a  « >  ^'u  >  etc.  son  funciones  peri(Sdicas  de  u,  7  ^  es  la  distan- 
cia  zenital  del  cero.  El  signo  de  esta  espresion  se  tomara  de  tal  modo, 
que  la  correccion  proporcionada  por  esta  espresion  tenga  que  agre- 
garse  4  la  lectura  para  despejar  esta  ultima  de  la  flexion. 

TJna  lectura  completa  del  circulo  consiste  en  el  t^rmino  medio 
de  las  lecturas  hechas  con  los  diferentes  microscopios ,  cujo  nümero 
asciende  comunemente  4  cuatro  y  los  que  form  an  entre  si  &ngulo8  rec- 
tos.  Suponemos  que  los  microscopios  se  hallan  colocados  delante  del 
circulo  de  tal  modo,  que  uno  de  ellos  sefiale  0^  al  estar  dir\jido  el 
anteojo  h&cia  el  zenit.  La  distancia  zenital  de  este  microscopio,  en  el 
cual  se  lee  la  distancia  zenital  del  anteojo ,  sea  m.  Jirando  ahora  el 
anteojo  hasta  tanto  que  est6  dirijido  a  la  distancia  zenital  z ,  el  trazo 
z  se  hallara  debajo  de  este  microscopio ,  y  como  el  cero  tiene  en- 
tonces  la  distancia  zenital  z  +  m^  sera  en  este  caso  u  =  Zy  i  =  z  +  in'^ 
luego  la  correccion  que  tiene  que  aplicarse  a  la  lectura  hecha  en  este 
microscopio  es: 

a\  cos  {z  +  m)  +  a\  cos  2  {z  +  m)  4-  a*\  cos  3  (£?  +  »»)  +  .. . 
+  h\  Ben{z  +  w)  +  b'\  Ben2{z  4-  m)  +  6'".  Qen3{z-hm) +... 

Para  el  otro  microscopio,  por  el  que  se  obtiene  la  lectura  90  +  r, 
seraw  =  90  +  ir,  j^  =  z  +  m\  de  consiguiente  los  coeficientes  de  la 
förmula  relativa  a  la  flexion  seran  ahora  a'oo+a,  &'9o+z,  etc.  Por 
consiguiente,  si  se  emplean  cuatro  microscopios  distantes  00^  imo 
del  otro ,  y  se  toma  el  promedio  de  todas  las  4  lecturas ,  se  debe 
aplicar  a  este  promedio  la  correccion : 

«j  cos  {z  +  m)-\-  tt\  coa2{z  +  m)  -h  a"'.  cos  3(:2r  +  m)  + . .  . 
-f  ß\  sen{z  H-  wi)  4-  ß'\  Ben2(-2r  +  wi)  4-  ß"\  8en3(£f  4-  m)  + ..., 

en  donde  las  diferentes  «,  ß  son  funciones  periödicas  de  Zj  encuyos 
terminos  entran  tan  solo  los  angulos  Az,  8;er,  etc.,  puesto  que  los 
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demas  t^rminos  se  destruyen  en  la  suma  de  las  cuatro  lecturas.  Si 
estos  t6rmino8  son  nulos ,  en  tal  caso  la  pesantez  no  ejerce  influjo 
alguno  en  el  promedio  de  las  lecturas  hechas  con  cuatro  microscopios ; 
en  caso  contrario  habra  flexion ,  y  como  m  es  constante ,  se  puede 
dar  de  nuevo  k  la  espresion  de  la  correccion ,  que  debe  aplicarse  al 
promedio  proporcionado  por  cuatro  microscopios,  la  forma: 

a' 008  ^  +  a"  COB  2  2: -f  a'"  cos3xr  4- . . . 
-hb  senz-\-h  sen2z  +  h    8en32  +  ... 

Pero  la  pesantez  obra  tambien  sobre  el  tubo  del  anteojo ,  ten- 
diendo  a  deprimir  siis  dos  estremidades ,  siempre  que  el  anteojo  se 
^alle  fuera  de  su  posicion  vertical.  Si  esta  flexion  es  la  misma  para 
las  dos  estremidades,  de  manera  que  el  centro  del  objetivo  baje 
exactamente  la  misma  cantidad  que  el  de  la  cruz  filar,  es  evidente 
que  SU  influencia  sobre  las  observaciones  es  nula,  atendido  que  en 
tal  caso  la  linea  que  une  los  dos  centros  (la  linea  de  colimacion) 
permanece  paralela  ä  cierta  linea  fija  del  circulo.  AI  contrario,  si 
la  flexion  es  distinta  en  las  dos  estremidadas  del  anteojo ,  la  linea  de 
colimacion  cambia  de  posicion  con  respecto  a  una  linea  fija  del 
circulo ,  y  por  consiguiente  los  &ngulos  recorridos  por  la  linea  de 
colimacion  no  corresponden  a  los  angulos  que  se  leen  en  el  circulo. 
La  correccion  consiguiente  a  las  lecturas  por  esta  causa  podra  de 
nuevo  espresarse  por  una  funcion  periödica  de  jer,  y  por  tanto  puede 
admitirse  que  la  espresion  (Ä)  representa  las  dos  especies  de  flexion, 
tanto  la  del  circulo  como  la  del  anteojo. 

Hai  dos  m^todos  que  permiten  arreglar  las  observaciones  de 
modo,  que  el  resultado  quede  despejado  de  la  flexion,  al  menos  en 
su  mayor  parte.  Con  efecto ,  si  se  observa  una  estrella  a  la  distancia 
zenital  z^  su  imäjen  reflejada  en  un  horizonte  artiflcial  se  divisarä 
a  la  distancia  zenital  läO^  — ;?,  y  estos  trazos  se  hallaran  en  las  doä 
observaciones  debajq  del  microscopio  que  dk  las  distancias  zenitales. 
Invirtiendo  despues  el  instrumento ,  de  manera  que  el  circulo  llegne 
al  otro  lado,  y  que  por  tanto  la  graduacion  corr^^  en  sentido  con- 
trario, la  lectura  en  la  observacion  directa  sera  360^  — r,  y  en 
la  refleja  \S0^  +  z,  Designando,  pues,  las  4  lecturas  completas, 
con-ejidas  de  los  errores  de  graduacion,  con  Zy  /,  z"  y  /",  la 
verdadera  distancia  zenital  despejada  de  flexion  con  f ,  y  con  N  el 
ft.idir,  se  tiene  para  las  4  observaciones; 
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directa  f=xr  +a' cos  ^  4-a"cos2j?H-a'"co83jf+...-f-fe'8eii;8 

+6"gen22;+&'"8en3J2?+.  .-(180«»+iV)+a-a"+a  "  ♦ 

refleja  180<*— J=/  —  a' cos  i? +a"co8  2-j— a"co83if+...-f  &'8enj8: 

-r8en2js+&'"8en3^;-...-(180«+iV)+a -a'+a" 

directa 360®- f=/'  +  a'  C08  2f  +a"co8  2j?-f  a"co83;P+...-6'8enir        (B) 

-6"8en2-2r-6'"8en3xf-..  -(180»+iV)+« -«"+«'" 

refleja  180®+ J=2"'— a' cos  z  -^-a"  con2z—a"co8'6z-h...—b'Benz 

H-ö"»en2-2r-6'"8en3ir+...-(180ö+JV)4-o'-a"+a". 

De  estas  ecuaciones  se  sigue: 

z'—  z 
90®— J-  —  a'co82;  — a'"cos3^  — ...  —  6"sen2i?  — ... 

90®     S  -  —5 1-  a  C08Z  4-  a'"cofl32r  + ...  -  b''sen2z  - ..., 

laego  en  terniino  medio: 

90®-J  =  i|?^  +  i-:^j-6"8en2-5-..., 

de  donde  reaiilta ,  que  observando  uiia  estrella  en  la  direccion 
directa  y  reflejada  en  ambas  posiciones  del  instrumento ,  el  promedio 
de  las  cuatro  observaciones  no  contendra  sine  aquella  parte  de  la 
fiexion  que  depende  de  los  t6rminos  &"8en2^  +  5'^8en4;8f  etc. 

El  promedio  de  las  dos  primeras  ecuaciones  {B)  da  tambien : 


z-^z 

H-a  C08'i2  +  . .. 

-(180®+J\r)H-a'-a"-fa", 


90®=  ^-5-^  +  a"co822  + . . .  +  b'senz  +  h^'aenSz  + . . . 


y  del  niismo  modo: 

270®=  -~ —  +a"co82i;+ . . .  -  ft'sen-s  -  &'"8en32: - . . . 

m 

-  (180®  +  JV^)  4- a-a"  +  a", 
de  donde  se  sigue: 

360®  =  ?-^  +  ?^^±i^  +  2a''co822  4-...-(JV+^'0  +  2 

ft    .  Hl  .  / 

180®=i^  — -^-i-^-26'8eni8-26'''8en3-^  +  .,.^-^'-^'^ 

Por  consiguiente ,  si  se  observan  varias  estrellas  en  ambas  po- 
eiciones  del  circulo ,  directamente  y  por  reflexion ,   se  podrä  deter- 


*  per  öer  la  correccion  que  ha  de  aplicarse  al  nadir; 


—  a  +(i  — a   +.. . 
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miliar  por  estas  ecuaciones  los  valores  mas  probables  de  los  coefi- 
cieutes  a",  a'^  etc.  y  h\  V*  etc. 

Como  estas  observaciones  se  hacen  en  diferentes  dias,  las 
distancias  zenitales  z^  z\  z"  y  /"  deben  naturalinente  reducirse  a 
una  ^poca  determinada ,  por  ejemplo ,  al  principio  del  afio ,  aplicando 
ä  la  lectura  del  circulo  la  reduccion  a  la  posicion  aparente  con  el 
signo  correspondiente  (IV,  1).  Ademas,  como  la  posicion  de  los  mi- 
croscöpios  con  respecto  al  circulo  varia,  es  necesario  determinar 
segun  el  n^-  24  de  este  capitulo  el  punto  zenital  6  el  nadir  en  cada 
observacion ,  y  eliminar  de  este  modo  el  cambio  de  los  microscopios. 
En  las  observaciones  reflejas  debe  tambien  atenderse  a  qae  la  estrella 
uo  se  observa  rigorosamente  bajo  la  misma  latitud  que  ocupa  el  In- 
strumente, por  cuanto  se  obtiene  la  distancia  zenital  que  corre- 
sponde  al  punto  en  donde  esta  situado  el  horizonte  artificial.  Mas 
como  el  horizonte  se  halla  siempre  en  la  prolongacion  del  eje  del 
anteojo ,  su  distancia  a  la  vertical  que  pasa  por  la  medianla  del  in- 
strumento  es  igual  ä  h  tang;2^,  en  donde  h  significa  la  altura  del  eje 
instrumental  sobre  el  horizonte.  Como  para  las  latitudes  medias  un 
arco  de  meridiano  de  una  toise  corresponde  a  un  cambio  de  la  latitud 
igual  ä  Qf\  00)1 ,  se  tiene  que  agregai*  4  la  distancia  zenital  de  la 
imajen  refleja  la  cantidad  O".  0i05/i  tang;8^,  espresandose  h  en  pi^s 
de  Paris. 

Un  segundo  m^todo  de  determinar  la  flexion  ha  sido  propuesto 
por  Hansen  y  exije  una  construccion  especial  del  anteojo  que  per- 
mite  cambiar  entre  si  el  objetivo  y  ocular.  Si  las  dos  cabezas  del 
anteojo  estan  construidas  de  tal  modo ,  que  sus  centros  de  gravedad 
se  hallen  a  igual  distancia  del  eje  del  instrumento ,  el  equilibrio  no 
se  altera  al  efectuar  dicho  cambio ,  y  por  tanto  puede  admitirse  que 
en  ambos  casos  el  influjo  de  la  pesantez  en  el  anteojo  es  el  mismo. 
Si,  pues,  el  trazo  180^  del  circulo  estÄ  dirijido  al  nadir  y  se  lee  en 
uno  de  los  microscopios ,  al  que  llamar6mos  el  microscopio  principal, 
la  distancia  zenital,  el  trazo  0^  correspondera  al  nadir  despues  de 
cambiado  el  objetivo  con  el  ocular ,  y  la  lectura  hecha  en  el  mismo 
microscopio  serä  180®+  distancia  zenital. 

Si,  de  consiguiente ,  se  significa  con  l  la  distancia  zenital 
despejada  de  la  flexion,  y  las  lecturas  correjidas  de  los  errores 
de  graduacion  son  z  en  el  primer  caso  y  ^?'  en  el  segundo,  se 
tiene : 
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t  =  z-^a  coB  z  +  a" cob2z  +  a" cobSz  + . .  .-\-h'^r\s 

-f-6"8en2;&4-  h"'BenSz ...  -  (180°  +N)  +  a-a'+a"'- . . . 

i=zz'—a  cos  ät +  a"co82;?  — a'"co83£?  +  . .  .  —  h'^enz 

+  6"8en2Ä-6'"8en3£? ...  -  (180®  +  iV)  -  a'-fl"-a'"- . . . 

Designando,  pues,  los  puntos  zenitales  180°  +  iS"  y  180°+  N' 
con  Z  j  Z\  el  t^rmino  medio  de  las  dos  ecuaciones  da 

f- H-a"cos2£r..  ,  +  b''Ben2z  —  . . .  —  «"—. . . 

de  donde  se  feigue ,  que  el  promedio  de  las  distancias  zenitales  obser- 
vadas  en  las  dos  posicioues  es  completamente  independiente  de  la 
parte  de  la  flexi on  espresada  por  los  terminos  impares,  y  que  6ste  no 
contiene  sino  la  parte  dependiente  de  2;?,  4xf  etc. 
Ademas  d4  la  diferencia  de  las  dos  ecuaciones: 

0®= -^ ^— a'co8j8:~a"co83ar  — ...  — fc'senjf...  — 6'"8en3£r— ... 

2 


cuya  espresion  hace  ver,  que  los  coeficientes  de  los  terminos  depen- 
dientes  de  z,  ^z  etc.  pueden  determinarse  por  la  observacion  de 
estrellas  en  diferentes  distancias  zenitales ,  6  por  medio  de  un  coli- 
mador  situado  en  diferentes  distancias  zenitales. 

En  jeneral  estos  coeficientes  pueden  siempre  hallarse ,  dando  al 
anteojo  dos  posiciones  que  difieran  entre  si  exactamente  en  180°. 
Con  este  fin  se  montan  dos  colimadores  de  tal  modo,  que  sus  ejes 
pasen  por  el  centro  del  eje  del  instrumento,  y  se  dirije  el  uno  al  otro 
al  traves  de  unas  aberturas  hechas  al  efecto  en  el  cubo  del  eje  del 
instrumento,  de  manera  que  los  centros  de  sus  cruces  filares  coin- 
cidan  uno  con  otro.  Dirijiendo  entonces  el  anteojo  primero  a  la  cruz 
filar  de  uno  de  los  colimadores  y  luego  despues  k  la  del  otro,  el 
anteojo  decribira  exactamente  180°,  y  si  se  hacen,  por  consiguiente, 
las  lecturas  del  circulo  en  ambas  posiciones,  y  se  designa  con  ^  la 
distancia  zenital  verdadera  del  colimador,  se  tendr&  en  una  de  estas 
posiciones : 

f  =  z-hacoBZ  +  a*coB2z  +  a"'cosSz  + . . .  -hl/senz-h ^/'8en2r     * 

-fo    aen^z -{-.,.  — Z -ha —a  -ha 
j  en  la  otra: 

180+  f  =r'  — r/cosr-f  a"co82x:  — a"'co83j  +  . . .  —  h'nenz-hh*'»en2z 

-  \r  sen 3-?  +  . . .  -  ;^  +  a'  -  «"  +  a"\ 
luego : 
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0= acoBZ  —  a    cosS^:  — .. .  — &  senjp  — &    ßen3;f  — ... 

y  como  en  estas  observaciones  se  asan  ambas  veces  los  mismos 
trazos  solo  con  diferentes  microscopios ,  estas  ecuaciones,  en  que 
entran  los  t^rminos  impares  de  la  flexion,  son  del  todo  indepen- 
dientes  de  los  errores  de  graduacion.  Si  las  observaciones  se  pntc- 
tican  para  diferentes  valores  de  z ,  esto  es ,  para  inclinaciones  dis- 
tintas  del  anteojo ,  se  obtiene  un  nümero  de  semejantes  ecuaciones, 
de  las  que  pueden  deducirse  los  valores  mas  probables  de  los 
coeficientes. 

En  la  posicion  horizontal  del  anteojo  estas  observaciones  no 
presentan  ninguna  dificultad ;  si  empero  el  anteojo  tiene  una  incli- 
nacion  considerable ,  uno  de  los  colimadores  quedaria  situado  a  una 
altura  grande ,  j  por  tanto  podria  ser  dificil  de  darle  una  colocacion 
bastante  firme.  Se  puede ,  sin  embargo ,  emplear  en  lugar  de  este 
coHmador  un  espejo  piano  que  se  situa  k  alguna  distancia  delante 
del  objetivo  del  anteojo ,  ö  que  se  afirma  mediante  un  brazo  a  uno 
de  los  pilares  enfrente  del  objetivo,  de  modo  que  al  jirar  el  brazo 
se  pueda  situarlo  f&cilmente  en  una  posicion  cualquiera*.  Afirmando 
entonces  al  lado  esterior  del  ocular  del  colimador  una  plancha  de 
vidrio  b%jo  un  angulo  de  45  ^^^^^  destinada  ä  refiejar  luz  al  interior 
del  anteojo  j  la  cual  puede  jirarse  hacia  atras  cuando  no  se  use ,  se 
Vera  mirando  al  traves  de  este  vidrio  piano  por  el  anteojo ,  dirijido 
pröximamente  perpendicular  al  espejo,  no  solo  los  hilos  del  colima- 
dor sobre  un  fondo  iluminado  sino  tambien  las  imajenes  de  estos 
reflejadas  por  el  espejo  piano;  llevando,  pues,  los  bilos  y  sus 
imajenes  k  coincidencia  se  puede  colocar  el  colimador  perpendicular 
al  espejo.  Si  por  el  mismo  m6todo  se  coloca  el  anteojo  del  instni- 
mento  perpendicular  al  espejo  inalt-erado  y  se  lo  dirije  despues  al 
colimador,   el  anteojo  recorre  exactamente  180^,  y  se  puede   por 


*  Es  neceBario  que  el  espejo  pueda  sitoarse  de  modo,  que  una 
linea  horizontal  en  su  piano  est^  perpendicular  al  eje  del  anteojo. 

**  Este  vidrio .  debe  afirmarse  de  tal  modo ,  que  pueda  jirarse  al 
rededor  del  eje  del  anteojo  y  que  su  inclinacion  con  respccto  al  ocular 
pueda  variarse,  k  fin  de  que  sea  siempre  posible  reflejar  conveniente- 
mente  la  luz  al  espejo.  Tambien  conviene  emplear  con  este  fin  un 
ocular  que  se  componga  de  un  solo  lente,  por  cnanto  entonces  se  \4 
la  imäjen  refleja  con  mas  distincion. 
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consiguiente  determiiiar  los  temiinos  de  la  espresiou  de  la  flexion 
dependientes  de  0,  Zz  etc.  del  mismo  modo  que  arriba.  Lo  mejor  es 
practicar  estas  observaciones  en  una  sala  oscura ,  haciendo  reflejar 
la  luz  de  una  lampara  al  interior  del  anteojo.  La  ünica  dificultad 
consiste  en  hallar  un  espejo  piano  que  admita  un  fuerte  poder  ampli- 
ficaiivo.  Pero  como  el  tamano  del  espejo  necesita  ser  igual  solo  ä  la 
abeiiora  del  colimador  y  no  se  emplea  sino  para  la  refleccion  per- 
pendicular,  la  confeccion  de  semejante  espejo  no  sera  impracticable. 
Los  coeficientes  de  los  t^rminos  dependientes  de  los  cosenos 
paeden  determinarse  tambien  por  la  observacion  de  la  distancia  zenital 
de  un  objeto  en  las  dos  posiciones  del  circulo,  para  cuyo  fin  puede  em- 
plearse  un  colimador,  6  mejor  el  espejo  descrito  arriba,  Ueyandolo  a 
diferentes  posiciones  y  dirijiendo  el  anteojo  perpendicular  al  espejo. 
En  efecto ,  de  la  primera  y  tercera  de  las  ecuaciones  {B)  se  sigue : 

180®= ^^ 4- a'  cosÄf  H- a"  0082 J2  +  a" 00882:  + . . .  +  a'-  a'-ira'\ 

en  donde  Z=  I8O"  +  JV,  Z'=  180^  +  JV^',  y  en  donde  z  y  z'  signi- 
fican  las  lecturas  hechas  en  las  dos  posiciones,  correjidas  de  los 
errores  de  graduacion. 

Se  puede,  por  consiguiente,  determinar  f&cilmente  todos  los 
t6rminos,  escepto  los  en  que  entran  los  senos  de  2;?,  ^z  etc.,  por 
sencillas  observaciones.  A  fin  de  hallar  estos  Ultimos,  seria  ne- 
cesario  valerse  de  medios  que  permitiesen  dar  al  anteojo  jiros  de 
ängulos  determinados  pero  diferentes  de  90^  6  180^.  Hasta  ahora 
no  se  conoce  im  procedimiento  de  efectuar  jiros  de  un  angulo  deter- 
minado;  sin  embargo,  el  anteojo  puede  dirijirse  41a  distancia  zenital 
de  45^  por  medio  del  espejo  descrito  arriba  y  de  dos  colimadores, 
y  de  este  modo  es  posible  hallar  al  menos  el  coeficiente  5".  Con 
este  fin  colöquese  el  espejo  de  modo  que  el  anteojo,  al  estar  dirijido 
perpendicular  4  61,  tenga  pröximamente  la  distancia  zenital  de  135^; 
en  esta  posicion  del  anteojo  colöquese  un  anteojo  verticalmente 
encima  del  espejo  y  un  colimador  horizontalmente  delante  del  mismo, 
por  manera  que  los  ejes  de  los  dos  anteojos  est6n  dirijidos  &  la  me- 
diania  del  espejo,  lo  cual  se  consigue  facilmente  cubriendo  los  dos 
objetiyos  y  el  espejo  hasta  tanto  que  queden  solo  iinas  pequefias 
aberturas  en  la  parte  media ,  y  variando  los  anteojos  hasta  tanto  que 
se  refieje  la  luz  de  la  parte  descubierta  del  espejo  k  las  aberturas  de 
los  objetivos.   Hecho  esto ,  se  vuelve  el  espejo  a  un  lado  y  se  situa 
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la  linea  de  colimacion  del  anteojo  vertical  en  iina  posicion  exacta- 
menie  vertical  por  medio  de  un  borizonte  artificial  colocado  debajo 
de  61 ,  al  paso  que  k  la  del  colimador  se  da  una  posicion  borizontal 
mediante  nn  nivel,  depues  de  haberse  cerciorado  de  que  ßu  linea  de 
colimacion  coincide  con  el  eje  de  rotacion.  En  tal  caso  el  angulo 
comprendido  entre  las  lineas  de  colimacion  de  los  dos  anteojos  es 
angulo  recto.  Jirando  entonces  atras  el  espejo  k  su  posicion  anterior, 
babra  una  posicion  de  6ste  en  la  que  los  rayos  procedentes  de  la  cruz 
filar  de  uno  de  los  colimadores  seran  reflejados  k  la  cruz  del  segando 
anteojo,  y  cuando  esto  se  verifique  el  espejo  formar4  im  angulo  de 
45^  con  la  linea  vertical.  Si  el  anteojo  se  dirije  entonces  perpen- 
dicular  al  espejo  y  despues  al  nadir,  el  angulo  jirado  por  el  an- 
teojo es  exactamente  de  45  grados.  Tambien  en  este  caso  bai  que 
aplicar  una  pequena  correccion  ä  causa  de  las  diferentes  latitudes 
de  los  puntos  en  donde  estan  situados  los  colimadores.  Si  |(  es  el 
angulo  comprendido  entre  el  colimador  vertical  y  la  linea  vertical 
del  instrumento,  y  a:  el  angulo  comprendido  entre  el  colimador  ho- 
rizontal y  el  borizonte  del  instrumento,  el  4ngulo  que  forma  el 
anteojo  dirijido  perpendicularmente  al  espejo  con  la  direccion  häcia 
el  nadir  sera: 

suponiendo  que  los  dos  colimadores  se  ballan  colocados  en  lados 
opuestos  del  :nstrumento ;  y  si  denotamos  por  h  y  h'  laß  distancias 
del  colimador  borizontal  y  vertical  k  la  linea  vertical  del  instru- 
mento ,  y  ademas  por  h  la  inclinacion  del  colimador  borizontal  deter- 
minada  mediante  el  nivel ,  tomada  positiva  si  la  estremidad  pröxima 
al  instrumento  es  la  mas  elevada ,  este  &ngulo  serä  igual  k : 

45«  +  0".  0052  (Ä  -  K)  +  i  5. 

Designando  este  angulo  con  f ,  y  las  lecturas  del  circulo  corre- 
spondientes  al  nadir  y  a  la  direccion  perpendicular  al  espejo ,  esto 
es,  &  las  distancias  zenitales  180^  y  135®  con  z  J  Zy  tenemos: 

Practicando  la  misma  observacion  tambien  para  la  distancia 
zenital  225  **,  y  denotando  de  nuevo  por  e  la  lectura  correspondiente 
al  nadir ,  por  /'  la  que  se  baga  al  estar  el  anteojo  perpendicular  al 
espejo ,  se  tendr4  en  este  caso : 

f'  =  2:"_;j'+a' (l_i^' 2) -a"-f-a"(l-fi// 2) -2/'i^2 +  ?/'-;/"  iF2, 
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luego  es: 

bajo  el  supuesto  de  que  el  nadir  es  el  mismo  para  las  dos  obser- 
yaciones. 

E.  —  Examen  de  los  tomillos  micromäricos, 

9*  AI  medir  la  distancia  entre  dos  puntos  por  medio  de  un 
tomillo  microm^trico  se  supone  que  la  traslacion  lonjitudinal  del 
tomillo  y  de  las  piezas  del  aparato  micrometrico  movidas  por  el  tor- 
nillo,  p.  ej.,  del  hilo  micrometrico,  es  proporcional  alas  indicaciones 
del  tambor  y  de  la  escala  que  senala  las  vueltas  completas  del  tor- 
nillo.  Sin  embargo ,  esta  condicion  nunca  se  cumple  rigorosamente, 
ya  sea  porque  las  diferentes  vueltas  de  un  tomillo  no  son  de  igual 
magnitud  y  por  tanto  desiguales  las  traslaciones  producidas  por 
estas  vueltas,  ya  porque  partes  iguales  de  una  misma  vuelta  corre- 
sponden  k  diferentes  traslaciones  lineales.  En  lo  que  precede  hemos 
hecho  ver  ya  c6mo  pueden  determinarse  las  desigualdades  de  los 
tornillos  de  los  microscopios  microm^tricos ;  mas  como  en  este  caso 
se  hace  uso  tan  solo  de  unas  pocas  vueltas ,  comunemente  de  dos, 
trataremos  todavia  el  caso  de  que  se  empleen  las  vueltas  en  toda  la 
estension  del  tomillo  para  mediciones. 

Las  correcciones  que  tienen  que  agregarse  4  las  fracciones  de 
una  vuelta  dada  del  tomillo  para  obtener  mediante  6stas  la  traslacion 
verdadera  del  tomillo  pueden  representarse  de  nuevo  por  una  serie 
periödica  de  la  forma: 

ai  C08W-I-&1  8enw-fa2Cos2w  +  &2  8en2M-f. . . 

en  donde  u  significa  la  lectura  de  la  cabeza  del  tomillo.  Estas  cor- 
recciones seran  pröximamente  las  mismas  para  los  sucesivos  pasos 
de  rosca,  de  manera  que  los  coeficientes  a^,  h^  etc.  pueden  con- 
siderarse  como  iguales  para  las  diferentes  vueltas.  Podemos  admitir 
esta  hipotesis  al  menos  para  algunas  de  las  vueltas  consecutivas, 
y  determinar  los  coeficientes  por  el  termino  medio  de  las  obser- 
vaciones  hechas  para  varias  de  estas  vueltas ,  repitiendo  en  seguida 
esta  determinacion  en  distintas  partes  del  tomillo. 

Si  medimos  una  distancia  lineal,  cuyo  valor  verdadero  sea  f 
(p.  ej.  la  distancia  entre  los  hilos  de  un  colimador) ,  por  medio  de 
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punterias  del  hilo  microm^trico  4  los  dos  pnntos  estremos  del 
objeto ,  y  denotamos  por  ujuls^  lecturas  del  tomUlo  correspon- 
dientes  k  las  dos  posiciones  del  hilo  movible ,  tendr^mos : 

f=  u—u  +  Ol  (coBu'—  cofl w) -f- bi  («ent*'—  »eni*) -f  c^ (co82u'—  C082«) 

-f-  hf  (8en2t*'—  8en2t*)  + . . . 

Midiendo  entonces  la  misma  distancia  sobre  diferenies  partes 
del  tomillo ,  y  aiTeglando  con  este  Rn  las  obseryaciones  de  tal  modo, 
que  en  la  primera  observacion  la  cabeza  del  tomiUo  sefiale  0'".  00  al 
bisecar  por  medio  del  hilo  movible  el  primer  punto  del  objeto,  j 
que  en  seguida  se  principie  con  las  lecturas  C.  10,  0**.  20  etc.  hasta 
recorrer  toda  la  vuelta  del  tomillo ,  se  puede  admitir  que  f  es  ignal 
al  promedio  de  todos  los  valores  observados  de  u  —  u\  6  igualmente 
sera  permitido  reemplazar  u  por  «♦  +  /*,  con  tal  que  los  coeficientes 
a| ,  h^  etc.  sean  pequefios,  como  sucede  siempre.  Si  se  designa,  pnes, 
este  t6rmino  medio  con  /*,  cada  valor  observado  deu—u  propor- 
ciona  una  ecuacion  de  la  forma : 

tt'—tt  — /*=2ai8enJ/'8en(i*4-i/)— 26,  8enJ/*coa(i«  +  i/) 
+  2at  sen  f  8en(2t*  +  /*)  —  2&8  sen  /*  co8(2i*  +  f) 


y  como  los  valores  de  u  se  estienden  sobre  toda  la  circunferencia, 
todas  las  10  ecuaciones  de  esta  serie  de  observaciones  conduciran  k 
las  ecuaciones  finales: 

lOa,  senj/'zr     X(tt'-  **-/^  8en(«  + J/^ 

10  6|  sen  J /■  =  - -27  («' — t*  - /^  cos  (m  + 1 /) 

10 Ot  sen f=     Z(u—u - f) 8en(2tt  +  f) 
10  &i  8en/  =  ~2?(tt'-w-/)cos(2u+/^, 

de  las  cuales  pueden  deducirse  los  valores  de  los  coeficientes. 

Ejemplo,  Bessel  observö  con  el  tomillo  microm6trico  del 
heliömetro  de  Eoenigsberg  la  lonjitud  de  un  int^rvalo  que  era 
pröximamente  igual  k  una  media  vuelta  del  tomillo ,  partiendo  en 
estas  observaciones  de  diferentes  puntos  iniciales  del  tomillo,  y  hallo 
en  t^rmino  medio  por  las  observaciones  hechas  para  10  vueltas  su- 
cesivas* : 


*  Astronomische  Untersuchungen  Bd.  1 ,  pag.  79. 
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punto  de  partida       int^rvalo  medido  u'—u 

0*-.0  (K. 60046 

0  .49690 

0  .49440 

0  .49240 

0  .49260 

0  .49656 

0  .49905 

0  .50140 

0  .60340 

0  .9             0  .50360 


0 

.1 

0 

.2 

0 

.3 

0 

.4 

0 

.6 

0 

.6 

0 

.7 

0 

.8 

/*=  0.497965  =  179«  16'.  0 
Con  estos  datos  se  obtiene : 

u'-u-f        (u'-  u-f)  8en(w  +  i/) 

4  0  .  002486  +  0 .  002485 

-  0 .  001066  -  0 .  000866 
-0.003565  -0.001123 

-  0  .  005665  +  0  .  001686 

-  0  .  006366  4-  0 .  004320 

-  0 .  002416  +  0 .  002416 
+  0  .  001086  -  0  .  000882 
4-  0  .  003435  -  0 .  001083 
4-  0  .  005435  +  0 .  001646 
4-  0 .  005536  4-  0 .  004457 


suma  4-  0 .  013056. 
Como  seii^f=  1 ,  se  obtendra: 

10  ai  =4-0.013066 
10  &,  =-0.024874 

7  del  mismo  modo: 

0.12801  =  4-0.000147 
0 .  128  &t  =  4- 0 .  000337. 

Bessel  hizo  en  seguida  una  serie  analoga  de  observaciones, 
midiendo  una  distancia  que  era  proximamente  igiial  a  la  cuai-ta 
parte  de  una  vuelta ,  hallando : 

7.  339 01=4-0.015915 
7. 339  &i=- 0.016126 
9.  9700,  = -0.004987 
9.  970 6,  =  - 0.000676. 

De  la  combinacion  de  estas  dos  determinaciones  se  sigue  con 
arreglo  k  la  nota  2  del  n^'  24  de  la  introduccion : 

29* 
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ai  =  +  0»-.  001608 
&,  =  -0  .002386 
a,=-0  .000499 
6,  =  -0  .000067. 

Estas  correcciones  tienen  que  aplicarse  a  todas  las  lectoras  hechas 
en  la  cabeza  del  tomillo.  Pero  las  observaciones  mismas  paeden  arre- 
glarse  de  tal  modo,  que  estos  errores  se  eliminen  completamente.  En 
efecto ,  midiendo  tma  distancia  cuando  al  principio  de  la  obserYacion 
el  tomillo  tenga  la  posicion  —  O*".  25,  y  luego  despues  cuando  eata 
posicion  sea  +  0**.  25,  por  manera  que  u  sera  —  90^y+^®  enlas 
dos  observaciones ,  en  tal  caso  se  destruyen  los  t^rminos  de  las  dos 
espresiones  para  f  que  contienen  los  senos  y  cosenos  de  i*  y  u',  y 
por  tanto  el  promedio  de  las  dos  observaciones  quedar&  despejado  de 
estos  t^rminos.  Igualmente  se  obtendr&  f  despejada  tanto  de  estos 
t^rminos  como  de  los  dependientes  del  doble  ängulo ,  repitiendo  cinco 
veces  la  medicion ,  de  modo  que  las  posiciones  iniciales  del  tomillo 
sean  sucesivamente  —  O»" .  4 ,  —  O»".  2,  0,  +  O*".  2  y  +  C".  4. 

Con  el  fin  de  examinar  la  igualdad  de  los  pasos  de  rosca  se 
puede  medir  una  misma  distancia,  que  sea  pröximamente  igual  ä 
una  vuelta  6  &  un  mültiplo  de  ella,  en  distintas  partes  del  tomillo, 
y  en  esto  se  proceder4  convenientemente  arreglando  las  observaciones 
conforme  con  lo  espuesto  de  modo ,  que  las  desigualdades  peiiödicas 
se  eliminen. 

Bessel  midiö  con  el  mismo  tomillo  una  distancia  que  era 
pröximamente  igual  k  10  vueltas  del  tomillos ,  partiendo  sucesiya- 
mente  de  las  lecturas  del  tambor  0*",  lO**,  20''  etc.  De  este  modo 
haUö: 

yLectura  del  tambor  al  principio  O'*  10.0142 

10  20 .  0147 

20  30 .  0131 

30  40 .  0122 

40  60 .  0107 

etc., 

en  donde  cada  valor  es  el  promedio  de  5  observaciones;  p.  ej.,  el 
segundo  valor  es  el  promedio  de  5  mediciones  hechas  en  las  posi- 
ciones del  tomillo:  ©»".e,  9''.  8,  W,  10''.2  y  lO*".  4.  Si  se  re- 
presenta  ahora  la  distancia  verdadera  por  10''  + ^n  7  3i  para  las 
lecturas    del    tambor    10 ,   20  etc.    las    correcciones    se    designan 
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con  ^g,   /jQ  etc.,    se   tiene  en  atencion   ä  qne   se  puede   tomar 

/o=0*: 

a;,  =  +  0 .  0142  H- /"lo 

a;i=  +  0. 0147  +  ^20-/10 

a?i  =  +  0.0131-f/io-Äo 
etc. 

Igualiuente  midio  una  distancia  que  era  igual  k  20''-{-a;2,  y 
obtuYO  asl  an  sistema  de  ecuaciones: 

etc. 

Midiendo  en  seguida  distancias  de  dO^+x^  etc. ,  obtuvo  sistemas 
analoges  de  ecuaciones,  y  del  conjunto  del  todas  estas  faeron  dedu- 
cidos  entonces  los  valores  de  x^y  x^^  x^  etc. ,  como  tambien  las  cor- 
recciones  del  tomillo  correspondientes  a  las  lect|^ras  10,  20  etc., 
esto  es ,  &  /io  >  ^20  ®^^' 


n.  —  EL  mSTRUMENTO  DE  AZIMUT  Y  ALTURA. 

Uno  de  los  circulos  del  instmmento  azimutal  representa  el  piano 
del  horizonte ,  j  por  tanto  ha  de  ocupar  una  posicion  exactamente 
horizontal.  Por  esta  razon  descansa  sobre  tres  tomülos  que  per- 
miten  rectificar  su  posicion  con  respecto  al.  horizonte  mediante  un 
nivel ,  como  se  yer&  mas  tarde.  Pero  como  esta  rectificacion  raras 
veces  se  verifica  en  todo  rigor,  supondr^mos  que  el  cfrculo  tiene 
todavia  una  pequefia  inclinacion  con  respecto  al  horizonte.  Sea 
pues  P  el  polo  de  este  circulo  del  instrumento,  mientras  el  polo 
del  verdadero  horizonte  es  el  zenit  Z,  y  sea  i  el  &ngulo  que  forma 
el  piano  del  circulo  con  el  del  horizonte,  ö  el  arco  de  circulo 
mÄximo  comprendido  entre  P  j  Z,  En  el  centro  de  este  circulo, 
provisto  de  una  graduacion ,  hai  un  corto  eje  cönico  que  lleva  un  se- 
gundo  circulo  conc6ntrico  al  cual  est&n  adaptados  los  nonios.  Este 
ultimo  lleva  dos  soportes  de  igual  altura  que  tienen  en  sus  estremos 


*  Del  mismo  modo  que  el  valor  de  /g  es  arbitrario  y  puede,  por 
tanto ,  igualaree  k  cero ,  asf  esto  tiene  lugar  tambien  para  la  correcdon 
de  la  ultima  lectura  del  tambor  que  se  emplee. 
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superiores  unos  cojinetes,  de  los  quo  el  uno  puede  leyantarse  6 
rebajarse  por  medio  de  un  tomillo.   En  estos  cojinetes  descansa  el 
eje  horizontal  que  lleva  al  anteojo  y  al  circulo  de  altura.  El  circtilo 
conc6ntrico  que  lleva  los  nonios  esta  asegurado  al  cojinete;  al  con- 
trario el  anteojo  y  el  circulo  graduado  de  altura  pueden  jirar  Junta- 
mente  al  rededor  del  eje.  Como  tambien  el  circulo  que  lleva  los  no- 
nios del  circulo  horizontal  puede  jirar  en  torno  de  su  eje ,  el  anteojo 
puede  dirijirse  a  cualquier  objeto,  y  las  coordenadas  esföricas  de 
este  ultimo  pueden  obtenerse  por  las  lecturas  de  los  dos  clrculos. 
Designar6mos  con  i'  al  &ngulo  que  la  linea  determinada  por  los 
dos  cojinetes  forma  con  el  circulo  horizontal  de  los  nonios ,  y  con 
K  al  punto  en  donde  esta  linea  prolongada  h4cia  el  lado  del  cir- 
culo corta  k  la  esfera  Celeste  aparente ;  ademas  sea  h  la  altura  de 
este  punto  sobre  el  horizonte  verdadero.    Como  se  miden  con  este 
instrumento  tair  solo  diferencias  de  azimut  (haciendo  abstraccion 
por  ahora  de  las  observaciones  con  el  circulo  vertial),  ser4  indife- 
rente  el  punto  de  la  graduacion  desde  donde  se  principian  a  contar 
los  azimutes.    Sin  embargo,  sera  cömodo  elejir  el  punto  inicial  de 
tal  modo,  que  guarde  cierta  relacion  con  el  instrumento,  y  como  los 
puntos  P  j  Z  no  varian  en  tanto  que  el  instrumento  no  cambie  de 
sitio,  mientras  que  K  puede  recorrer  360^  al  jirar  el  circulo  de  los 
nonios  sobre  su  eje,  se  puede  adoptar  como  punto  inicial  de  los  azi- 
mutes la  lectura  que  se  haga  al  tiempo  de  haUarse  K,  P  j  Z  sobre 
un  mismo  circulo  vertical.  Denotemos  esa  lectura  con  Oq.  Para  cual- 
quiera  otra  posicion  se  toma  entonces  aquel  punto  de  la  graduacion  en 
donde  el  arco  prolongado  PK  corta  al  piano  del  circulo ,  y  esto  sera 
siempre  permitido  porque  la  diferencia  entre  este  punto  y  el  indicado 
por  el  cero  del  nouio  es  siempre  constante.    Por  ultimo  sea  A  el 
azimut  contado  en  el  horizonte  verdadero  pero  desdß  el  mismo  punto 
inicial. 

Imajin&ndonos  ahora  tres  ejes  rectangulares  de  coordenadas, 
de  los  que  est6  uno  perpendicular  al  piano  del  horizonte  verdadero, 
al  paso  que  los  dos  otros  se  hallen  en  este  piano  de  tal  modo,  que 
el  eje  de  las  y  est6  dirijido  al  punto  inicial  de  los  azimutes  adoptado 
arriba ,  las  coordenadas  del  punto  "K  referidas  a  estos  ejes  seiin : 
2=:senb,        y=^coBbcosAy       x  =  C0Eh^nÄ, 

Eefiriendo  ademas  el  punto  K  k  tres  ejes  rectangulares  de  los 
que  est6  el  uno  perpendicular  al  piano  horizontal  del  instrumento, 
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mientras  que  los  otros  dos  estön  situados  en  este  piano  horizontal, 
de  manera  que  el  eje  de  las  o;  coincida  con  el  mismo  eje  del  sistema 
anterior,  las  coordenadas  de  K  ser&n: 

z=:^XL%,       y  =  co8t'co8(a  — ao),       rr  =  coflt'8en(o  — Oo). 

Como  el  ängulo  comprendido  entre  los  ejes  de  las  z  del  primer 
y  segundo  sistema  es  i,  se  tiene  segim  las  formnlas  (l)  para  la  tras- 
formacion  de  coordenadas: 

Ben  h  =  coB  %  sen  %  —  een  i  coß  %  cos  (a  —  a©) 
COS&  sen^  =  co8t'8en(a--  Oo) 
C08  h  cosul  =  sen  %  sen  %  +  cos  %  cos  i  cos  (a  —  Oo)- 

Estas  ecuaciones  pueden  tambien  deducirse  del  triängulo  deter- 
minado  por  el  zenit  Z ,  el  polo  P  del  circulo  azimutal  y  el  punto  K 
cuyos  lados  J?Zy  PK  j  ZK  son  respectivamente  i,  90®— i'  y  90®— 6, 
y  los  ^gulos  opuestos  ä  los  lados  PK  y  ZK\  Äj  180®  —  (a  —  Oq). 

Si  el  instrumento  esta  rectificado  aproximadamente ,  las  canti- 
dades  hy  i  y  t  seran  pequefias ,  y  por  tanto  pueden  reemplazarse  los 
cosenos  de  estos  angulos  por  la  unidad  y  los  senos  por  los  arcos ,  de 
modo  que  se  obtendrä: 

5  =  *"— tco8(a  — Oft)  ,  V 

El  anteojo  esta  asegurado  perpendicularmente  al  eje  horizontal 
del  instrumento.  La  llnea  de  colimacion  deberia  estar  tambien  perpen- 
dicular  a  este  eje;  pero  8upondr6mos  que  esto  no  se  yerifica,  sino  que 
esta  llnea  forma  el  angulo  90®  +  <^  con  el  lado  del  eje  yuelto  häcia  el 
circulo ,  llamändose  c  el  error  de  colimacion.  Esta  llnea  de  colima- 
cion se  determina  por  el  centro  del  objetiyo  y  la  cruz  filar  situada 
en  el  campo  de  la  vision ,  la  cual  puede  moverse  perpendicularmente 
a  la  linea  de  colimacion  por  medio  de  unos  tomillos ,  de  manera  que 
el  angulo  c  pueda  yariarse  arbitrariamente. 

Supongamos  ahora  que  el  anteojo  est6  dirijido  ä  un  punto  0 
del  cielo,  cuya  distancia  zenital  sea  z  y  cuyo  azimut  sea  e;  sus 
coordenadas  referidas  &  los  ejes  de  lüs  z  ^  y  ser&n  entonces  cos^e^ 
y  senz  cose.  Ademas  supongamos  que  la  graduacion  del  circulo 
vaya  creciendo  de  izquierda  a  derecha ,  esto  es ,  en  la  misma  direccion 
en  que  se  cuentan  los  azimutes.  Por  consiguiente,  cuando  el  lado- 
circulo  esta  ä  la  izquierda,  el  anteojo  estar&  dirijido  ä  un  punto 
cuyo  azimut  es  mayor  que  el  del  punto  K,  y  si  jiramos  por  con- 
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siguiente  el  eje  de  las  y  hasta  tanto  que  quede  situado  sobre  el 

circulo  vertical  del  pnnto  K^  las  coordenadas  seran  entonces:  cos^ 

y  senjef  cos(e  — -4).    Esto  tendr&  lugar  cuando  el  circulo  est4  a  la 

izqmerda,  mientras  que  para  la  posicion  contraria  se  tiene   que 

tomar  -4.  -—  e  en  vez  de  e  —  A,    Imajinändose  tambien  el  punto  O 

referido  4  un  sistema  de  coordenadas ,  del  cual  los  ejes  de  las  x  6  j^ 

est6n  situados  en  el  piano  del  instrumento  y  el  de  las  y  dirijido  al 

punto  f ,  en  tal  caso  la  coordenada  y  del  punto  0  es  igual  a  —  senc, 

j  como  los  ejes  de  las  z  de  ambos  sistemas  forman  entre  si  el 

ängulo  &,  se  tiene  segun  las  förmulas  para  la  trasformacion   de 

coordenadas : 

—  sen  e  =  cos^f  sen  h  +  senz  cos  &  cos  (e  —  Ä). 

Estas  ecuaciones  se  obtienen  tambien ,  considerando  el  tri^ngiüo 
determinado  por  el  zenit  Z,  el  punto  JK^  y  el  punto  0  al  cual  esta 
dirijida  la  yisual  del  anteojo.  Los  lados  de  este  tri&ngulo  ZO,  ZK 
y  OK  son  respectivamente  igual  ajer,90^--6y90®  +  c,yel  angulo 
KZO^PZO-FZK^e-Ä. 

Como  h  y  c  son  cantidades  pequefias,  se  obtiene: 

—  c  =  &  cos «  +  üenz  cos  («  —  -4) , 

y  poniendo  en  vez  de  Ä  el  valor  hallado  arriba  por  las  ecuaciones  (a) : 

0  =  c  -f-  6  cosz  +  senÄ  co8[c  —  (a  —  Oq)]  , 

de  donde  se  sigue ,  que 

cos  [e  —  {a  —  Co)] 

es  una  cantidad  mui  pequeüa  del  Orden  de  las  cantidades  h  j  c.    Po- 
niendo ,  pues ,  en  lugar  de  ella : 

8en(90°-c  +  (a-ao)], 

se  puede  reemplazar  el  seno  por  el  arco ,  y  se  obtiene : 

0  =  c-f6co8^-f-  senz  [90°  —  e  4-  (a  —  Oo)] 

Esta  förmula  sirve,  como  hemos  dicho  ya  arriba,  para  el  caso 

de  que  el  circulo  est^  situado  a  la.  izquierda.    Si  6ste  se  halla  a  la 

derecha ,  se  tiene  que  tomar  ^  —  c  en  vez  de  e  —  J. ,  y  entonces  se 

obtiene : 

0  =  c-f-6cos2;  +  senai  [90°  —  c  -I-  (a  —  Oo)  -f-  c]. 

Se  obtiene  de  consiguiente  el  verdadero  azimut  e  por  medio  de 
la  förmula: 

Q 

e  =  a  —  «o  +  öO^H h h cotgz        circulo  a  la  izquierda 

sen  z 
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e  =  a  —  ao  —  90® h  coi^z       circulo  k  la  derecha , 

6  designando  con  ^  el  azimui  leido  en  los  nonios  del  instrumento  j 
con  ^A  el  error  de  indice  de  los  nonios ,  de  modo  que  A  +  ^A 
represente  el  azimut  contado  desde  el  punio  meridiano  del  circulo, 

se  tendra: 

c  =  -4.  -}-  dA  ±_  c  cosec  z±^h  cotg  ^r, 

en  donde  se  debe  emplear  de  nnevo  el  signo  superior  cuando  el 
circulo  se  halle  a  la  izquierda,  y  el  inferior  en  la  posicion  opuesta. 

11«  Estas  förmulas  pueden  fäcilmente  deriyarse  de  un  modo 
jeom^trico  Sea  AB  (Fig.  14)  el  circulo  vertical  del  objeto  j  Z  el 
zenit.  Si  suponemos  que  el  anteojo  jira  en  torno  de  un 
eje  cuya  inclinacion  sea  & ,  en  tal  caso  describir4  un  cir- 
culo mäximo  que  pasa  todayla  por  los  puntos  A  j  B 
del  horizonte ,  pero  que  dista  del  zenit  el  arco  h,  Por 
consiguiente  b1  leer  el  azimut  del  circulo  vertical  AZ^ 
el  anteojo  estar^  dirijido  en  yirtud  del  error  de  inclina- 
cion k  un  punto  del  circulo  AZ'B ,  p.  ej.,  4  0,  y  se  leer4 
un  azimut  mas  pequeilo  que  el  verdadero ,  cuando  el  cir- 
culo esta  k  la  derecha.    Se  tiene  entonces : 


Ben  00'^  sen  A  0  sen  6 
=  co8j2r.  8en&. 

Pero  se  lee  un  4ngulo  azimutal ,  esto  es ,  el  angulo 

bajo  el  cual  aparece  OCf  visto  desde  Z,  y  por  tanto  el 

&ngulo  OZ(y  esla  correccion  JA  del  azimut  que  se  trata  de  hallar; 

como 

BenOO'  =  ZOaenJA, 

luego 

Ben  /^A  =  cotg  z  senb, 

se  tiene  que  aplicar  al  azimut  leido  la  correccion  proveniente  de  la 
inclinacion : 

-1-6  cotg  j5 

cuando  el  circulo  eatb  k  la  izquierda. 

De  un  modo  analoge  puede  hallarse  tambien  la  correccion  del 
azimut  ocasionada  por  el  en*or  de  colimacion.  Sea  de  nuevo  AB  el 
circulo  vertical  que  describiria  la  linea  de  colimacion  del  anteojo,  si  el 
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Fig.  15. 

2/ 


A 


error  de  colimacion  fuese  nulo.   AI  contrario,  si  00  +  <^ 

es  el  ^gulo  que  forma  la  linea  visual  con  el  lado  del 

eje  vnelto  hacia  el  circulo,  esta  linea  describirÄ  per 

la  rotacion  del  eje  un  cono ,  cuya  interseccion  con  la 

esfera  Celeste  determina  un  circulo  paralelo  al  circulo 

m&ximo  AB^  distante  de  este  ultimo  en  la  canüdad  c 

(Fig.  15).  En  tal  caso  la  lectura  del  circulo  d&  de  nuevo 

un  azimut  mas  pequeno  que  el  verdadero ,  cuando  el 

lado-circulo  esta  ä  la  izquierda,  j  yolviendo  a  deeignar 

con  ^^  el  ängulo  ÄZO,  se  tiene: 

^  .      eenc 

BGnJA  =  — r 

senlie; 

# 

0 

z/J.  =  -f-cco8ecÄf. 


12«  Enseiiar^mos  ahora  a  determinar  la  magnitud  de  los 
diferentes  errores  del  instrumento. 

El  error  b  se  halla  inmediatamente  por  medio  de  las  reglas 

dadas  en  el  n^*  1  de  este  capitulo,  colocando  un  nivel  de  aire  sobre 

los  pezones  del  eje  horizontal.     Pero  segun  las  ecuaciones  (a)  del 

n°- 10  era: 

h  =  i"—  %  co8(a  —  Oo), 

en  donde  i  slgnifica  la  inclinacion  del  circulo  horizontal  con  respecto 
al  horizonte,  6  i'  la  inclinacion  del  eje  horizontal  que  Ueva  el 
anteojo  con  respecto  al  circulo  horizontal. 

Esta  ecuacion  contiene  tres  incögnitas,  k  saber  *^  ij  a^yj  por 
tanto  se  necesitan  tres  nivelaciones  en  distintas  posiciones  del  eje 
para  determinarlas.  Suponemos  que  uno  de  los  nonios  sefiala  la 
lectura  a  y  que  en  esta  posicion  se  ha  hallado  la  inclinacion  h 
del  eje  de  rotacion  por  medio  del  nivel.  Hecho  esto ,  coloquese  el 
mismo  nonio  sucesivamente  en  a  +  120^  y  a  +  240®,  y  sean  b^  y  b^ 
las  inclinaciones  que  se  observen  en  estas  dos  posiciones  del  instru- 
mento. Introduciendo  entonces  estos  valores  en  las  förmulas  de 
arriba,  y  teniendo  presente  que: 

co8l20®  =  -i, 

8enl20"  =  -f  4^3, 
coft400==-4, 

8en2400  =  -^J^3, 
se  obtiene  las  tres  ecuaciones  siguientes : 
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b  =  »"--  i  co8(a  —  Oo) 

5i  =  r+  4  •  C08(a  —  flo)  +  4  »  8en(a  —  Oo)  K  3 

fct= »'  +  i  t  cos  (a  —  Oo)  —  i  *  8en(o  —  Oo)  ^^  3. 

La  suma  de  estas  tres  ecuaciones  da: 

Pero  restando  la  tercera  ecuacion  de  la  segunda,  se  sigue: 

»  senfa  —  Oo)  =  — r: 

^3 

Por  ultimo,  si  se  siunan  la  segunda  j  tercera  ecuacion  y  se 
resta  de  esta  suma  el  doble  de  la  primera ,  se  tiene : 

%  C08  {a-'a9)=- 1 

3 

Nivelando ,  pues ,  el  eje  horizontal  en  tres  posiciones  del  instru- 
mento  que  se  diferencien  en  120^,  se  puede  hallar  por  estas  förmulas 
las  cantidades  i,  ^  Y  cIq^  y  con  esto  la  inclinacion  h  para  cualquiera 
otra  posicion  por  medio  de  la  förmula: 

6  =  f'— t  co8(a  —  Oo). 

Con  el  fin  de  hallar  el  error  de  colimacion ,  se  observa  un 
mismo  objeto  terrestre  lejano,  y  se  lee  el  azimut  en  las  dos  posi- 
ciones del  circulo ,  a  derecha  6  izquierda.  Sean  Äy  Ä'  Iels  dos  lec- 
turas ;  se  tiene  las  dos  ecuaciones : 

e  =  A  -^-dA-^-h  cotg^r  +  ccoseciS 
e  = -4' -i- -^ -4L  —  5' cotg  ^  —  c  co8ec  Ä , 

de  las  que  se  sigue : 

A'-A     h'+h     ^ 
c  co8ec  ji  =  — 5—  cotgÄ. 

Si  se  conocen,  por  consiguiente ,  las  inclinaciones  &  y  2>'  en 
ambas  posiciones  y  se  lee  en  el  circulo  de  altura  la  distancia  zenital 
z  del  objeto,  se  puede  determinar  el  error  de  cojjmacion  por  la 
observacion  del  mismo  objeto  en  las  dos  posiciones  del  instrumento. 

En  esto  se  supone,  que  el  anteojo  se  halla  en  la  mediania  del 
eje,  <S  que  se  observa  un  objeto  infinitamente  distante  cuando  el 
anteojo  est6  adaptado  al  estremo  del  eje.  Pero  si  esto  no  tiene  lugar, 
se  debe  aplicar  todavia  una  correccion  al  error  de  colimacion  asi 
hallado.  En  efecto,  observ^ndose  un  objeto  0  (Fig.  16)  con  el 
anteojo  asegurado  al  estremo  del  eje,  se  lo  ver&  en  la  direccion  OF, 
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Fig.  16. 


JH 


El  Ängulo  OFK  sea  90<>+Co.  Si 
nos  imajinamos  ahora  un  anteojo 
situado  en  el  centro  del  circulo  M 
y  dirijido  a  0,  el  ängulo  OMK 
ser4,  segun  lo  que  precede,  igual 
kW}^  +  c.  Si  0  est&  k  una  distan- 
cia  infinitamente  grande,  de  ma- 
nera  que  MO  j  OF  puedan  con- 
siderarse  paralelas ,  se  podra  poner 
90^  +  Cq  en  vez  de  90^  +  c.  Pero 
si  esto  no  se  verifica,  se  tendra: 
c  =  Co  +  MOF. 

Designando  con  d  la  distancia  OM  del  objeto  y  con  q  la  mitad 
de  la  lonjitud  del  eje ,  serä 

taDg3fOF=|., 
y  si  Cq  es  una  cantidad  mui  pequefla,  se  obtendr^  por  consiguiente: 

Por  esta  förmula  se  v6,  que  cusuido  el  anteojo  est4  adaptado  k 
un  estremo  del  eje  y  se  lee  ol  azimut  del  objeto  al  tiempo  de  estar  el 
circulo  a  la  izquierda,  se  lo  obtendr&  demasiado  pequena  en  la  cantidad 

angular  ±  cosecir,  j  demasiado  grande  en  la  miama  cantidad  parala 

posicion  opuesta  del  circulo.  Denotando,  pues,  estas  dos  lecturas  con 
Ä  j  A\y  con  Cq  el  error  de  colimacion ,  se  tiene  las  dos  ecuaciones : 

e  =  -4.  +  JA  -h  b  cotgz  -f-  (<'o+4-)  coaecz 
e  =  A'-^  JA  — h*  cotgz —(cü-^^j  cosecii, 

de  las  cuales  puede  deducirse  el  error  de  colimacion  cuando  d  se 
conozca  de  cualquier  otro  modo. 

Si  el  anteojo  esta  asegurado  a  uno  de  los  estremos  del  eje,  su 
peso  producir4  una  flezion  de  este  ultimo,  la  que  hace  variar  el  error 
de  colimacion  con  la  distancia  zenital.  En  la  posicion  horizontal  del 
anteojo  la  flexion  del  eje  no  tiene  ningun  influjo  en  el  error  de  coli- 
macion, porque  en  tal  caso  el  eje  del  anteojo  solo  se  deprimiri, 
quedando  paralelo  k  la  posicion  que  ocuparia  si  no  hubiese  flexion. 
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Pero  cuando  el  anteojo  est&  veridcal,  la  flexion  del  eje  tiene  por 
efecto  de  que  el  &ngulo  que  forma  la  Visual  del  anteojo  h&cia  el  lado 
del  objetiyo  con  el  ^'e  se  aumenta,  de  manera  que  entonces  el  error 
de  colimacion  puede  representarse  por  una  espresion  de  la  forma 
c  +  a  cosjgr.  Con  el  fin  de  hallar  4  c  j  a  se  debe  determinar  entonces 
el  error  de  colimacion  tanto  en  la  posicion  horizontal  como  en  la 
vertical  del  anteojo ,  yali^ndose  de  los  m^todos  que  se  daran  en  el 
n^*  22  de  este  capitulo. 

Cuando  no  sea  posible  observar  un  objeto  terrestre ,  se  puede 
determinar  el  error  de  colimacion  tambien  por  obseryaciones  de  la 
estrella  polar.  AI  efecto  se  hace  la  punteria  ä  esta  estrella  altiempo 
^,  7  se  lee  el  azimut;  luego  despues  se  inyierte  el  instrumento  para 
Yolver  a  observar  la  misma  estrella  al  tiempo  t ;  se  tendr4  entonces 
las  dos  ecuaciones: 

«  =  J.  4-  ^A  +  h  cotgz  +  c  coBeci? 
e=  A'+  dA  —  6'cotgjp  —  e  cosecir, 

y  como : 

dA 
en  donde  -jr  significa  la  variacion  del  azimut  en  la  unidad  del 

tiempo  para  la  6poca  — ^ — ,  se  obtiene: 

A'-A     dA  r-t     h'+b  \ 
cco8ec0  =  — ^ -37-2 2"^^'- 

Para  determinar  finalmente  el  error  de  indice  JA,  se  observa 

de  nuevo  una  estrella  de  posicion  conocida,  p.  ej.,  la  estrella  polar, 

y  se  hace  la  lectura  del  azimut.    Si  t  es  el  ^gulo  horario  de  la 

estrella,  se  calcula  el  azimut  e  por  medio  de  las  förmulas: 

sen  z  sen  e  =  cob  d  Ben  t 

een^r  coB  e  =  —  costp  Bend  +  sen^  coBd  cost, 

y  se  tiene  entonces : 

z/ J.  =  6  —  A  4^  6  cotg  Ä  ■+ c  coBec^r , 

en  donde  debe  emplearse  el  signo  superior  cuando  el  lado  -  circulo 
est6  a  la  izquierda,  y  vice -versa. 

'  13«  Si  el  instrumento  sirve  tan  solo  para  observar  4ngulos 
azimutales ,  se  lo  llama  teodolito.  Pero  semejante  instrumento  est& 
a  veces  provisto  todavia  de  un  circido  vertical,  de  modo  que  pueda 
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emplearse  tanto  para  la  observacion  de  azimutes  como  para  la  de 
altnras.  En  tal  caso  se  halla  en  an  lado  del  eje  nn  oircolo  fijo  que 
lleva  los  nonios,  y  al  rededor  de  ^ste  jira  conc^ntricamente  el  circolo 
gradnado  asegurado  al  eje  de  rotacion.  El  instrumento  se  dirije 
entonces  primero  a  un  objeto,  j  despues  da  leidos  los  nonios  del 
circnlo  yertical  se  lo  jira  180^  para  dirijirlo  de  nnevo  al  objeto. 
Restando  entonces  la  lectnra  obtenida  en  la  primera  posicion  del 
instrumento  de  la  correspondiente  k  la  segnnda,  6  reciprocamente, 
segun  sea  la  direccion  de  la  gradnacion,  se  obtiene  por  la  semi- 
diferencia  de  estas  lecturas  la  distancia  zenital  del  objeto  obser- 
yado,  6  mas  bien  la  distancia  al  punto  en  donde  el  eje  yertical  de 
roiacion  del  instrumento  corta  &.  la  esfera  Celeste,  esto  es,  al  pnnto 
designado  arriba  con  P.  Pero  en  esto  se  snpone,  que  los  &ngiilos 
i  6  t',  como  tambien  el  error  de  colimacion  son  nulos.  En  efecto, 
se  puede  admitir  de  nneyo ,  que  la  lectora  del  circnlo  se  yerifica  en 
un  punto  determinado  por  un  piano  que  est6  perpendicxdar  al  cir- 
cnlo 7  que  pase  por  la  linea  de  colimacion.  El  anteojo  estar&  diri- 
jido  entonces  &  P  al  tiempo  de  confnndirse  los  circulos  mäximos 
KO  j  KP.   (Comp&rese  el  n**- 10  de  este  capitulo.) 

Partiendo  de  esta  lectura  el  anteojo  descril^e  el  4ngulo  PKO 
mientras  la  linea  yisual  se  dir\je  al  punto  0  situado  fuera  del  circnlo 
KP.  Se  lee  entonees  en  el  circnlo  el  &ngnlo  PKO,  pero  6ste  se  mide 
por  el  lado  PO,  6  es  igual  4  la  distancia  de  0  a  P,  s61o  si  los  lados 
OKj  PK  son  iguales  &  90^.  AI  contrario,  si  estos  lados  son  iguales 
&  90°  +  c  y90°  —  %,  j  se  designa  PO  con  t  y  el  &ngulo  leido  PKO 
con  i\  se  tenddt : 

cos  t=  —  senc  Ben»'+  cosc  coBt"  cos  f 

=  cob(»'+  c)  cos  J  f*  —  008  (♦"—  c)  senl  f  •. 

Bestände  cos{;'  de  ambos  lados  de  esta  ecuacion,  y  atendiendo 
k  que  en  yirtud  de  la  pequefiez  de  S  —  f '  se  paede  reemplazar 
cosf  —  cosj'  por  (f—  5)  senf,  se  obtiene: 

£=  f + senJCc  +  0»  cotgl  f  -  aeniC»"- c)«  tangU' 
6: 

t=j'  +  ^^^cotgJ:'+»'cco8ecr; 

£  representa  entonces  la  distancia  zenital  referida  al  polo  P.  Pero 
si  P  no  coincide  con  el  zenit,  la  distancia  zenital  yerdadera  no  es 
PO  sinö  ZO.   Pero  en  este  caso  todo  queda  lo  mismo  qne  antes  con 
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la  diferencia  de  que  'se  tiene  que  tomar  la  inclinacion  del  eje  hori- 
zontal con  respecto  al  horizonte  en  yez  del  ängulo  %^  esto  es : 

t"—  t  coß  (a  —  Co)  =  6 

y  restar  todavia  de  la  lectura  del  circulo  vertical  la  proyeccion  de 

FZ  sobre  el  circulo  vertical,  es  decir,  el  angulo  PJSrZ=i8eii(a— ao). 

Este  angulo  se  determina  siempre  por  medio  de  un  nivel  de  aire 

asegurado  al  circulo  vertical.     Si  denotamos  por  p  la  lectura  del 

nivel  en  aquel  lado ,  en  donde  la  graduacion  del  circulo  va  creciendo 

desde  el  punto  mas  elevado,  j  por  n  la  hecha  en  el  lado  opuesto, 

7  finalmente  por  Z  el  punto  del  circulo  que  corresponde  &  la  me- 

diania  de  la  ampoUita,  entonces  el  punto  zenital  del  circulo  en  una 

posicion  del  mstrumento  8er4  Z+i(l>— w),  yZ+i(i)'— w')  en  la 

posicion  opuesta.    Designando,  pues,  las  dos  lecturas  con  i,'  y  i\^ 

se  obtiene  para  la  distancia  zenital  en  una  posicion : 

f-Z-iCp-n)», 

y  en  la  segunda : 

Z-t'i  +  i(l)'-n')e, 

en  donde  e  significa  el  valor  de  una  division  del  nivel  espresado  en 
segundos.  El  promedio  de  estas  dos  espreciones  d4  la  distancia 
zenital ,  libre  del  error  de  inclinacion  del  nivel ,  esto  es : 

2  2 

y  para  obtener  la  verdadera  distancia  zenital  se  tiene  que  agregar 
4  z'  todavia  la  correccion : 

-f  8eni(&  4-  cY  cotgi«'—  8eni(&  —  c)*  ^aaLg\i' 
6: 

H —  cotg«'-f  ftccosec«'. 

Poniendo  para  mayor  sencillez  &  =  0,  atendido  que  este  error 
puede  disminuirse  en  cuanto  se  quiera,  esta  correccion  se  reduce  k: 

4-  2  cotg/. 

Sea,  p.  ej.,  c  =  10',  luego  ^  =  O".  87;  si,  de  consiguiente ,  /  es 

un  Ängulo  pequefio ,  esto  es ,  si  el  objeto  se  halla  pröximo  al  zenit, 
esta  correccion  puede  volverse  mui  considerable.  Por  tanto  sirve 
de  regia,  que  cuando  se  trata  de  observar  distancias  zenitales  con- 
siderablemente  menores  que  45^,  se  debe  cuidar  de  que  la  punteria 
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se  haga  en  la  mediania  del  campo  de  la  vision,  6  lo  mae  cerca 
posible  de  la  cruz  filar. 

14*  Podemos  deducir  f&cilmente  de  las  förmulas  que  preceden 
las  relatiyas  ä  todos  los  d^mas  instrumentos.  La  ecuatorial  se  dife- 
rencia  del  instrumenta  de  altura  y  azimut  tan  solo  en  que  de  piano 
fundamental  no  sirve  el  hoiizonte  sino  un  otro  piano,  es  decir,  el 
ecuador.  Eefiriendo,  pues,  al  ecuador  las  cantidades  que  antes 
estaban  referidas  al  horizonte,  se  obtiene  inmediatamente  las  för- 
mulas relatiyas  k  la  ecuatorial.  La  cantidad  a  sera  entonces  el 
4ngulo  horario  leido  en  el  instrumento ,  i  la  inclinacion  del  eje  de 
rotacion  que  Ueva  al  anteojo  con  respecto  al  piano  del  circulo  para- 
lelo  al  ecuador  y  el  cual  se  llama  el  circulo  horario.  Ademas  sera  i 
la  inclinacion  del  circulo  horario  con  referencia  al  ecuador,  j  QO'^+c 
de  nuevo  el  &ngulo  comprendido  entre  la  linea  de  colimacion  del 
anteojo  y  el  eje  de  rotacion. 

Con  la  misma  facilidad  se  obtiene  las  förmulas  para  los  in- 
strumentos que  no  sirven  sino  para  practicar  observaoiones  en 
planos  determinados.  El  circulo  meridiano,  p.  ej.,  se  emplea  solo 
para  observaciones  que  se  hagan  en  el  piano  del  meridiaaio,  per 
cuya  razon  la  cantidad  a—aQ  +  90^  ser&  precisamente  mui  pequeiüa 
para  este  instrumento.  Denotando  el  valor  de  esta  pequefia  cantidad 
por  —  A;,  las  förmulas  dadas  en  el  n^- 10  para  el  instrumento  azi- 
mutal se  convierten  en  las  siguientes : 

c  =  — Ä;-f-6cotg£f-f  ccosecfi^    circulo  k  la  izquierda 
e  =  — X:-'&cotg;s  — ccoBec^    drculo  k  la  derecha. 

Esta  cantidad  e  tendr4  por  efecto  que  el  astro  no  se  observa 
exactamente  en  el  piano  del  meridiano,  sino  k  cierta  distancia  de 
6ste ,  y  en  particular  se  observarli  el  astro  antes  de  la  culminacion 
si  e  es  negativa.  Sea  ahora  t  el  tiempo  que  tiene  que  agregarse  al 
tiempo  de  obseryacion  para  obtener  el  del  paso  por  el  meridiano, 
entonces  ser&  t  el  &ngulo  horario  del  asti'o  en  el  instante  de  la  obser- 
yacion ,  tomado  positiyo  al  Este.   Como : 

seu^r 


ßenT  =  — senc. 


008  d 


seil;? 

T~—€. 


cosd' 
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las  formulas  de  arriba  se  trasforman  en  las  que  signen 


y: 


T  =  — 6 i^-Är r  — csecö      Circulo  ä  la  izquierda  (E.) 


r  =  -f  & r-i-Ä; r4-csec5      Circulo  k  la  derecha  (0.). 

C08^        cosd  ^ 


'  Estas  son  las  formulas  que  convienen  al  anteojo  meridiano.  La 
cantidad  h  significa  aqui  la  inclinacion  del  eje  horizontal  con  re- 
specto  al  horizonte,  y  Ä  es  el  azimut  de  la  direccion  del  instrumento, 
tomado  positive  al  Este  del  meridiano. 

De  un  modo  an&logo  ge  obtienen  las  formulas  para  el  instru- 
mento de  pasos  instalado  en  el  primer  vertical.  En  efecto,  segun 
el  n?'  7,  cap.  I,  es: 

cotg^  Ben^  =  —  cos  <p  tang  Ö  +  sen  tp  cos  t 
6   contando   el   azimut   desde   el   primer   vertical,    de   modo   que 

tange  .  sen^  =  cosq?  tangd  —  sen<p  cos^. 

Si  ß  significa  ahora  la  hora  en  que  la  estrella  estuvo  realmente 
sobre  el  primer  vertical ,  se  tiene : 

0  =  cos  9>  tang^  —  senqp  cos  G 
j  restando  una  de  otra  las  dos  formulas : 

tangc  sen*  =  2  senqp  seni  {t  —  0)  sen^  {t  +  O). 

De  esta  relacion  se  deduce ,  si  e  es  pequena  y  por  tanto  t  pröxi- 

mamente  igual  4  6: 

e  =  {t  —  &)  sen  qp 
ö. 

e=t — —' 


seiKp 

Si  ponemos  aqui  en  vez  de  e  la  espresion  arriba  ballada 

e  =  —  k  +  h  cotg^  +.  c  cosec;?, 

resulta    para   el   instrumento    instalado   en   el   primer  vertical  la 

förmula : 

<^     ^  .     k    _  -  cotffÄf cosecj? 

sen  9  ^     senqp    '       senqp 

Estas  formulas  se  deduciran  mas  tarde  de  un  modo  directo.  Aqui 
se  trataba  solamente  de  hacer  ver  la  conexion  que  hai  entre  los  dife- 
rentes  instrumentos. 
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in.  —  LA  ECUATORIAL. 

15«  A  la  manera  que  el  instnimento  de  altura  j  azimut  corre- 
sponde  al  primer  sistema  de  coordenadas  asi  tambien  la  ecuatorial 
corresponde  al  segundo  sistema  de  coordenadas,  cual  es  el  de  los 
ängulos  horEtfios  y  declinaciones.  El  circulo  horizontal  del  primer 
instrumento  ocnpa  en  la  ecnatorial  una  posicion  paralela  al  ecnador. 
Sea  ahora  P  el  polo  del  mundo,  y  il  el  del  circulo  horario  del  in- 
strumento; ademas  sea  l  el  arco  de  circulo  m4ximo  comprendido 
entre  estos  dos  polos,  j  h  e\  angulo  horario  del  polo  del  instru- 
mento. Por  ultimo  sea  t  el  angulo  que  forma  el  eje  afirmado  al 
circulo  de  declinacion  (eje  de  declinacion)  con  el  circulo  horario,  K 
el  punto  de  la  esfera  Celeste  aparente  determinado  por  la  prolon- 
gacion  de  este  eje  vuelto  häcia  el  lado  del  circulo ,  y  D  la  declinacion 
de  este  punto.  Por  punto  inicial  de  los  Imgulos  horarios  contados 
sobre  el  instrumento  volver^mos  k  tomar  la  lectura  Iq  que  se  haga  al 
tiempo  de  hallarse  K^  P  j  11  situados  sobre  un  mismo  circulo  de 
declinacion.  Ademas  tömese  para  cualquiera  otra  lectura  siempre 
aquel  punto  de  la  graduacion  en  donde  esta  ultima  se  corta  por  el 
arco  prolongado  HJT,  cuyo  punto  difiere  siempre  en  una  cantidad 
constante  del  seiialado  por  los  nonios.  El  4ngulo  horario  contado 
sobre  el  ecuador  verdadero ,  pero  desde  el  mismo  punto  inicial,  sea  T. 

Imajin^dose  de  nuevo  tres  ejes  rectangulares  de  coordenadas, 
de  los  que  est6  uno  perpendicular  al  ecuador  verdadero ,  al  paso  que 
los  otros  dos  se  hallen  situados  en  el  piano  de  este  ultimo  y  de  tal 
modo,  que  el  de  las  y  est6  diiijido  al  punto  adoptado  como  cero,  en 
tal  caso  las  tres  coordenadas  del  punto  K  referidas  k  estos  ejes  seran : 

«  =  8enjD,        y  =  co8Dco8r,        a;  =  cos  D  sen  T. 

Ademas  las  coordenadas  de  K  referidas  a  tres  ejes  rectan- 
gulares, de  los  que  uno  est6  situado  perpendicularmente  al  circulo 
horario  del  instrumento,  mientras  que  de  los  dos  otros,  situados  en 
el  piano  de  este  circulo ,  el  de  las  x  coincida  con  el  mismo  eje  de 
sistema  anterior,  seran: 

iP  =  8eni',       y  =  coa«'cos(*—*o)>       a?  =  co8»'8en{t  — t©)» 

y  como  el  angulo  comprendido  entre  los  ejes  de  Isis  z  de  ambos 
sistemas  es  X ,  tenemos  segun  las  förmulas  para  la  trasformacion  de 
coordenadas  las  ecuaciones  siguientes : 
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sen  D  =  cos  X  sen  t  —  sen  X  cos  %  cos  {t  —  f  o) 
008  D  sen  T  =  cos »"  sen  (ß  —  i©) 
cos  D  cos  T  =  sen  X  sen  t"  +  cos  X  cos  t"  cos  {t  —  to)- 

Suponiendo  el  instrnmento  rectificado  aproximadamente ,  las 
cantidades  l,  t  j  D  son  mui  pequefias ,  y  enionces  se  sigue  de  estas 
ecuaciones : 

D^t-XCOB(f-to) 

El  auteojo  est4  afirmado  al  eje  que  lleva  al  circulo  de  decli- 
nacion,  y  supondr^mos  que  sn  linea  de  colimacion  vuelta  häcia  el 
objetivo  forma  el  angulo  90^  +  c  con  el  lade  del  eje  vuelto  h&cia  el 
circulo ,  en  donde  c  se  llama  de  nuevo  el  error  de  colimacion.  Si 
entonces  el  anteojo  est&  dirijido  k  un  punto  del  cielo,  cnya  decli- 
uacion  sea  ö  j  cujo  ängulo  horario  contado  desde  el  punto  adoptado 
como  cero  sea  r,  las  coordenadas  de  eate  punto  son 

z  =  send,       y  =  Q0B9  costi  ,       o;  =  cos  d  senri. 

La  graducion  del  circulo  va  creciendo  en  la  direccion  de  Sur  k 
Oeste,  Norte  y  Este,  de  0®  a  360®,  ö  de  0^  a  24^.  Por  consiguiente, 
cuando  el  lado- circulo  se  balle  al  Oeste  del  anteojo,  este  ultimo 
esta  dir^ido  4  un  punto  cuyo  4ngulo  borario  es  menor  que  el  del 
punto  K,  Si  jiramos,  pues,  el  eje  de  las  ^  4  aquel  punto,  en  donde 
se  confiinde  con  el  circulo  de  declinacion  del  punto  K  al  tiempo  de 
estar  dirijido  el  anteojo  al  objeto ,  las  coordenadas  serän  entonces : 
z  =  Bend,       y  =  cosdcos(T— Ti),       a;  =  co8Äsen(r— xi). 

AI  contrario ,  cuando  el  lado  -  circulo  est4  al  Este  del  anteojo, 
estas  coordenadas  ser^: 

ir  =  send,       y  =  co8dcos(T|  —  T),        a:  =  cosd8en(Tj  — T). 

Si  referimos  abora  el  punto  0,  al  cual  esta  dirijido  el  anteojo, 
k  un  sistema  de  ejes  de  los  que  el  de  las  y  sea  paraJelo  al  eje  de 
declinacion  del  instrumento,  esto  es  a  ^,  al  paso  que'el  de  las  x 
coincida  con  el  eje  correspondiente  del  sistema  anterior,  las  tres 
coordenadas  del  punto  0  serkn: 

£r  =  Ben5'cosc,        y  =  —  Benc,       a;  =  cosd'co8C, 
en  donde  d'  significa  la  declinacion  leida  en  el  circulo, 

Como  el  angulo  comprendido  entre  los  ejes  de  las  e  de  ambos 
sistemas  es  D ,  se  tiene  segun  las  formulas  para  la  trasformacion  de 
coordenadas: 

30* 
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—  senc  =  cos*  cos  (ri  —  T)  cos  D  +  send  sen  D , 

6: 

—  c  =  cosd  cos(ri  —  T)  +  D.  send, 

7  poniendo  en  lugar  de  D  y  T  los  yalores  hallados  arriba ,  resulta : 

r 

—  c=  [t  —  X C0B(t  —  to)]  send  +  cosd cosfri  —  (*--  to)]- 

De  esto  ae  sigue,  que 

cos  [ti  —{t  —  to)] 

es  una  cantidad  pequena.    Escribiendo ,  pues , 

sen[90ö-r, +(e~#o)] 

en  lugar  de 

cos  [r,  -(t-  to)] , 

se  puede  reemplazar  el  seno  por  el  arco ,  y  se  obtiene  el  verdadero 
ängrilo  horario: 

ri  =  90®+(f--fo)-'tco8(«-«o)tga-ft'tgd  +  CBecd,  circulo  E. 
T|  =  («  —  to)  -  90°  +  X  cos(<  —  *o)  tgd  —  i  tgd  —  c secd,  cfrcnlo  0. 

Agregando  h  a  ambos  lados  de  esta  ecuacion,  los  &ngalos  se 
cuentan  desde  el  meridiano ,  y  t^  +  Ä  es  entonces  el  verdadero 
Sngiilo  borario  t,  contado  desde  el  meridiano.  Los  angulos  horarios 
dados  por  el  instrumento  en  sus  dos  posiciones  son  de  consiguiente : 

Ä  +  <-<o  +  900 

y 

Introduciendo ,  pnes ,  la  lectnra  de  los  nonios ,  de  modo  que  t', 
signifique  la  lectura  y  z/f  el  error  del  nonio,  y  en  donde  se  tiene 
que  restar  180®  de  la  lectura  del  nonio,  cuando  6sta  no  d6  el  ängulo 
horario  mismo,  sino  180®+  el  ängulo  horario,  serä: 

T  =  *'+  //^  —  1  sen p'+  dt  —  h]  tangd  +. c  secd  +  i'tangd, 

6  tambien: 

T  =  <'+  ^i  —  X  sen(T  —  h)  tang  S  +  c  secd  ±_  t"  tangd; 

en  donde  se  hace  uso  del  signo  superior  cuando  el  circulo  esik  al 
Oeste ,  y  del  inferior  en  la  posicion  opuesta. 

Estas  ecuaciones ,  como  tambien  las  correspondientes  k  la  decli- 
nacioh  pueden  obtenerse  tambien,  considerando  el  tri4ngulo  esferico 
determinado  por  el  polo  P,  el  polo  del  instrumento  11  y  el  punto  O 
al  cual  est&  dirijida  la  linea  yisual  del  anteojo ,  y  el  triangulo  deter- 
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minado  por  11,  0  j  e\  punto  K  de  la  esfei-a  en  que  6sta  se  corta  por 

la  prolongacion  del  eje  de  declinacion. 

Los  lados  OP,  011  y  PII  del  primer o  de  estos  triangulos  son 

respectivamente  la  distancia   polar  verdadera  90®  — d   del   punto 

situado  en  la  Hnea  visual  del  anteojo,  la  distancia  del  mismo  al 

polo  del  instrumento  90®  —  ^'  7  ^»  sJ  paso  que  los  4ngulos  opuestos 

ä  lod  dos  primeros  lados  son  180®  —  (r'—  Ä)  y  r  —  Ä,  siendo  t  —  Ä 

el  ängulo  horario  referido  al  meridiano  del  instrumento  y  r^  —  Ä  el 

angulo  contado  desde  el  mismo  punto  inicial  pero  referido  al  polo 

del  instrumento.  Por  consiguiente  tenemos  las  ecuaciones  rigorosas : 

cos  d  cos  (r  --  h)  =  sen  9'  sen  X  +  cos  d'  cos  X  cos  (r'  —  h) 
cos  d  sen  (r  —  ä)  =  cos  d'  sen  {t  —  h) 

send         =send'cosX  — coßd'senIco8(T'—Ä), 

de  donde  se  deduce  bajo  el  supuesto  de  que  k  sea  una  cantidad 

pequeüa : 

t  =zt  —  X  tang  d'sen  (r'—  h) 
d=d'— Xcos(t'  —  h);    . 

pero  z'  y  Ö'  son  las  cantidades  leidas  en  el  instrumento  solo  bajo  la 
condicion  de  que  i',  c  y  los  errores  de  indice  de  los  nonios  sean  iguales 
a  cero.  En  primer  lugar  es  evidente,  que  el  &ngulo,  90® —  6"—  z/d 
leido  en  el  circulo  de  declinacion  (en  donde  se  significa  por  Jdel  error 
de  indice  del  nonio)  es  igual  al  angulo  en  K  en  el  tri&ngulo  UKO. 
El  angulo  S 110  es  t —  Ä,  siendo  S  un  punto  de  la  prolongacion  de 
Pil;  el  angulo  que  se  lee  en  el  instrumento  es  el  angulo  que  recorre 
IIK  desde  la  posicion  que  tenga  al  coincidir  11 F  con  IIS  basta  la 
actual.  Si  las  condiciones  de  arriba  se  cumpliesen,  este  ^gulo  seria 
igual  a  t'—  Ä,  y  el  angulo  SIlK  igual  a  90®  +  r'—  Ä  con  el  circulo 
al  0.,  6  igual  ä  x—h  —  90®  para  la  posicion  opuesta  del  circulo. 
Designando  este  ultimo  angulo  para  el  caso  jeneral  con  90  ®  +  x" 
—  h  +  Jt,  y  r'-'h'{'  Jt  —  ^^,  el  ängulo  OIIK  serä  entonces 
igual  a  90®  +  t"+  4i^if  —  t',  cuando  el  circulo  est6  al  Oeste,  y  t'  — 
(t"+<J<  —  90®),  cuando  el  circulo  est6  al  Este  del  anteojo,  ö  igual 
ä  90®"+ (t'— t"-— -J^).  Como  el  lado  opuesto  del  tri&ngulo  es 
90®  +  c,  ademas  el  lado  110  opuesto  al  ängulo  90®  —  d"— -^d  igual 
ä90®— d',  y  niC  =  90®  — i',  setiene: 

cosd'  cos  (t'—  t"—  ^t)  =  cos  C  COB(d"+  ^d)  , 
+.  cos  y  sen  {%'  —x"—J  t)  =  —  sen  c  cos  i'  ■—  cos  c  sen  /'  sen  (d"  +  z/  d) , 
sen  d*  =  —  sen  c  sen  %  +  cos  c  cos  i'  sen  (d"  +  -^  d) , 
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de  doude  se  sigue: 

y  del  mismo  modo  que  en  el  n°-  13  de  este  capitulo: 

8'=  d"+  J8  -  ßen4(i'  +  c)«  tang[450+  J  (a"+  J8)] 

+  Ben  4  {%'  -  cf  cotg  [45«  +  4  (*"  +J8)], 
6  tambien: 

dV.  Ä"+  z/^  -  4  (t'«  +  c*)  tangcr  +  ^a)  -  tcaec{8"-h  J8), 
6  introduciendo  estas  espresiones  en  las  ecuaciones  de  arriba,  se  halla: 

T  =  t"+  z/i  —  1  tangd  Ben(T'—  h)fc  sec8  +  t"  tang^ 
8=8"  +  J8-X  C08(t'-  ä)  -  4  (*'«  +  c*)  tanga  -  t'c  seca^ 

en  donde  se  ha  de  tomar  el  signo  superior  ö  inferior  segun  que  el 
circulo  se  halle  al  Oeste  6  Este.  La  ultima  ecuacion  corresponde  al 
caso  de  que  la  graduacion  vaya  creciendo  en  el  mismo  sentido  que 
la  declinacion ;  en  el  caso  contixirio  se  tiene : 

8  =  360^  -  d"i  -d8-X  cob(t  -  /^  -  4  (*'*  +  c«)  tang«  -  tcB&rS. 

16»  -  Haremos  ver  ahora  el  modo  de  determinar  los  errores  del 
instrumento  por  medio  de  observaciones.  Desde  luego  se  sigue  de 
las  dos  ültimas  ecuaciones  relativas  k  8 : 

^d  =  180ö-(r,+r), 

de  donde  se  infiere,  que  el  error  de  indice  del  circulo  de  declinacion 
puede  hallarse ,  dirijiendo  el  anteojo  en  ambas  posiciones  a  un  mismo 
punto  fijo,  para  el  cual  puede  servir  una  estrella  situada  en  la 
pröximidad  del  meridiano  6  mejor  la  estrella  polar,  puesto  que  se 
puede  admitir  que  la  declinacion  aparente  de  esta  varia  insensible- 
mente  en  el  int6rvalo  entre  las  observaciones. 

Los  errores  t  j  c  pueden  determinarse  por  la  observacion  de 
dos  estrellas ,  de  las  que  est6  situada  una  cerca  del  polo ,  la  otra  en 
la  pröximidad  del  ecuador,  observandose  cada  una  en  ambas  posi- 
ciones del  instrumento.  En  tal  caso  se  obtiene  para  cada  estrella 
las  dos  ecuaciones : 

r  =  t  +  Jt  —  X  sen  {t  —  h)  tang 8  +  »'  tangÄ  -f-  c  sec 8,  Circulo  E. 
r,  =  t'i  +  dt  —  X  8en(Ti  —  Ä)  tanga  —  t'tangd  —  c sec a,  Cfrculo  0. 

Desiguando  con  6  y  6^  los  tiempos  sid^reos  de  las  dos  obser- 
vaciones ,  y  suponiendo  que,  el  int6rvalo  entre  las  dos  observaciones, 
esto  es,  T^  —  T  sea  una  cantidad  pequefla,  se  sigue: 
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Cava  ecoacion  combinada  con  la  an41oga  que  proporcionan  las  obser- 
vaciones  de  la  segunda  estrella ,  conducira  a  la  determinacion  de  las 
cantidades  i  j  c, 

Conocidos  los  errores  t  y  c^  como  tambien  el  error  de  indice 
^öy  se  obtendrlm  los  errores  k  j  h,  como  asimismo  el  error  de 
indice  Jt  por  medio  de  la  observacion  de  dos  esixellas  conocidas. 
En  efecto ,  suponiendo  las  lecturas  ja  correjidas  de  los  errores  i\  c 
j  del  error  de  indice ,  se  tiene : 

t  =  v-hJt  —  X  sen  (t  —  h)  tang  S 

j  para  la  segunda  estrella: 

»1  =  x\'\-dt  —  X  8en(ri  —  h)  tangd, 
S^ =d\  —  X  cos  (ti  —  h). 

De  estas  ecnaciones  se  deduce  fäcilmente: 

28en— r— ^ 

L      2  J  _  T  — Ti 

2  COB  — — — * 

2 

de  donde  se  siguen  finalmente  las  yalores  de  A  y  ^. 

En  segnida  se  halla  el  error  de  indice  Jt  por  medio  de  nna  de 
las  ecuaciones  relativas  kr  6  x^. 

Como  todas  las  cantidades  t\  x\  ,  6'  y  ö\  leidas  en  los  circulos 

del  instramento  estan  afectadas  de  refraccion,  es  necesario  emplear 

para  t,  t^,  6  y  8i  los  angulos  horarios  y  declinaciones  aparentes 

afectados  de  refraccion.   Mas  si  las  observaciones  no  se  han  hecho 

mui  cerca  del  horizonte,  se  puede  adoptar  para  la  refraccion  la 

espresion  sencilla: 

dh=^acoigh 

y  de  este  modo  se  obtienen  las  variaciones  correspondientes  del 
angulo  horario  y  declinacion  por  las  formulas : 

dt  =  —  acoiek.  — -^ 
dS^-^acotgh.cosp, 
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en  donde  p  significa  el  angulo  paraläctico ,  que  se  halla  (n^-  8 ,  cap.  I) 
por  medio  de  las  förmulas : 

cob  9  cos  t  =  n  senN 
sen  9  =  n  cos  N 

cosqfsent 


tsLngp  — 


n  CO»  {N-hdy 

ö: 

cos  ?^  sen  |)  =  cos  9  sen  t 

cosÄ  cos  2?  =  ncos(2V-f  ^). 

La  altura  se  obtiene  entonces  por  la  förmula: 

sen  h  =  n  8en{.N'  +  S). 

Poniendo  estos  valores  en  las  espresiones  para  dt  y  dö^  se  ob- 
tiene tambien: 

,  «  cos  qp  sen  t 

d8  =  '^acoig{N-{-d). 

Como  senp  j  sent  tienen  siempre  el  mismo  signo,  la  refraccion 
disminuye  de  consiguiente  el  4ngulo  horario  en  el  primer  y  segundo 
cuadrante ,  y  lo  aumenta  en  el  tercer  y  cuarto  cuadrante. 

Si  Ä  <  9 ,  sen  d  cos  <p  es  siempre  menor  que  cos  ö  sen  9 ,  luego 
sera  entonces  cos^  siempre  positivo.  Por  consiguente,  en  tal  caso  la 
declinacion  se  anmenta  siempre  por  la  refraccion.  AI  contrario  si 
d  >  <jp,  cosj)  es  siempre  positivo  en  el  segundo  y  tercer  cuadrante, 
y  por  tanto  la  declinacion  en  esta  posicion  sera  siempre  aumentada 
por  efecto  de  la  refraccion.  Pero  tambien  en  el  primer  y  cuarto 
cuadrante  la  declinacion  sera  disminiiida,  y  en  particular  tiene  esto 
lugar  para  todos  los  &ngulos  horarios  que  sean  menores  que  el  de  la 
elongacion  maxima ,  ö  para  los  que  se  verifique 

, ,_  tanffip 

cos«  >  r—^-~' 

^    lang  0 

Determinados  los  errores  Ä  y  A,  por  observaciones ,  se  los  puede 
correjir  sencillamente ,  variando  la  posicion  del  eje  de  rotacion  del 
instrumento  en  la  direccion  horizontal  y  vertical.  En  efecto,  si  y  es  el 
arco  de  circulo  maximo  trazado  desde  el  polo  del  instrumento  perpen- 
dicularmente  al  meridiano ,  y  o;  la  distancia  del  polo  del  mundo  al 
punto  de  interseccion  de  este  arco  con  el  meridiano ,  se  tiene : 

tang:r  =  tang  X  cos/» 
8en^  =  senXseu/i. 
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No  se  necesita,  de  consiguiente ,  sino  mover  mediante  los  tor- 
nillos  de  correccion  uno  de  los  estremos  del  eje  de  rotacion  ho- 
rizontahnente  la  cantidad  y^  j  verticalmeute  la  cantidad  x.  AI 
establecer  las  formulas  de  arriba  para  la  determinacion  de  A  y  ^  se 
ha  supuesto  que  el  instrumento  ya  esta  rectificado  aproximadamente, 
de  manera  que  k  sea  una  cantidad  pequena.  Pero  esto  se  consigue 
facilmente ,  ajustando  el  instrumento  k  la  declinacion  de  una  estrella 
al  tiempo  de  su  culminacion  (para  lo  cual  se  exije ,  pues ,  el  cono- 
cimiento  de  Jd),  y  Uevando  entonces  la  estrella  k  la  mediania  del 
campo  de  vision  por  medio  de  los  tomillos  de  pi6  que  hacen  jirar 
el  instrumento  en  el  piano  del  meridiano  (6 ,  caso  que  el  instrumento 
est6  montado  sobre  una  piedra,  por  medio  de  los  tomillos  verticales 
de  correccion  de  la  plancha  sobre  la  que  descansa  el  eje  horario). 

La  misma  operacion  debe  practicarse  en  seguida  con  una 
estrella  cuyo  angulo  horario  sea  pröximamente  6  horas,  moviendo 
ahora  el  instrumento  perpendicularmente  al  meridiano  por  los  tor- 
nillos  de  pi6  ö  por  los  horizontales  tomillos  de  correccion  de  la 
plancha  hasta  tanto  que  la  estrella  ocupe  la  mediania  del  campo  de 
vision. 

En  lo  que  precede  no  se  ha  llevado  en  consideracion  el  efecto 
de  la  pesantez  sobre  las  diferentes  piezas  del  instrumento,  la  que 
produce  una  flexion  tanto  del  anteojo  como  de  los  dos  ejes.  No  hai 
necesidad  de  atender  a  la  flexion  del  eje  horario,  si  el  centro  de 
gravedad  de  todas  las  piezas  del  instrumento,  que  jiran  sobre  este  eje, 
se  halla  situado  en  este  ultimo ,  como  esto  tendrä  lugar  siempre ,  al 
menos  aproximadamente,  con  tal  que  el  instrumento  haya  de  estar 
en  equilibrio  en  todas  las  posiciones.  En  virtud  de  semejante  flexion 
el  polo  del  instrumento  ocupara  en  el  cielo  una  posicion  distinta  de 
la  que  tendria  si  no  hubiese  flexion ,  pero  esta  posicion  quedara  in- 
variablemente  la  misma  en  cualquiera  posicion  del  instrumento.  La 
flexion  del  anteojo ,  cuya  espresion  puede  tomarse  simplemente  igual 
a  ysenjBf,  |)uede  determinarse  por  los  m6todos  dados  en  el  n°-  8,  y 
como  ^sta  afecta  solamente  a  la  distancia  zenital  en  el  mismo  sentido 
que  la  refiraccion ,  esta  correccion  puede  asimilarse  a  la  debida  a  la 
refraccion,  empleando  simplemente  atang;8f  +  ysen;2f  en  vez  de  la 
förmula  atang;er  dada  arriba  para  la  refraccion.  Eesta,  pues,  tomar 
en  cuenta  solo  la  flexion  del  eje  de  declinacion.  Esta  ocasiona,  que 
el  angulo  i'  se  vuelve  variable  con  la  distancia  zenital  del  punto  K, 
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Luego ,  si  en  virtud  de  la  pesantez ,  la  distancia  zenital  del  ponto  K 
varla  en  la  cantidad  jSseuj?,  la  declinacion  D  de  ^T  variara  en 

ß^enz  cosj?,  y  el  ängulo  horario  T  de  JT  en  —  ß tT^^    ^  como 

en  este  caso  D  es  nula  proximamente ,  la  yariacion  de  la  declinacion 
sera  ßsentp^  j  la  del  ängulo  horario  jScos^)  senT.   Pero  como: 

T=90°-rT'  para  el  circulo  0. 

y 

=  r   —  90®  para  el  circulo  E. 
se  tendra  qne  tomar  en  lugar  de  este  angulo  horario : 

900+  y"  _  p  cos  qp  cos  r" 
6: 

z"-  90°+  ß  cos  9  cosT ', 

y  por  eso  se  debe  tomar  en  las  förmulas  dadas  arriba  x''^ß  cos  9  cos  x" 
en  vez  de  x\  y  del  mismo  modo  i'+|5  seng)  en  vez  de  i',  ateudido  que 
ahora  «s  IIK  =  90®  —  i'—  /3  sen 9 ,  de  manera  que  resulta : 

r = r"+/i  i— i  tg  d  sen  (r— Ä)  ^  c  sec  d  hP  »"  tg  Ä  ■+ /J  tg  ^  [sen  qH-coB  9  cotg  d cos  t] . 

Por  consiguiente  %  no  es  constante  en  este  caso,  sino  ignal  a 

%  +  (3  [sen 9  +  cos 9  cotg d  cost]. 

La  observacion  de  una  estrella  en  ambas  posiciones  del  instni- 
mento  proporciona  entonces  una  ecuacion  de  la  forma: 

c  secd  -f  t'tang^  +  /Jtang^  [sen9  +  C0S9  cotgd  cost]  = 5—^ ^, 

y  por  consiguiente  los  tres  errores  c,  %  Y  ß  pueden  determinorse, 
obseryando  en  ambas  posiciones  del  instrumento  al  menos  tres 
estrellas  situadas  en  distintos  puntos  del  cielo. 

17*  Si  la  ecuatorial  esta  construida  söUdamente ,  de  modo  qne 
pueda  admitirse  que  los  errores  permanecen  constantes  al  menos 
durante  int^ryalos  cortos  de  tiempo ,  y  si  los  circulos  estan  proyistos 
de  una  graduacion  fina  y  de  microscopios  micrömetricoe ,  este  in- 
strumento puede  seryir  yentajosamente  para  determinar  difereneias 
en  ascension  recta  y  declinacion ,  y  por  tanto  para  fijar  las  posiciones 
de  los  plane tas  y  cometas.  Para  este  fin  es  necesario  proyeer  el 
anteojo  de  dos  hilos  pröximos  y  paralelos  al  moyimiento  de  las 
estrellas ,  y  de  otro  hilo  perpendicular  a  estos  dos.  Se  lleya  entonces 
el  objeto  que  ha  de  obseryarse,  entre  los  dos  hilos  paralelos  por 
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medio  del  moviiuiento  del  anteojo  en  tomo  del  eje  de  declinacion  y 
se  observa  el  tiempo  del  paso  por  el  hilo  perpendicular,  6  en  caso 
que  haja  varios  hilos ,  los  tiempos  de  los  pasos  por  todos  los  hilos, 
reduciendo  los  tiempos  al  hilo  medio  conforme  con  las  reglas  dadas 
en  el  n^-  20 ,  j  haciendo  por  ultimo  la  lectura  de  los  dos  circulos 
del  instrumento.  La  misma  observacion  se  practica  tambien  con  re- 
specto  a  una  estrella  conocida.  Corrijiendo  despnes  las  lecturas 
de  los  circulos  por  razon  de  los  errores  instrumentales ,  y  aplicando 
a  estas  la  refraccion  en  declinacion  y  angulo  horario,  se  obtienen 
las  diferencias  en  ascension  recta  y  declinacion  de  la  estrella  y  del 
objeto  desconocido ,  y  agregando  estas  a  la  posicion  aparenie  de  la 
estrella,  se  halla  la  posicion  aparente  del  objeto  desconocido.  Este 
m^todo  tiene  la  ventaja  de  que  el  observador  puede  siempre  elejir 
estrellas  de  comparacion  situadas  convenientemente  y  cuyas  posi- 
ciones  sean  bien  conocidas.  «A  yeces  sucedera  que  entre  las  mismas 
estrellas  fundamentales  (Standard  stars)  habra  una  6  mas  que  puedan 
servir  de  estrellas  de  comparacion,  de  modo  que  en  tal  caso  se  evita 
aün  el  calculo  de  la  posicion  aparente  de  la  estrella  de  comparacion, 
tom&ndola  inmediatamente  de  la  efem^ride.  Sin  embargo ,  no  con- 
yiene  que  las  estrellas  de  comparacion  est^n  mui  distantes  del  objeto, 
a  fin  de  que  la  inseguridad  en  la  determinacion  de  los  errores  in- 
strumentales no  tenga  un  influjo  grande  sobre  el  resultado.  Pero 
si  la  estrella  esta  suficientemente  pröxima  al  objeto,  semejantes 
errores  tendrän  un  influjo  mui  pequeüo ,  puesto  que  aqui  se  trata 
solamente  de  la  diferencia  de  este  influjo  en  las  dos  obseryaciones. 

Pero  ordinariamente  la  ecuatorial  no  tiene  una  construccion  bas- 
tante  perfecta  para  poder  determinsur  directamente  con  61  las  diferen- 
cias en  ascension  recta  y  declinacion;  mas  bien  las  obseryaciones  pro- 
piamente  tales  se  hacen  con  el  aparato  micrömetrico  del  anteojo ,  y 
la  construccion  paralactica  sirye  meramente  para  facilitar  las  obser- 
yaciones microm^tricas.  Estos  micrömetros,  cuya  teorla  dar^mos 
mas  tarde ,  se  usan  tambien  para  determinar  la  distancia  entre  dos 
objetos  y  el  angulo  de  posicion,  esto  es,  el  angulo  que  forma  la  Unea 
tirada  por  los  dos  objetos  con  el  circulo  de  declinacion  que  pasa  por 
uno  de  estos  ö  por  la  mediania  de  esta  linea.  Este  angulo  se  lee  en 
un  circulo  especial,  Uamado  circulo  de  posicion,  cuyo  centro  esta 
situado  en  la  Unea  de  colimacion.  Estando  la  ecuatorial  rectificada 
exactamente,  en  tal  caso  el  mismo  punto  del  circulo  de  posicion  corre« 
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spondera,  en  cada  posicion  del  instriimento ,  a  la  direccion  del  cir- 
culo  de  declinacion  del  punto  ä  que  est6  dirijido  el  anteojo.  Pero 
cuando  la  colocacion  del  instruiuento  est6  defectuosa  este  punto  varia, 
y  las  lecturas  del  circulo  de  posicion  deben  correjirse  del  angulo  com- 
prendido  entre  el  circulo  de  declinacion  j  el  circulo  maximo  que 
pasa  por  el  objeto  y  el  polo  del  instrumento.  Llamando  ä  este 
angulo  n ,  el  triangulo  determinado  por  el  objeto ,  el  polo  y  el  del 
instrumento  proporciona  la  relacion: 

coB  d  sen  n  —  sen  l  seu  {x  —h), 

de  donde  se  sigue: 

n-=l  sen  (r'  ~  h)  sec^. 

Si  denotamos ,  pues ,  por  P'  el  angulo  de  posicion  leido  en  el 
circulo ,  contado  del  modo  ordinario ,  esto  es ,  de  Norte  hacia  el  Este, 

de  0^  a  3ö0®,  obtendr6mos  el  verdadero  angulo  de  posicion  P  por 

» 

la  ecuacion:  * 

P  =  P-h^P  +  i8en(T'-A)8ec*. 

siendo  dF  q\  error  de  indice  del  circulo  de  posicion. 

y^ase  Bobre  la  ecuatorial:  Hansen,  die  Theorie  des  AequatoreaLs, 
Leipzig  1855,  y  Bessel,  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen 
Aequatoreals  im  ersten  Bande  seiner  astronomischen  Untersuchungen. 


IV.  —  EL  ANTEOJO  Y  CfRCULO  MERIDLANO. 

18*  M  anteojp  meridiano  es  un  instrumento  azimutal  montado 
en  el  piano  del  meridiano.  El  eje  horizontal  del  instrumento  esta 
dirijido,  por  consiguiente ,  de  Este  a  Geste,  de  modo  que  el  anteojo 
afirmado  perpendicularmente  a  61  pueda  jirar  en  el  piano  del  meridiano. 

Si  este  eje  descansa  sobre  dos  soportes  asegurados  al  circulo 
azimutal,  se  tiene  con  esto  el  arreglo  de  los  anteojos  meridianos 
portatiles.  Pero  en  los  instrumentos  de  mayores  dimensiones  que  se 
instalan  de  un  modo  permanente  este  circulo  falta,  y  los  cojinetes 
en  que  descansan  los  pezones  del  eje  est4n  asegurados  a  dos  pilares 
aislados  de  piedra.  Uno  de  estos  cojinetes  se  apoya  sobre  unos 
tornillos  que  permiten  levantarlo  ö  rebejarlo,  ä  fin  de  rectificar  la 
posicion  horizontal  del  eje  de  rotacion,  mientras  que  al  segundo 
cojinete  se  puede  dar  un  moyimiento  paralelo  al  piano  del  meridiano 
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por  medio  <)e  unos  tomillos,  de  manera  que  por  estos  dos  movi- 
mientos  se  puede  llevar  el  instrumento  al  meridiano  tan  exactamente 
como  sea  posible. 

Uno  de  los  estremos  del  eje  Ueva  un  circulo ,  que  sirve  mera- 
mente  para  dar  al  instnimento  la  direccion  conveniente ,  si  6ste  esta 
destinado  tan  solo  a  la  observacion  de  los  pasos  meridianos  (anteojo 
meridiano  ö  instnimento  de  pasos).  Si  este  circulo  est&  provisto  de 
"ima  graduacion  tan  fina  que  con  ^1  pueden  observarse  tambien  las 
alturas  meridianas,  se  Uama  a  este  instnimento  circulo  meridiano. 
Los  instrumentos  modernes  de  esta  clase  llevan  un  circulo  en  cada 
uno  de  los  estremos  del  eje  para  conseguir  asi  una  construccion  si- 
mStrica.  A  yeces  estos  dos  circulos  est4n  graduados  con  finura;  pero 
comunemente  solo  uno  de  6stos  tiene  una  graduacion  fina,  mientras 
que  el  otro  graduado  menos  prolijamente  sirve  tan  solo  para  dar  al 
anteojo  la  direccion  que  se  desee.  Haremos  abstraccion  por  ahora 
del  circulo  de  altura,  y  considerar^mos  en  primer  lugar  el  instni- 
mento como  anteojo  -  meridiano. 

Supongamos  que  la  prolongacion  del  eje  de  rotacion  hacia  el 
lado  -  circulo ,  que  sea  el  lado  occidental,  corte  k  la  esfera  Celeste 
aparente  en  un  punto,  determinado  por  la  altura  &  y  el  azimut 
ÖO®  —  Ä,  cont4ndose  este  ultimo,  como  de  costumbre,  de  Sur  bacia 
el  Oeste  de  0®  a  360*^.  Refiriendo  entonces  este  punto  a  un  sistema 
de  ejes  rectangulares ,  de  los  que  el  de  las  z  est6  perpendicular  al 
Horizonte ,  mientras  que  los  ejes  de  las  o:  6  j^  se  ballen  situados  en  el 
piano  de  este  ultimo ,  de  modo  que  los  lados  positivos  de  ellos  est^n 
dirijidos  respectivamente  k  los  puntos  S.  y  0.  del  horizonte,  las 
coordenadas  dm  dicho  punto  ser4n : 

y  =:  cosb  cosk 
a;=:co8&BenX:. 

Si  denotamos  ademas  la  declinacion  de  este  punto  por  n ,  su 
&ngulo  borario  por  90*^  —  w,  Ieis  coordenadas  del  mism(j  referidas  a 
un  sistema  de  ejes ,  cuyo  eje  de  las  z  est6  perpendicular  al  piano  del 
ecuador,  y  cuyo  eje  de  las  y  se  confunda  con  el  mismo  eje  del 
sistema  anterior ,  seran : 

z  =  senn 

y  =  cosncoBm 

a?  =  C08W8entw. 
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) 

Como  el  angulo  comprendido  entre  los  ejes  de  las  e  ie  ambos 

sistemas  es  90"  —  qo,  se  siguen  luego  las  ecuaciones: 

sen  n  =  sen  h  sen  9  —  cob  h  senX;  CO89 
.  cos  n  sen  m  =  Ben  &  cos  9  +  cos  &  sen  Ä;  Ben  9 
oosn  cos  m  =  cos  h  cosA;. 

Estas  ecnaciones  pneden  obtenerse  tambien  por  la  consideracion 
del  triangulo  determinado  por  el  polo ,  el  zenit  y  el  punto  Q  k  qua 
esta  dirijido  el  lado.  oriental  del  eje.  Pues  en  este  triangulo  tenemos 
ZP=900  — g),  Z$  =  900  +  &,  P^  =  900  +  n  y  PZ^^ÖO^  — Ä:, 
ZP§  =  900  +  w. 

Si  el  instnunento  est&  recüficado  aproximadamenie,  de  modo 

que  hjh^  como  asimismo  m  j  n  sean  cantidades  peqnenas,  se  paede 

reemplazar  los  senos  de  ^stas  por  los  arcos,  6  ignalar  los  cosenos  k 

la  unidad,  y  asi  se  obtienen  las  förmnlas  aproximadas: 

n  =  &  senqp  —  k  cosy 
m  =  &  cos  9>  4- X;8en9, 

6  las  förmulas  reciprocas: 

&  =  n  senqo  +  w  COB9 
^  =  —  n  cos<p  +  m  sen  9. 

Suponemos  ahora  que  la  linea  de  colimacion  del  anteojo  forma 
el  &ngulo  00^ +  c  con  el  lado  del  eje  de  rotacion  vueltx)  h^ia  el 
circulo ,  y  que  el  anteojo  esta  dirijido  k  un  objeto  cuya  decliuacion 
sea  6y  y  cuyo  ängulo  borario  oriental  sea  r  para  culminaciones  supe- 
riores ,  de  manera  que  t  sea  el  int6rvalo  entre  el  tiempo  de  la  obser- 
yacion  y  el  de  la  cxdminacion  de  la  estrella.  Befiriendo  la  estrella  al 
piano  del  ecuador  y  suponiendo  el  eje  de  las  x  situado  en  el  meri- 
diano ,  las  coordenadas  de  ella  serÄn :  * 

z  =  ßend,      y  =  — cosjsenr,      a;  =  coBdco8r, 

6  si  suponemos  el  eje  de  las  x  situado  en  el  piano  del  ecuador  y 
perpendicular  al  eje  rotatorio  del  instnunento : 

z  =  sen  Ä,      y  =  —  cos<f  sen  (r  —  wi),      x  =  cosd  co8(t  —  m). 

La  cantidad  r  —  m  representa  entonces  el  tiempo  que  necesita 
la  estrella  para  llegar  del  punto  en  que  ba  sido  observada  al  me- 
ridiano  del  instrumento,  esto  es,  al  piano  que  esta  perpendicular  al 
eje  de  rotacion. 

Imajin&ndose  abora  un  segundo  sistema  de  coordenadas  de  tal 
modo ,  que  el  eje  de  las  x  coincida  con  el  mismo  del  primer  sistema. 
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7  que  el  de  las  y  ja  no  se  halle  en  el  piano  del  ecuador,  sino  para- 
lelo  al  eje  de  rotacion  del  inätramento ,  se  tendrä: 

y  =  — aenc, 

7  como  los  ejes  de  las  z  de  ambos  sistemas  forman  entre  si  el 

ängulo  n,   se  tiene  segun  las  förmulas  para  la  trasformaciou  de 

coordenadas: 

senc  =  —  ßenn  send  +  cosn  cosd  8en(r  —  m). 

Es  cierto ,  que  para  las  culminaciones  inferiores  t  —  n»  se  halla 

al  mismo  lado  del  meridiano  del  instrumento ,   pero  como  en  tal 

easo  la  estrella  Uega  al  pnnto  en  qne  se  la  obserya  despues  de  haber 

pasado  por  el  meridiano  del  instrumento,  t — m  debe  tomarse  con 

el  signo  negativo.    Por  consigniente ,  las  coordenadas  del  punto  & 

que  estö  dirijido  el  anteojo  ser&n  en  tal  caso: 

z^^end,     y  =  +  co8d8en(T  — w), 
luego : 

senc  =  —  senn  sen  8  —  cosn  cob  8  sen  (r  —  w). 

Para  las  culminaciones  inferiores  se  tiene ,  pues ,  que  cambiar 
s61o  el  signo  del  segundo  t^rmino  de  la  förmula  relativa  k  senc,  7 
por  tanto  puede  adoptarse  como  förmula  jeneral  la  siguiente : 

senc  =  —  senn  sen  6  +  cosn  cos  S  sen  (t  —  m) 
con  la  condicion  de  que  para  las  culminaciones  inferiores  se  ha  de 
poner  IBO^  —  d  en  lugar  de  6,  Estas  förmulas  pueden  tambiefl  deri- 
yarse  f4cilmente  del  triangulo  determinado  por  P,  Q  7  la  estrella  0, 
CU70S  lados  son  P0  =  00<>  — d,  PC  =  ÖO^  +  w,  OP  =  90^  — c,  7 
en  el  cual  el  angulo  OPQ  es  =90®  + w  —  x  para  la  culminacion 
superior,  7  90°  —  1»  +  t  para  la  inferior. 

De  la  ecuacion  de  arriba  se  deduce: 

cos  w  sen(r  —  f»)  =  senn  tang^  +  senc  sec^, 

7  agregando  k  6sta  la  ecuacion  id6ntica : 

cos n  sen m  =  cosn  sen  m , 
se  obtiene: 

2co8n  sen^r  cos  [^r — m]  =  cosn  senm  +  senn  tang^  +  senc  sec^.     (a) 

Süponiendo  ahora  que  el  instrumento  esta  rectificado  aproxi- 
madamente,  de  modo  que  n^mjx  sean  cantidades  pequefias,  yendrä 
la  förmula  aproximada : 
T  =  w-f  ntang^  — csec^*. 

*  La  misma  förmula  se  signe  tambien  inmediatamente  de  la 
ecuacion  para  cos  n  sen  (r  — in). 
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Esta  es  1a  förmula  propuesta  por  Bessel  para  reducir  las  obser- 
yaciones  hechas  con  im  anteojo  meridiano. 

Si  T  es  conocida,  y  T  el  tiempo  del  reloj  en  el  instante  de  la 
observacion  de  la  estrella,  el  tiempo  del  reloj  en  el  instante  de  la 
culminacion  de  la  estrella  sera  T+r.  Luego,  si  Jt  significa  el 
estado  del  reloj  con  respecto  al  tiempo  sid^reo,  T  -{-x  -{-  Jt  sera  el 
tiempo  sid6reo  de  la  culminacion  de  la  estrella,  6  igual  a  la  ascension 
recta  de  esta  ultima.    Llamando  a  esta  or,  se  tendra: 

a  =  T-f  z/^  +  m-f  ntangd  +  csec*. 

Por  consiguiente ,  si  ^t  es  una  cantidad  conocida,  se  puede 
determinar  la  ascension  recta  a  de  la  estrella,  y  reciprocamente  se 
halla  el  estado  del  reloj  por  la  observacion  de  la  estrella  con  el 
anteojo  meridiano,  cuando  se  conozca  su  ascension  recta. 

Se  puede  espresar  ademas  r  en  funclon  de  h  j  k^  poniendo  con 
este  fin  las  relaciones  halladas  arriba 

cosn  senm  =  sen^  cosip  +  cos^  sencp  senk 
8enn  =  8en&Ben9)  -  cob&  cos^senA: 

en  la  ecuacion  (a).    Se  obtiene  eutonces : 

008  (<p  —  6) 


28en  Jt  co8n  co8[4t  —m]  =  senfc 


COhÄ 


+  coB6  8enÄ; ^-^-r — ^-fcseco, 

008  d 

de  donde  se  sigue  la  förmula  de  aproximacion 

,  coB(qp  —  d)     ,  8en(©  —  Ä)  .  ^ 

008  d  008^ 

Esta  förmula  se  llama  la  förmula  de  Mayer,  por  cuanto  este 
aströnomo  se  servia  de  ella  para  las  reducciones  de  sus  observaciones 
meridianas.  Esta  förmula  es  la  misma  que  hemos  deducido  arriba 
de  las  förmulas  relativas  al  instrumente  azimutal  (paj.  465). 

Hansen  ha  propuesto  todavia  otra  forma  de  la  ecuacion  para  r, 

la  que  ,*  propiamente  hablando ,  es  la  mas  cömoda  de  todas  para  el 

calculo.   Se  la  obtiene  sumando  una  con  otra  las  dos  ecuaciones : 

Ben  (p' 
senn  tanff  ©  =  sen  b —  —  cos  h  sen  k  sen  m 

°^  008<p 

ooBti  sentn  =  Ben  h  cos  q>  +  cosb  sen  A*  Ben  q>. 

De  este  modo  se  obtiene : 

cosn  Ben m  =  Ben b  seiitp  —  sen n  tang  qp 
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6  introduciendo  este  valor  de  cosw  seniw  en  la  ecaacion  (a),  resulta 
la  förmula  de  Hansen: 

T=  h  secqp  +  n  [taxigS  —  tangy]  +  c  secd. 

Las  formulas  que  acaban  de  darse  convienen  al  caso  de  que  el 
lado-circulo  est6  al  Oeste.  Pero  si  el  lado  -  circiilo  esta  situado  al 
Este ,  la  elevacion  del  estremo  occidental  del  eje  de  rotacion  es  igual 
a  —  & ,  y  el  angulo  que  forma  la  linea  de  colimacion  con  el  lado  del 
eje  vnelto  häcia  el  Oeste  es  UO^  —  o,  al  paso  que  Je  conserva  el  mismo 
valor.  En  este  caso.se  tiene  que  cambiar,  de  consiguiente ,  solo  los 
signos  de  &  y  r,  y  segun  la  förmula  de  Mayer  se  tendra: 

para  la  culminacion  superior : 

«  =  I'+zrt  +  652£(»Z^  +  A?£E(£^)  +  C8ec«    Cfrculo  Oeste 

cosd  cosd 

a=:T-\-dt  —  b — ^,      +k ^-^-  — csecd    Circulo  Este. 

coso  coso 

Para  la  culminacion  inferior  se  ha  de  poner  180*^  —  Ä,  de  modo 
que  se  obtiene : 

tt  +  12h=r+^(  +  6"-£^('>'  +  *)  +  fe'^°('^+*)-csectf    Clrcnlo  Oeste 

COS  o  cos  o 

.    „  +  i2h  =  r+^(-fc^2il5^  +  fe?5IlÖL+*)  +  c8ec*    CircnloEste. 

COS  ö  cos  o 

Cuando  se  tenga  que  reducir  un  gran  nümero  de  observaciones 

de  estrellas,  la  föimula  de  Mayer  no  es  la  mas'cömoda,  sino  en  tal 

caso  se  emplearan  mas  ventajosamente  las  otras  dos  formulas.  Adop- 

tando  la  forma  dada  por  Bessel ,  se  tiene  que  aplicar  k  cada  obser- 

vacion  la  correccion : 

wtang^  +  csecÄ 

y  el  estado  del  reloj  se  espresa  entonces  por : 

a-T-m, 

Haci^ndose  uso ,  al  contrario ,  de  la  förmula  de  Hansen ,  la  cor- 
reccion que  se  tiene  que  aplicar  es :  « 

n  [tang S  —  tangqp]  -f-  c  secÄ 

y  se  obtiene  entonces  el  estado  del  reloj  igual  k 

a  —  T— ftsecg?. 

19.  Estas  formulas  de  aproximacion  pueden  deducirse  tambien 

de  un  modo  directo :   si  el  lado  -  circulo  estä  vuelto  liacia  el  Oeste, 

31 
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y  &  es  811  elevacion  sobre  el  horizonte,  el  anteojo  ya  no  jira  en  el 
meridiano,  sino  describirä  el  circulo  mhjiunoÄZ'B  (Fig.  14,  paj.  457). 
Observada  entonces  la  estrella  0,  se  tiene  qne  aplicar  al  tiempo  de 
la  observaciou  todavia  el  angulo  horario 

r=OPO\ 

Pero  como : 

senOO' 

sen  r  = r- 

cosd 

Fiff  17    y 

tang  0  0' =  tangb  cos  O'J^  =  tang  6  coa  (^  —  i) , 
se  sigue: 

C08^ 

Si  ademas  el  azimut  del  instrumento  es  A:,  el  anteojo 
describirä  el  circulo  vertical  ZÄ  (Fig.  17).  Pero  si  0  es  la 
estrella  observada ,  se  tiene  de  nuevo : 

/iTin'  Ben  00' 

sen  OPO  =8enT  = r— 

costf 

y 

tang  00'=  tmgk  sen  O'Z, 

Inego : 

y_j|.sen(y-dj 


^    *  ^  cos^ 

Si  por  ultimo  la  linea  de  colimaciou  del  anteojo  forma  el  4ngulo 
90®  +  c  con  el  lado  del  eje  vuelto  hacia  el  circulo,  ella  describirä  un 
pequeüo  circulo  paralelo  al  meridiano ,  por  manera  qne  se  tiene  que 
agregar  al  tiempo  de  observacion  el  4ngnlo  horario : 

0  0' 

T  = 5,  =  CBeCtf 

cosa 
(v6ase  Fig.  15,  paj.  458). 

Las  förmulas  para  las  culminaciones  inferiores  se  ballan  fäcil- 
raente  del  mismo  modo. 

20*  La  linea  visual  del  anteojo  del  instrumento  de  pasos  esta 
determinada,  como  siempre,  por  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del 
objetivo  y  el  de  la  cruz  filar.  El  hilo  perpendicular  representa  enton- 
ces el  meridiano ,  y  en  este  hilo  se  observan  los  pasos  de  las  estrellas. 
Pero  4  fin  de  dar  k  las  observaciones  mayor  seguridad ,  se  observan 
los  pasos  no  solo  por  este  hilo  medio ,  sino  por  varios  hilos  paraJelos, 
situados  a  ambos  lados  de  est«  iiltimo.    Y  para  que  los  pasos  puedan 
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observarse  siempre  en  los  mismos  puntos  de  los  hilos,  se  introduce 
todayia  im  hilo  horizontal  que  por  tanto  serä  perpendicular  a  los 
anteriores ,  procurando  que  los  pasos  se  verifiquen  en  la  proximidad 
de  este  hilo  horizontal.  La  posicion  horizontal  de  este  hilo  se  con- 
signe ,  haci^ndose  pasar  una  estrella  ecuatorial  k  lo  largo  de  dl ,  con 
cuyo  fin  se  jira  al  rededor  del  eje  del  anteojo ,  mediante  dos  tomillos 
aplicados  k  propösito ,  el  basiidor  que  Ueva  los  hilos  hasta  tanto  que 
la  estrella  ya  no  se  desvie  de  este  hilo  durante  todo  su  transito  por 
el  campo  de  la  vision.  Si  las  distancias  de  lös  hilos  al  hilo  medio 
a  ambos  lados  de  6ste  son  iguales  entre  si,  el  promedio  de  todas 
las  observaciones  dara  el  tiempo  del  paso  pQr  el  hilo  medio.  Pero 
ordinariamente  estas  distancias  no  son  rigorosamente  iguales;  ade- 
mas  es  de  interes  deducir  del  tiempo  anotado  de  observacion  en  cada 
uno  de  los  hilos  el  tiempo  del  paso  por  el  hilo  medio,  por  cuanto 
las  discrepancias  entre  los  tiempos  reducidos  al  hilo  medio  permiten 
juzgar  de  la  bondad  de  las  observaciones.  Se  necesita,  de  con- 
öiguiente,  un  metodo  que  permita  reducir  los  tiempos  observados 
de  los  pasos  por  los  hilos  laterales  al  hilo  medio ,  y  con  este  fin  el 
conocimiento  de  las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio  es  indispen- 
sable. Esta  distancia  f  es  el  angulo  comprendido  entre  las  lineas 
que  del  centro  del  objetivo  van  &  los  dos  hilos.    Pero  arriba  hemos 

hallado : 

sen  (t  —  m)  cos  w  =  senn  tang  8  -f  sen  c  sec  9. 

Si  ahora  la  observacion  se  ha  hecho  en  un  hilo  lateral  cuya 

distancia  sea  f,  entonces  el  angiilo  que  forma  la  linea,  determinada 

por  el  centro  del  objetivo  y  este  hilo,   con  el  lado  del  eje  vuelto 

hacia  el  circulo,  sera: 

eo^-fc-f-/"*, 

en  donde  f  tiene  el  signo  positivo  si  la  estrella  Uega  al  hilo  lateral 
anies  que  al  hilo  medio  y  vice -versa.  Designando  con  x'  al  angulo 
horario  oriental  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  por  el  hilo 
lateral ,  se  tiene : 

8en(T'  —  m)  cosn  =  senn  tangd  +  sen  (c-hf)  »ec  9, 

y  restando  de  esta  förmula  la  que  precede: 

28en J(r  —  t) cos [i(r'-f  t)  —  m]  cosn  =  2sen J/*co8[c  +  1/*]  secd. 


*  Vease  Fig.  16,  paj.  460,  en  donde  O  significa  el  centro  del  ob- 
jetivo, M  el  hilo  medio,  y  J^  el  hilo  lateral. 

31* 
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y  5  es  SU  elevacion  sobre  el  horizonte,  el  anteojo  ya  no  jira  en  el 
meridiano,  sino  describirä  el  cfrculo  jnanmoAZ'B  (Fig.  14,  paj.  457). 
Observada  entonces  la  estrella  0 ,  se  tiene  qne  aplicar  al  tiempo  de 
la  observacion  todavia  el  ängulo  horario 

t=OPO\ 

Pero  como: 

sen  0  0' 

Ben  r  = =— 

cosd 

Fiff  17      y 

tang  00'=.  tangb  cos  O'Z  —  tangft  cos  (9  —  ä)  , 

se  sigue: 

costf 

Si  ademeis  el  azimut  del  instnimentx)  es  A;,  el  aDteojo 
describirä  el  circulo  vertical  ZA  (Fig.  17).  Pero  si  0  es  la 
estrella  obsei*vada,  se  tiene  de  nuevo: 

ßenOPO  =senT  = =;— 

cobS 

tang  00'=  tang*  sen  O'Z, 
luego : 

senCqp-^; 

~    ^  ^  COS  3 

Si  por  ultimo  la  linea  de  colimaciou  del  anteojo  forma  el  angulo 
90®  +  c  con  el  lado  del  eje  vnelto  hacia  el  circulo,  ella  describirä  iin 
pequefio  circulo  paralelo  al  meridiano ,  por  manera  que  se  tiene  qne 
agregar  al  tiempo  de  observacion  el  ängulo  horario : 

0  0'  . 

(v6ase  Fig.  15,  paj.  458). 

Las  förmulas  para  las  culminaciones  inferiores  se  ballan  fäcil- 
mente  del  mismo  modo. 

20«  La  linea  visual  del  anteojo  del  instrumento  de  pasos  estä 
determinada,  como  siempre,  por  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del 
objetivo  y  el  de  la  cruz  filar.  El  hilo  perpendicular  representa  enton- 
ces el  meridiano ,  y  en  este  hilo  se  observan  los  pasos  de  las  estrellas. 
Pero  a  fin  de  dar  a  las  observaciones  mayor  seguridad ,  se  observan 
los  pasos  no  solo  por  este  hilo  medio ,  sino  por  varios  hilos  paralelos, 
situados  a  ambos  lados  de  est«  ultimo.    Y  para  que  los  pasos  pnedan 


..    T        ^« 


todayia  nn  LH-:  i?  r-ic-iZ   .  T»r  !•  c  "u*!.-     -^•*-.   '^ 

anteriores,  pr>:TT»z«i:  :;*^  j  -  ;:*«ifi*  •?  ^  ^--.i 

de  este  hilo  bcrii'rc^tl.    La  t«  -^«  ..•  a  i-  r-^  ^i.i«.   *i-   "^;-  i_     -^      i- 

signe,  hacitrnd'^*e  jsi^^u^  ti:.i  "*^"r"r_^  -  u**-  ru*.  i   •     .-»"'^    *t  ■         -i 

cujo  fin  se  jira  al  revt*i  t  bzi  t/-  £»-    i*i".-         ii»-I..*:v  *  s-  t  .-i...   - 

aplicados  a  pr»:{».-^::.: .  *1  'lu^-'^-ic  ;  :t  _•- ~i     -  i-l  -  l-t-t*  -l^t    ,-- 

la  estreUa  va  no  s-?  «ir^T-l*   lt*  *<-*  iL.--  ::-lj*-  -:  •..     -i  -riE^T    -•  .- 

el  eampo  de  la  Tis:.::-    >1  !i*c-  L^^iz.  na^   >  "•>  iJ«  •-  *^    iL-    t:»-/. 

a  ambos  lados  de  r^*«?  r-:r  LpiLlrr  ■hl't^  «l.   *'.  ^r  n:  -_      £»-  -•  „.^ 

las  observaciones  'iari  el  tirz-v:   iL  ja^    ^»^-r  »i^  iL     3!»-d«.--    J-r- 

ordinariamente  e^tak^  i:-nÄz::ii5  z.:  ?»  x  r^  r  -Jii:»-:i^*  .r^ii^ —     fc.**^ 

mas  es  de  interes  tie-i- ir  c-tl  tiT^Li»    lz.-  "i^i     iif      •-•r-'ii  :•  a  -^  -3*21 

uno  de  los  hiJos  el  tieiiif»:  c-rl  jiü-    j«  r  •=-  i__     r.— i       ^t  r   --laii-;: 

las  discrepancias  enire  I-"*5  lim.i»''^  rvi- .-  -  il  i_    zi^L     ^^-m  --a 

jnzgar  de  la  bc»ndad   de  Ii&  *-\-^^r^^i  z.rs.     >f   ite.^-.":*.    ä*   :•  «i- 

siguiente,  un  mt-tcJo  q::e  perEi::^  re-ii  ir  l«?   tl-z-t«  f     r^^tr^^:« - 

de  los  pasos  por  los  bil««*  laterale?  &I  hL  ■  ^-eL  - .  j  :•  c  -er--*  ±2.  *:' 

couocimiento  de  las  di^tanria?  de  1<  s  iiL  s  al  Lil    n-^l  ■  *-  :^i  j?7»*t- 

sable.    Esta  distaneia  /"  es  el  an^I"  o  :-}ri^r.L:-  ■ec'r»  ik?  Li.-.k- 

que  del  centro  del  objetivo  Tan  a  I«:-*  d  ?  iL*^.    P-rr:  Arr.'ia  »-?—•  - 

hallado : 

sen (t  —  m]  co^ n  =  sen n  t^nsr^  —  a^n^  a^- ^. 

Si  ahora  la  observacion  ^e  ba  hccho  cn  us  eLo  liter^  •  -t* 
distaneia  sea  /*,  entonces  el  ängulo  qne  forma  la  lic<E^,  d^termiiLfttik 
por  el  centro  del  objetivo  j  e:ste  hilo,  con  el  Ia«l«»  del  eje  T-iero 
bäcia  el  circnlo ,  sera : 

en  donde  f  tiene  el  signo  positivo  si  la  estrella  llega  al  bii«^  lateral 
anies  que  al  hilo  medio  y  vice  -  versa.  Designando  con  r  al  iuigi;ii> 
horario  oriental  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  \n^^  el  hilo 
lateral ,  se  tiene : 

8en(r'—  m)  cosn  =  senn  tangd  +  sen  {c-^f)»ecS, 

j  restando  de  esta  förmula  la  que  precede: 

28eni(r  — r')coB[|(r'+T)  — m]  co8n  =  28en4/'co8[i:  + J/^  sec^. 


"^  Yease  Fig.  16,  paj.  460,  en  donde  O  significa  el  centro  del  ob- 
jetivo, M  el  hilo  medio,  y  F  el  hilo  lateral. 
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y  ?>  es  SU  elevacion  sobre  el  horizonte,  el  anteojo  ya  no  jira  en  el 
meridiano,  sino  describira  el  circulo  mhximoA  Z'B  (Fig.  14,  paj.  457). 
Observada  entonces  la  estrella  0,  se  tiene  qne  aplicar  al  tiempo  de 
la  observacion  todavia  el  angulo  horario 

T=OPO'. 

Pero  como: 

sen  0  O' 

sen  T  — =— 

co8<y 

Fiff  17    y 

tang  0  0' =  tang  &  coB  O'Z  =  tang  6  cos  (9  —  Ä) , 
se  sigue: 

COStf 

Si  ademas  el  azimut  del  instrumento  es  X:,  el  anteojo 

describira  el  circulo  vertical  ZA  (Fig.  17).  Pero  si  0  es  la 

estrella  observada,  se  tiene  de  nuevo: 

^  _  „,  sen  0  O* 

sen  OP  0  =  senr  = r— 

cosd 

y 

tang  00'—  tangÄ;  sen  O'Z, 
luego : 

8en(qp--^; 

p  T  —  K  -. • 

Si  por  ultimo  la  linea  de  colimaciou  del  anteojo  forma  el  4ngalo 

90^  +  c  con  el  lado  del  eje  vuelto  hacia  el  circulo,  ella  describira  un 

pequefio  circulo  paralelo  al  meridiano ,  por  manera  que  se  tiene  que 

agregar  al  tiempo  de  observacion  el  Ängulo  horario: 

0  0' 
T  =  — x=c8ec* 
cosd 

(v6ase  Fig.  15,  paj.  458). 

Las  förmulas  para  las  culminaciones  inferiores  se  ballan  fäcil- 

mente  del  mismo  modo. 

20«  La  linea  visual  del  anteojo  del  instrumento  de  pasos  esta 
determinada,  como  siempre,  por  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del 
objetivo  y  el  de  la  cruz  filar.  El  hilo  perpendicular  representa  enton- 
ces el  meridiano ,  y  en  este  hilo  se  observan  los  pasos  de  las  estrellas. 
Pero  4  fin  de  dar  4  las  observaciones  mayor  seguridad ,  se  observan 
los  pasos  no  solo  por  este  hilo  medio ,  sino  por  varios  hilos  paralelos, 
situados  a  ambos  lados  de  este  ultimo.    Y  para  que  los  pasos  puedan 
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observarse  siempre  en  los  mismos  puntos  de  los  hilos,  se  introduce 
todavia  tm  liilo  horizontal  que  por  tanto  sera  perpendicular  a  los 
anteriores ,  procurando  que  los  pasos  se  verifiquen  en  la  proximidad 
de  este  hilo  horizontal.  La  posicion  horizontal  de  este  hilo  se  con- 
sigue ,  haci^ndose  pasar  una  estrella  ecaatorial  k  lo  largo  de  61 ,  con 
cuyo  fin  se  jira  al  rededor  del  eje  del  anteojo ,  mediante  dos  tomillos 
aplicados  a  propösito ,  el  bastidor  que  Ueva  los  hilos  hasta  tanto  que 
la  estrella  ya  no  se  desvie  de  este  hilo  durante  todo  su  transito  por 
el  campo  de  la  vision.  Si  las  distancias  de  lOs  hilos  al  hilo  medio 
ä  ambos  lados  de  6ste  son  iguales  entre  si,  el  promedio  de  todas 
las  observaciones  dara  el  tiempo  del  paso  pqr  el  hilo  medio.  Pero 
ordinariamente  estas  distancias  no  son  rigorosamente  iguales;  ade- 
nias  es  de  interes  deducir  del  tienipo  anotado  de  observacion  en  cada 
uno  de  los  hilos  el  tiempo  del  paso  por  el  hilo  medio ,  por  cuanto 
las  discrepancias  entre  los  tiempos  reducidos  al  hilo  medio  permiten 
juzgar  de  la  bondad  de  las  observaciones.  Se  necesita,  de  con- 
siguiente,  un  metodo  que  permita  reducir  los  tiempos  observados 
de  los  pasos  por  los  hilos  laterales  al  hilo  medio,  y  con  este  fin  el 
conocimiento  de  las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio  es  indispen- 
sable. Esta  distancia  f  es  el  6.ngulo  comprendido  entre  las  lineas 
que  del  centro  del  objetivo  van  k  los  dos  hilos.    Pero  arriba  hemos 

hallado : 

Ben  (t  --  m)  cosn  =  sen  n  tang  d  +  sen  c  sec  d. 

Si  ahora  la  observacion  se  ha  hecho  en  un  hilo  lateral  cuya 

distancia  sea  /*,  entonces  el  ängulo  que  forma  la  linea,  determinada 

por  el  centro  del  objetivo  y  este  hilo,   con  el  lado  del  eje  vuelto 

hacia  el  circulo ,  sera : 

900  +  C  +  /**, 

en  donde  f  tiene  el  signo  positivo  si  la  estrella  llega  al  hilo  lateral 
antes  que  al  hilo  medio  y  vice -versa.  Designando  con  r  al  angulo 
horario  oriental  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  por  el  hilo 
lateral ,  se  tiene : 

aen  {v  —  m)  cosn  =  senw  tang  8  +  sen  (c-^f)  sec  d, 

y  restando  de  esta  formula  la  que  precede: 

28en J(t  —  r) cos [J(t'+  t)  —  m]  cosn  =  2 sen^fcos[c 4- i/1  secd. 


*  V^ase  Fig.  16,  paj.  460,  en  donde  O  significa  el  centro  del  ob- 
jetivo, M  el  hilo  medio,  y  F  el  hilo  lateral. 
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y  b  es  Sil  elevacion  sobre  el  Horizonte,  el  anteojo  ya  no  jira  en  el 
meridiano,  sino  describirä  el  circulo  mö,ximo  AZ'B  (Fig.  14,  paj.  457). 
Observada  entonces  la  estrella  0,  se  tiene  qtie  aplicar  al  tiempo  de 
la  observacion  todavia  el  angulo  horario 

T=OPO\ 

Pero  como: 

sen  0  O' 


sen  r  = 


costf 


Fig  17.   y 


tang  00'=  tangb  cos  O'Z  =  tangft  cos(9  —  9), 
se  sigue: 

cosd 

Si  ademas  el  azimut  del  instrumento  es  A:,  el  aoteojo 
describirä  el  circulo  vertical  ZA  (Fig.  17).  Pero  si  0  es  la 
estrella  observada ,  se  tiene  de  nuevo : 

sen  0  O' 


7 
luego : 


8enOPO'=senT=  ^ 

008  tf 

tang  0  O'  =  tang  k  sen  0"Z, 

^_^8en((p-^; 
cos^ 


Si  por  ultimo  la  linea  de  colimacioii  del  anteojo  forma  el  angulo 
90®  +  c  con  el  lado  del  eje  vuelto  hacia  el  circulo,  ella  describirä  nn 
pequeno  circulo  paralelo  al  meridiano ,  por  manera  que  se  tiene  que 
agregar  al  tiempo  de  observacion  el  4ngulo  horario : 

0  0' 


T  = 


008^ 


=  c8ec^ 


(v6ase  Fig.  15,  paj.  458). 

Las  förmulas  para  las  culminaciones  inferiores  se  hallan  facil- 
mente  del  mismo  modo. 

20«  La  linea  visual  del  anteojo  del  instrumento  de  pasos  esta 
determinada,  como  siempre,  por  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del 
objetivo  y  el  de  la  cruz  filar.  El  hilo  perpendicular  representa  enton- 
ces el  meridiano ,  y  en  este  hilo  se  observan  los  pasos  de  las  estrellas. 
Pero  ä  fin  de  dar  Ä  las  observaciones  mayor  seguridad ,  se  observan 
los  pasos  no  solo  por  este  hilo  medio ,  sino  por  varios  hilos  paralelos, 
situados  ä  ambos  lados  de  este  ultimo.    Y  para  que  los  pasos  puedan 
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observarse  siempre  en  los  mismos  puntos  de  los  hilos ,  se  introduce 
todavia  nn  hilo  horizontal  que  por  tanto  sera  perpendicular  a  los 
anteriores ,  procurando  que  los  pasos  se  verifiquen  en  la  proximidad 
de  este  hilo  horizontal.  La  posicion  horizontal  de  este  hilo  se  con- 
signe ,  haci^ndose  pasar  una  estrella  ecuatorial  k  lo  largo  de  dl ,  con 
cuyo  fin  se  jira  al  rededor  del  eje  del  anteojo ,  mediante  dos  tomillos 
aplicados  a  propösito ,  el  basiidor  que  lleva  los  hilos  hasta  tanto  que 
la  estrella  ya  no  se  desvie  de  este  hilo  durante  todo  su  transito  por 
el  campo  de  la  yision.  Si  las  distancias  de  lös  hilos  al  hilo  medio 
a  ambos  lados  de  6ste  son  iguales  entre  si,  el  promedio  de  todas 
las  observaciones  dara  el  tiempo  del  paso  pqr  el  hilo  medio.  Pero 
ordinariamente  estas  distancias  no  son  rigorosamente  iguales;  ade- 
mas  es  de  interes  deducir  del  tiempo  anotado  de  observacion  en  cada 
uno  de  los  hilos  el  tiempo  del  paso  por  el  hilo  medio,  por  cuanto 
las  discrepancias  entre  los  tiempos  reducidos  al  hilo  medio  permiten 
juzgar  de  la  bondad  de  las  observaciones.  Se  necesita,  de  con- 
siguiente,  un  metodo  que  permita  reducir  los  tiempos  observados 
de  los  pasos  por  los  hilos  laterales  al  hilo  medio ,  y  con  este  fin  el 
conocimiento  de  las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio  es  indispen- 
sable. Esta  distancia  f  es  el  &ngulo  comprendido  entre  las  lineas 
que  del  centro  del  objetivo  van  4  los  dos  hilos.    Pero  arriba  hemos 

hallado : 

Ben  (r  —  m)  cosw  =  senn  tang  d  4-  sen  c  sec  S. 

Si  ahora  la  observacion  se  ha  hecho  en  un  hilo  lateral  cuya 
distancia  sea  /*,  entonces  el  angulo  que  forma  la  linea,  determinada 
por  el  centro  del  objetivo  y  este  hilo,  con  el  lado  del  eje  vuelto 
hacia  el  circulo ,  sera : 

en  donde  f  tiene  el  signo  positivo  si  la  estrella  Uega  al  hilo  lateral 
anies  que  al  hilo  medio  y  vice -versa.  Designando  con  r  al  angulo 
horario  oriental  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  por  el  hilo 
lateral,  se  tiene: 

Ben (t'  —  m)  cos»  =  senn  tang S  -f  sen {c-^f)  sec  8, 

y  restando  de  esta  förmula  la  que  precede: 

2 Ben  J  (t  —  r)  cos  [ J  (t' -f  t)  —  m]  cos n  =  2  sen  \  f  cos  [c  -f  \ /*]  secd. 


*  V^ase  Fig.  16,  paj.  460,  en  donde  O  aignifica  el  centro  del  ob- 
jetivo, M  el  hilo  medio,  y  F  el  hilo  lateral. 
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y  ?>  es  SU  elevacion  sobre  el  horizonte,  el  anteojo  ya  no  jira  en  el 

meridiano,  sino  describir4  el  circulo  m&ximo  AZ'B  (Fig.  14,  paj.  457). 

Observada  entonces  la  estrella  0,  se  tiene  que  aplicar  al  tiempo  de 

la  observacion  todavla  el  angiilo  horario 

T=OFO\ 

Pero  como: 

sen  0  ()' 


8enr=: 


cosd 


Fig  17.     y 


tang  00'=  tang&  cos  O'Z  —  tang2)  co8(9  —  S) , 


se  sigue: 


costf 


Si  ademas  el  azimut  del  instrumento  es  A:,  el  anteojo 
describirä  el  circulo  vertical  ZA  (Fig.  17).  Pero  si  O  es  la 
estrella  observada,  se  tiene  de  nuevo: 

sen  0  O' 


y 

luego : 


* 


BenOPO'=8enT=  ^ 

008^ 

tang  00'=  tang^-  sen  O'Z, 
cos^ 


Si  por  liltimo  la  llnea  de  colimaciou  del  anteojo  forma  el  4nguIo 
PO®  +  c  con  el  lado  del  eje  vuelto  häcia  el  circulo,  ella  describiri  un 
pequeiio  circulo  paralelo  al  meridiano,  por  manera  que  se  tiene  que 
agregar  al  tiempo  de  observacion  el  ängulo  horario : 

0  0' 


T  = 


008  d 


=  c  sec^ 


(v6ase  Fig.  15,  piy.  458). 

Las  förmulas  para  las  culminaciones  inferiores  se  hallan  f4cil- 
mente  del  mismo  modo. 


20«  La  linea  visual  del  anteojo  del  instrumento  de  pasos  esta 
determinada,  como  siempre,  por  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del 
objetivo  y  el  de  la  cruz  filar.  El  hilo  perpendicular  representa  enton- 
ces el  meridiano,  y  en  este  hilo  se  observan  los  pasos  de  las  estrellas. 
Pero  a  fin  de  dar  k  las  observaciones  mayor  seguridad ,  se  observan 
los  pasos  no  solo  por  este  hilo  medio ,  sino  por  varios  hilos  paralelos, 
situados  a  ambos  lados  de  est«  ultimo.    Y  para  que  los  pasos  puedan 
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observarse  siempre  en  los  mismos  puntos  de  los  hilos ,  se  introduce 
todayia  nn  hilo  horizontal  que  por  tanto  sera  perpendicular  a  los 
anteriores ,  procurando  que  los  pasos  se  verifiquen  en  la  proximidad 
de  este  hilo  horizontal.  La  posicion  horizontal  de  este  hilo  se  con- 
signe ,  haci^ndose  pasar  una  estrella  ecaatorial  k  lo  largo  de  61 ,  con 
cuyo  fin  se  jira  al  rededor  del  eje  del  anteojo ,  mediante  dos  tomillos 
aplicados  a  proposito ,  el  bastidor  que  lleva  los  hilos  hasta  tanto  que 
la  estrella  ya  no  se  desvie  de  este  hilo  durante  todo  su  transito  por 
el  campo  de  la  vision.  Si  las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio 
a  ambos  lados  de  6ste  son  iguales  entre  si,  el  promedio  de  todas 
las  observaciones  darä  el  tiempo  del  paso  pqr  el  hilo  medio.  Pero 
ordinariamente  estas  distancias  no  son  rigorosamente  iguales;  ade- 
mas  es  de  interes  deducir  del  tienipo  anotado  de  observacion  en  cada 
uno  de  los  hilos  el  tiempo  del  paso  por  el  hilo  medio ,  por  cuanto 
las  discrepancias  entre  los  tiempos  reducidos  al  hilo  medio  permiten 
juzgar  de  la  bondad  de  las  observaciones.  Se  necesita,  de  con- 
siguiente,  un  m^todo  que  permita  reducir  los  tiempos  observados 
de  los  pasos  por  los  hilos  laterales  al  hilo  medio ,  j  con  este  fin  el 
conocimiento  de  las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio  es  indispen- 
sable. Esta  distancia  f  es  el  6.ngulo  comprendido  entre  las  lineas 
que  del  centro  del  objetivo  van  k  los  dos  hilos.    Pero  arriba  hemos 

hallado : 

sen  (t  —  m)  cosn  =  senn  tang  S  -f  senc  sec  d. 

Si  ahora  la  observacion  se  ha  hecho  en  un  hilo  lateral  cuya 
distancia  sea  /",  entonces  el  angulo  que  forma  la  linea,  determinada 
por  el  centro  del  objetivo  y  este  hilo,  con  el  lado  del  eje  vuelto 
h4cia  el  circulo ,  serä : 

en  donde  f  tiene  el  signo  positivo  si  la  estrella  llega  al  hilo  lateral 
anies  que  al  hilo  medio  y  vice -versa.  Designando  con  t  al  angulo 
horario  oriental  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  por  el  hilo 
lateral,  se  tiene: 

Ben  (t  —  m)  cos  n  =  sen  n  tang  S  -f  sen  (c  -I-  /)  sec  d, 

y  restando  de  esta  förmula  la  que  precede : 

2Ben J(t  —  t) cos [JCr'-h t)  —  m]  cosn  =  2sen4/*co8[c -f  J/J  secd. 


*  V^ase  Fig.  16,  paj.  460,  en  donde  O  significa  el  centro  del  ob- 
jetivo, M  el  hilo  medio,  y  F  el  hilo  lateral. 
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j  h  es  SU  elevacion  sobre  el  horizonte,  el  anteojo  ya  no  jira  en  el 
meridiano,  sino  describira  el  circulo  maximo  ^Z'-B  (Fig.  14,  paj.  457). 
Observada  entonces  la  estrella  0,  se  tiene  qne  aplicar  al  tiempo  de 
la  observacion  todavia  el  angalo  horario 

T=OPO\ 

Pero  como : 

sen  0  O' 


sen  r  = 


COSiJ 


Fig  17.     J 


tang  0  0'=  tang&  cob  O'Z  —  tangft  coß(9>  —  S), 


se  sigue: 


costf 


Si  ademas  el  azimut  del  instnimento  es  A:,  el  anteojo 
describira  el  circulo  vertical  ZA  (Fig.  17).  Pero  si  0  es  la 
estrella  observada,  se  tiene  de  nuevo: 

sen  0  0' 


7 
luego : 


8en(^P0'  =  senT=  ^ 

cosd 

tang  00'=  tangÄ:  sen  O'Z, 

y_j^.8en(y-^; 
cosd 


Si  por  ultimo  la  linea  de  colimaciou  del  anteojo  forma  el  4ngnlo 
00^  +  c  con  el  lado  del  eje  vuelto  h^ia  el  circulo,  ella  describira  un 
pequeiio  circulo  paralelo  al  meridiano ,  por  manera  que  se  tiene  que 
agregar  al  tiempo  de  observacion  el  ängulo  horario: 

0  0' 


r=: 


COB^ 


=  C8ec^ 


(v6ase  Fig.  15,  paj.  458). 

Las  förmulas  para  las  culminaciones  inferiores  se  hallan  facil- 
roente  del  mismo  modo. 


20«  La  linea  visual  del  anteojo  del  instrumento  de  pasos  esta 
determinada,  como  siempre,  por  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del 
objetivo  y  el  de  la  cruz  filar.  El  hilo  perpendicular  representa  enton- 
ces el  meridiano ,  y  en  este  hilo  se  observan  los  pasos  de  las  estrellas. 
Pero  a  fin  de  dar  4  las  observaciones  mayor  seguiidad ,  sc  observan 
los  pasos  no  solo  por  este  hilo  medio ,  sino  por  varios  hilos  paralelos, 
situados  4  ambos  lados  de  este  ultimo.    T  para  que  los  pasos  puedan 
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observarse  siempre  en  los  mismos  puntos  de  los  hilos,  se  introduce 
todayia  un  hilo  horizontal  quo  por  tanto  sera  perpendicular  a  los 
anteriores ,  procurando  que  los  pasos  se  verifiquen  en  la  proximidad 
de  este  hilo  horizontal.  La  posicion  horizontal  de  este  hilo  se  con- 
signe ,  haci6ndose  pasar  una  estrella  ecaatorial  k  lo  largo  de  61 ,  con 
cuyo  fin  se  jira  al  rededor  del  eje  del  anteojo ,  mediante  dos  tomillos 
aplicados  a  proposito ,  el  bastidor  que  lleva  los  hilos  hasta  tanto  que 
la  estrella  ya  no  se  desvie  de  este  hilo  durante  todo  su  transito  por 
el  campo  de  la  vision.  Si  las  distancias  de  lös  hilos  al  hilo  medio 
a  ambos  lados  de  6ste  son  iguales  entre  si,  el  promedio  de  todas 
las  observaciones  darä  el  tiempo  del  paso  pqr  el  hilo  medio.  Pero 
ordinariamente  estas  distancias  no  son  rigorosamente  iguales;  ade- 
mas  es  de  interes  deducir  del  tienipo  anotado  de  observacion  en  cada 
uno  de  los  hilos  el  tiempo  del  paso  por  el  hilo  medio,  por  cuanto 
las  discrepancias  entre  los  tiempos  reducidos  al  hilo  medio  permiten 
juzgar  de  la  bondad  de  las  observaciones.  Se  necesita,  de  con- 
siguiente,  un  metodo  que  permita  reducir  los  tiempos  observados 
de  los  pasos  por  los  hilos  laterales  al  hilo  medio,  y  con  este  fin  el 
conocimiento  de  las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio  es  indispen- 
sable. Esta  distancia  f  es  el  &ngulo  comprendido  entre  las  lineas 
que  del  centro  del  objetivo  van  4  los  dos  hilos.    Pero  arriba  hemos 

hallado : 

Ben  (t  —  m)  cosn  =  senn  tang  d  -f  sen  c  sec  d. 

Si  ahora  la  observacion  se  ha  hecho  en  un  hilo  lateral  cuya 
distancia  sea  /*,  entonces  el  angulo  que  forma  la  linea,  determinada 
por  el  centro  del  objetivo  y  este  hilo,  con  el  lado  del  eje  vuelto 
hacia  el  circulo ,  sera : 

en  donde  f  tiene  el  signo  positivo  si  la  estrella  Uega  al  hilo  lateral 
anies  que  al  hilo  medio  y  vice -versa.  Designando  con  r  al  angulo 
horario  oriental  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  por  el  hilo 
lateral ,  se  üene : 

Ben (r'  —  f»)  cos«  =  senn  tang d  4-  sen  (c  -I-  /)  sec  d, 

y  restando  de  esta  förmula  la  que  precede: 

28en  J(t  —  t)  cos  [J (r'-f  t)  —  w]  cosn  =  2 sen \  fcoB [c  4-  J/]  sec8. 


*  V^ase  Fig.  16,  paj.  460,  en  donde  O  significa  el  centro  del  ob- 
jetivo, M  el  hilo  medio,  y  F  el  hilo  lateral. 

31* 
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Si  el  Instrumente  esta  rectificado  aproximadamente ,  de  modo 
que  c,  n  7  m  sean  cantidades  pequefias,  se  deduce  de  esta  ecuacion 
la  siguiente  förmula  aproximada,  denotando  per  t  el  tiempo  r  —  x 
que  tiene  que  agrcgarse  al  tiempo  observado  en  un  hilo  lateral  pai*a 
hallar  el  tiempo  dei  paso  por  el  hilo  medio : 

8ent  =  8en/'8ectf. 

De  esta  förmula  se  tiene  que  hacer  uso ,  siempre  que  se  träte 
de  estTellas  situadas  en  la  cercania  del  polo,  para  las  que  see^  toma 
un  yalor  mui  grande;  pero  para  estrellas  mas  distantes  del  polo 
basta  la  förmula  mas  sencilla: 

t  =  fsec9. 

Si  no  se  exije  reducir  los  pasos  observados  por  los  hilos  late- 
rales al  hilo  medio ,  se  puede  proceder  cömodamente  del  modo  que 
sigue.  Sean  /*',  /"',  f"  etc.  las  distancias  de  los  hilos  laterales  situa- 
dos  häcia  el  lado  del  circulo ,  q>\  q/\  g)'"  etc.  las  en  el  lado  opuesto ; 
calcülese  una  vez  por  todas  la  cantidad 

_  /  +/    -h  /     ...  —  <p— qp— <p     ... 

c*  —  '    '  '  > 

n 

siendo  n  el  nümero  de  todos  los  hilos.    En  tal  caso  se  tiene  qne 

aplicar  al  t^rmino  medio  de  los  pasos  observados  en  todos  los  hilos 

la  correccion: 

iasecd 

en  donde  el  signo  superior  corresponde  al  caso  de  que  el  circulo  este 
al  Oeste  y  el  inferior  al  caso  contrario.  Para  las  culminaciones  in- 
feriores estos  signos  han  de  invertirse. 

La  ecuacion 

8ent  =  8en/'8ecd 

sirve  tambien  para  determinar  las  distancias  mismas  entre  los  hilos, 

observando  los  pasos  por  los  hilos  de  una  estrella  situada  en  las 

inmediaciones  del  polo.   De  este  modo  se  obtienen  los  valores  de  las 

distancias  de  los  hilos  con  mucha  exactitud.   Para  la  estrella  ix)lar, 

p.  ej.,  es 

co8d  =  0.02G09, 

por  donde  se  ve,  que  un  error  de  un  segundo  de  tiempo  cometido  en 
la  diferencia  de  los  tiempos  de  los  pasos  orijina  solamente  un  error 
de  0* .  03  en  la  distancia  de  los  hilos. 
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Graus»  ha  propuesto  un  otro  m6todo  para  determinar  las  dibtan- 
cias  entre  los  hilos. 

Como  los  rayos,  que  caen  paralelos  sobre  el  objetivo  de  un 
anteojo ,  se  reunen  en  el  foco  de  este  ultimo ,  se  sigue  que  los  rayos 
partiendo  de  un  punto  luminoso,  situado  en  el  foco  de  un  anteojo, 
deben  salir  del  objetivo  paralelos  entre  si.  Si  los  rayos  salen  de 
distintos  puntos,  todos  situados  cerca  del  foco,  sus  inclinaciones 
mütuas,  despues  de  refractados  por  el  objetivo,  son  iguales  a  los 
angulos  comprendidos  entre  las  lineas  tiradas  desde  el  centro  del 
objetivo  a  estos  diferentes  puntos.  Colocando ,  pues ,  delante  del  ob- 
jetivo del  anteojo  un  segundo  anteojo  enfocado  para  rayos  paralelos 
de  modo ,  que  objetos  infinitamente  lejanos  puedan  verse  con  distin- 
cion ,  se  verä  distiutamente  con  el  segundo  anteojo  uü  punto  lumi- 
noso situado  en  el  foco  del  primero.  Si,  por  consiguiente,  se  halla 
estendido  en  el  piano  focal  del  primer  anteojo  un  sistema  de  bilos, 
se  Vera  6ste  distiutamente,  con  tal  que  los  hilos  se  iluminen  con- 
venientemente.  Pero  esto  se  consigue  facilmente,  dirijiendo  el 
ocidar  del  primer  anteojo  hacia  el  cielo  6  4  un  objeto  luminoso 
cualquiera.  Si  entonces  el  segundo  anteojo  est&  provisto  de  un 
aparato  que  permita  medir  Ängulos  horizontales ,  se  puede  medir  las 
distancias  aparentes  enti'e  los  hilos  del  mismo  modo  que  se  miden 
otros  angulos  cualesquiera. 

A  fin  de  llevar  el  reticulo  exactamente  al  foco  del  objetivo ,  se 
hace  variar  primero  la  posicion  del  ocular  con  respecto  ö  los  hilos 
hasta  tanto  que  estos  aparezcan  distiutamente.  Cuando  esto  se  veri- 
fique,  el  reticulo  se  hallara  en  el  foco  del  ocular.  En  seguida  se 
dirije  el  anteojo  a  una  estrella,  variando  la  posicion  de  todo  el  tubo 
que  contiene  al  ocular  y  reticulo  con  respecto  al  objetivo  hasta 
que  la  estrella  se  perciba  distiutamente.  Cuando  esto  tenga  lugar, 
el  reticulo  estarä  en  el  foco.  Para  convencerse  de  esto  con  seguri- 
dad  se  Ueva  uno  de  los  hilos  a  un  objeto  terrestre  mui  distante, 
moviendo  el  ojo  delante  de  la  abertura  del  ocular  a  derecha  6  iz- 
quierda.  Durante  este  movimiento  del  ojo  la  imajen  del  objeto 
y  el  hilo  deben  permanecer  en  coincidencia.  Pero  si  esto  no  se 
verifica  sera  sefial  de  que  el  reticulo  no  esta  exactamente  en  el  foco, 
y  en  particular  este  ultimo  se  halla  demasiado  alejado  del  objetivo, 
si  el  ojo  y  la  imajen  se  mueven  häcia  el  mismo  lado.    AI  contrario, 
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si  el  ojo  y  la  imajen  se  maeven  en  direcciones  opuestas,  los  hilos 
estan  demasiado  pröximos  al  objetivo*. 

I^emplo.  El  20  de  Junio  de  1850  fu6  observada  la  estrella  polar 
en  8U  culminacion  inferior  con  el  anteojo  -  meridiano  del  observatorio 
de  Bilk ,  obteniendose  los  siguientes  pasos  por  los  hilos : 

Circulo  Oeste. 

/  II  III  IV  V 

131»  32m  7»         19™  48         13^5™  7»         52™  7«         121»  38™  9». 

Las  diferencias  de  tiempo  eran  pues : 

I—III  II— III  III— IV  III— V 

27™  0»  13™  57«  13^0»  26»  58». 

Como  lä  declinacion  de  la  estrella  polar  en  ese  dia  era  igual  a 

88°  30'  18".  Ol 

se  balla  por  medio  de  la  formula 

f=üentcos8 

los  valores  siguientes  para  las  distancias  ecuatoriales  entre  los  hilos : 

jr-J//=42t.  17,  JJ~///=  218.  84,  7JJ-JF=  20».  34,  J//-F=42«.  13. 

El  mismo  dia  se  observo  la  estrella  17  ürsae  majoris  como  sigue : 

I        II  III  IV         V 

rj  UrBae  maj.    Culm.  superior    18 .  6    50 .  3     13^41in24«.  3    56 . 0    30 . 0. 

La  declinacion  de  la  esti'ella  es  de  50^  4',  y  con  este  valor  se 

hallä  mediante  la  förmula 

t  =  f  secS 
J-///=65».70,  J7-JJJ=34i.02,  /J/-JF=  31». 69,  //I-r=65«.62. 

Como  la  estrella  pas6  primero  por  el  hilo  7,  las  distancias  de 
hilos  han  de  agregarse  ä  los  pasos  observados  por  los  primeros  dos 
hilos,  y  restarse  de  los  pasos  observados  en  los  dos  Ultimos.  Los 
pasos  observados  en  los  diferentes  hilos  dan  de  consiguiente : 


*  Major  todavla  es  valerse  con  este  fin  de  la  estrella  polar.  — 
Como  las  distancias  entre  los  hilos  solo  conservan  los  mismos  valores 
interin  no  se  cambie  la  distancia  de  los  hilos  al  objetivo,  es  por  lo 
demas  necesario  colocar  los  hilos  exactamente  en  el  foco  antes  de 
determinar  las  distancias  filares,  y  dejarlos  despucs  intactos  en  esta 
posidon. 
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13l»41m24».20 
24  .32 
24  .30 
24  .31 
24  .38 

13h  4111124  .30. 

El  termino  medio  de  todas  las  distaucias  ecuatoriales  entre  los 
hiloö ,  si  6stas  se  considei'an  positivas  para  los  hilos  I  j  II  (situados 
al  lado  -  circulo)  y  negativas  para  los  lY  j  F,  es : 

a  =  +  0«.31. 

Si  ahora  tomamos  el  promedio  de  todas  las  observaciones  de  la 
esirella  tj  Ursae  maj.  exi  los  diferentes  hilos,  resulta: 

13h4im23».82, 

y  agregando  a  este  valor  la  cautidad 

asecd  =  +  0».48 
con  el  signo  positivo,  puesto  que  la  estrella  se  observo  al  tiempo  de 
hallarse  el  circulo  al  Oeste ,  se  halla  pai*a  el  paso  por  el  hilo  medio 

de  todos  los  hilos : 

13h4im248.80 

confonne  con  el  resiütado  de  an-iba. 

21*  Si  el  astro  tiene  im  moviiniento  propio,  se  tiene  que 
Uevarlo  en  cuenta  al  reducir  los  pasos  laterales  al  hilo  medio.  Pero 
como  semejante  astro  tiene  tambien  un  disco  visible  y  una  paralaje, 
considerar^mos  ahora  el  caso  jeneral  de  que  el  limbo  de  este  astro 
se  haya  observado  en  un  hilo  lateral,  y  que  se  träte  de  determinar 
el  tiempo  correspondiente  al  psiso  del  centro  del  disco  por  el  me- 
ridiano. 

Arriba  hemos  hallado  la  ecuacion : 

senc  =  —  sen  w  send  ■+  cosn  cos8  sen(r  —  m) 

que  sirve  para  el  caso  de  que  el  circulo  est6  situado  al  Oeste. 

Suponiendo  ahora  que  el  astro  ha  sido  observado  en  un  hilo 
lateral  cuya  distancia  al  hilo  medio  sea  /*,  siendo  f  positiva  cuando 
el  hilo  y  el  circulo  ae  hallen  al  mismo  lado  del  hilo  medio ,  se  tiene 
que  emplear  c  +  /*  en  vez  de  f.  Pero  si  no  se  ha  observado  el  centro 
sinö  uno  de  los  limbos  del  astro,  cuyo  semi - diametro  aparente 
sea  h\  se  debe  poner  c  +  /'_+ ä'  en  lugar  de  c  en  la  ecuacion  que 
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precede ,  tomando  el  signo  superior  6  inferior ,  segun  que  la  obser- 
vacion  se  refiera  al  limbo  que  precede  6  al  que  sigue*.  Designando 
entonces  con  0  al  tiempo  sid6reo  del  paso  por  el  hilo  y  con  a'  a  la 
asceusion  recta  aparente  del  astro ,  el  angulo  borario  oriental  sera 

7  denotando  por  h'  la  declinaciou  aparente  del  asti'o ,  se  tiene  luego 
la  ecuacion  siguiente: 

sen  [c -f- /"i  Ä']  =  —  sennsen^'+cosncos^ßenfa'—  ö  — w], 

en  donde  sirve  el  signo  superior  ö  inferior  segun  que  se  baja  obser- 
vado  el  limbo  que  precede  ö  el  que  sigue.  Si  designamos  con  ^  la 
distancia  del  astro  al  observador ,  referida  ä  la  distancia  del  astro 
al  centro  de  la  Tierra  como  unidad ,  tenemos  tambien : 

^  Ben  [c  4-  /*  JL  ä']  =  —  ^  Ben  n  send' 

—  d  008  n  cosm  co8d'Ben((9  —  «') 

—  z/  cosn  sen  m  cos  ä'  cos  (0  —  «') , 

y  como  c ,  n ,  m ,  /",  ä',  y  por  lo  mismo  tambien  ®  —  a  son  canti- 
dades  pequenas,  se  puede  reemplazar  sus  senos  por  los  arcos  6 
igualar  sus  cosenos  a  la  unidad.    De  este  modo  se  obtiene : 

J C08d'(a'-  0)  =  +  z/ . /*±-^ .  Ä'+  wz/ .  cosd'H-  wzi .  8end'+  c^. 

Las  cantidades  aparentes  pueden  espresarse  ahora  en  funcion 
de  cantidades  jeocentricas ,  pues,  introduci6ndose  la  paralaje  hori- 
zontal en  lugar  de  la'  distancia  al  centi'o  de  la  Tierra,  se  obtiene 
segun  las  förmulas  (o)  del  n®-  4 ,  cap.  III : 

z^  cos  d' cos  a' =  008  d  cos  a  —  ß  Ben  JT  cos  qp' co8  ö 
z/ cos  d' sen  c' =  008  d  sen  a  —  ^  sen  »  cos  qp' sen  O 
J  sen  d'  =  sen  d  —q  sen  n  sen  tp', 

de  donde  se  sigue  facilmente 

^co8d'co8(ö  —  a)  —  cosd  co8((9  —  o)  —  Q&enn  cosqp' 
z/cosd'sen(0  —  ct)  =  coi&seii{0  —  a) 

ö ,  si  ©  —  a  es  un  angulo  pequeno : 

-icos  ö\e  -  a)  =  cos  »{e-a) 
<^cosd'  =cosd  — ^senwcosqp' 

d  sen  S'  =  sen  d  —  q  sen  n  sen  <p\ 


*  En  efecto,  si  el  limbo  precedente  se  hubiese  observado  en  el 
hilo  medio,  ei  centro  estaria  en  cl  mismo  instante  en  un  hilo  lateral 
cuya  distancia  serfa  f=  +  h\ 


489 

De  las  dos  ultima»  ecuaciones  se  obtiene  todavia  con  la  aproxi- 
macion  suficiente  para  este  caso : 

J  —  1  —  Q  BGnit  co»{q)*  —  d). 

Si  se  designa  coii  h  al  semi  -  diametro  verdadero  del  astro  visto 
deöde  el  centro  de  la  Tierm,  se  tiene  por  ultimo: 

Introduciendo  estas  espresiones  en  lugar  de  las  cantidades  apa- 
rentes  que  entran  en  la  ecuacion  hallada  arriba  para 

se  obtiene : 

coßd(a  -  ö)  =  /*[l  —  p8en7rco8(y'— d)]iÄ 

■f  [cos  d  —  Q  8cn  n  cos  qp']  [m  +  n  tang  d'  4-  c  sec d'] 
6: 

a  =  9±  — jr  +  f ^ -^-^ - 

C080  cosa  ,  . 

['-,  («) 

1  —  9  Ben  TT  — S  I  [m  +  n  tangd'  +  c  8ecd']. 

En  el  ultimo  termino  se  ha  conservado  ö'  en  vez  de  d,  por  ser  mas 
cömoda  en  esta  forma.  Pero  la  declinacion  aparente  ö'  puede  leerse 
en  el  circulo  auxiliar  siempre  con  la  aproximacion  de  unos  pocos  mi- 
nutos,  suficiente  para  el  fin  propuesto.  Si  esto  no  tiene  lugar,  en  tal 
caso  deben  emplearse  las  cantidades  jeoc6ntricas  verdaderas  tambien 
en  el  ultimo  termino.  Pero  el  ultimo  termino  de  la  ecuacion  para 
Jcosö\a  —  a)  es 

-^mJ  cosd'  +  « -^  sen  d'+cJ. 

Poniendo  aqui  en  lugar  de  ^/cos6',  ^send'  y  ^  l&a  espresiones 

halladas  aniba,  d  introduciendo  las  notaciones  siguientes: 

in  =m—c  008  <p'  g  8en  n 
n^n—c  sen  «p'  g  sen  n 
c  =  c  — [w  008  y'+n  seng?']  p  sen  JT, 

dichos  tres  terminos  se  convierten  en: 

cos  9  [m  +  n  tang  J  +  c'  sec ä]  , 
luego : 

a=S  + r  +  / .  ■- 4- w  H- n  tangd  +  c  seod.    (b) 

C080  OOBO 

Si,  pues,  el  astro  tiene  un  movimiento  propio,  se  halla  el  tiempo 
de  la  culminacion  por  medio  del  tiempo  observado  B  del  paso  por 
un  hilo  lateral,  agregando  a  6  el  tiempo  que  tarda  el  astro  en 
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recorrer  el  ängulo  horario  u  —  0.   Pero  este  tiempo  es  igual  ä  este 

mismo  ängulo  horario  dividido  por  1  —  A ,  siendo  l  el  incremeuio  de 

la  ascension  recta  durante  un  segundo  de  tiempo  sidereo.   Poniendo 

entonces 

1— p  senw  C08(qp'—  ^)  _  jp 

(1~X)C08«  ~       ' 

la  reduccion  al  meridiano  viene  a  ser: 

6  tambien: 

1            ^           .  ^  T,i  .  1  ~  p  sen  JT  cos  <p' HBc  ^'        ,      ,        ^.  •,,, 

=  ^(l-;i)coBd  +  ^^+  l-X N  +  ntangd+caec«]. 

7i  sec  8 
Despreciando  el  termino  - — j- ,  se  obtiene  el  tiempo  de  la  cul- 

minacion  nö  del  centro  sinö  del  limbo  observado,  y  despreciando 
tambien  el  denominador  1  —  A  del  ultimo  termino ,  la  ascension  recta 
del  limbo  del  astro  que  de  este  modo  se  obtiene  para  la  culminacion 
por  el  tiempo  sid6reo  hallado,  no  correspondo  al  tiempo  de  la  cul- 
minacion misma,  sinö  al  tiempo  observado  del  paso  por  el  hilo  medio. 

Como 

1  —  p  sen«  cosqp'  sec^' 

difiere  siempre  poco  de  la  unidad ,  se  puede  reemplazar  este  factor 
por  la  unidad,  con  tal  que  m,  n  y  c  sean  cantidades  mui  pequeflas*. 
Bessel  ha  dado  en  sus  Tabulae  Regiomontanae  una  tabla,  por 
la  cual  se  facilita  mucho  el  calculo  de  la  cantidad  F  en  las  obser- 
vaciones  de  la  Luna,  ä  las  cuales  se  aplica  de  preferencia  lo  que 
precede.    Con  efecto ,  esta  tabla  da  el  logaritmo  de 

1  —  p  sen»  cos(qp'—  d) 
con  el  argumento ; 

log  p  sen  n  cos  (qp'  —  9) , 

y  ademas  el  complemento  de  los  logaritmos  de  1  —  A,  siendo  el  ar- 
gumento la  variacion  de  la  ascension  recta  en  12  horas.    Una  otra 

tabla  da  el  logaritmo  de  F  para  el  Sol,  y  la  cantidad  .  __ .. — 7^^, 

ambas  cantidades  para  cada  dia  del  ano. 

Por  lo  demas  se  advierte ,  que  no  se  necesita  conocer  el  valor 
de  F^  si  el  astro  dotado  de  un  movimiento  propio  ha  sido  observado 


*  y^ase:  Beseel,  Tabulae  Regiomontanae  pa^.  LII. 
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en  todos  los  bilos ,  con  tal  que  estos  Ultimos  est6u  situados  sim6trica- 
mento  y  a  distancias  pröximamente  igiiales  con  respecto  al  hilo 
medio ,  puesto  en  tal  caso  se  puede  tomar  simplemente  el  promedio 
de  los  pasos  observados  en  todos  los  hilos  j  agregar  k  6ste  la  pe- 
quefia  correccion  dependiente  de  las  desigualdades  de  las  referidas 
distancias. 

Ejemplo.  El  13  de  Julio  de  1848  fueron  observados  en  Bilk  los 
pasos  del  primer  limbo  de  la  Luna  por  los  cinco  hilos  del  anteojo 
meridiano,  con  el  circulo  vuelto  hacia  el  Oestq,  como  sigue: 

I  171»  26m  42«.  9 

II  26      6.0 

III  28  . 8 

IV  51  . 0 

V  27     14  .8. 

Las  distancias  de  los  hilos  al  hilo  medio,  deducidas  de  un  gran 
nümero  de  observaciones ,  eran: 

/    42>.23  II    21».  96  IV    20».  32  V    428.30. 

Para  reducir  ahora  los  pasos  observados  en  los  diferentes  hilos 

al  hilo  medio ,  se  tiene  que  calcular  en  primer  lugar  la  cantidad  F, 

En  este  dia  era: 

a  =  -180l0'.6, 

ademas  la  variacion  de  la  ascension  recta  en  una  hora  media  de 

129«.8,  y 

«  =  56'11".0,         Ä  =  60».15; 

y  para  Bilk : 

9=  50°  1'.  2,        logp  =  9  .  99912. 

Como  una  hora  de  tiempo  medio  es  igual  a  3609' .  86  de  tiempo 

sid6reo,  se  obtiene: 

A  =  0.03696, 
y  con  esto : 

JP=  0.03666. 

Multiplicando  las  distancias  de  los  hilos  por  este  factor,  6stas 
se  convierten  en :  45g  g^ 

23  .84 
22  .06 
46  .  92. 

Por  consiguiente  los  tiempos  de  los  pasos  por  los  hilos  laterales, 
reducidos  al  hilo  medio  serau : 
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17h 26m 28«.  74 
28  .84 
28  .80 
28  .94 
28  .88 

en  t^rmino  medio  17^26» 28«.  84. 

El  t^rmino 

h 

"*"(1-X)C08* 

es  igiial  ä: 

+  658.67, 

luego  la  hora  del  paso  del  centro  de  la  Luna  por  el  hilo  medio  sera 

171»  27m  34».  51. 

En  el  luisrno  dia  las  cautidades  b  y  k,  y  por  tanio  tambien  m 
y  n  eran  uulas ;  al  contrario : 

c  =  H-0«.09. 

Igualando ,  pues ,  el  factor 

1  —  p  sen  n  cos  qp'  secd' 

ä  la  unidad,  hallamos  la  hom  de  la  culminacion  del  centro  de  la 

Luna  igiial  ä 

27*1 27»  34».  60. 

4 

Si  la  pai*alaje  del  astro  es  nula ,  6  al  menos  mui  pequefia ,  como 
sucede  con  el  Sol  por  ejemplo ,  la  förmula  para  la  reduccion  al  me- 
ridiano  se  vuelve  mas  sencilla.    Con  efecto ,  en  tal  caso  es : 


(l-A)cosd 

Ordinai*iamente  se  observan  los  pasos  de  los  dos  limbos  del  Sol 

por  los  diferentes  hilos,  y  se  toma  por  ultimo  el  promedio  de  las 

observaciones  de  ambos  limbos,  de  manera  que  ya  no  hai  necesidad 

h 


de  calcular  el  termino 


(1  — A)cosd' 


22«  Nos  resta  todavia  enseflar  el  modo  de  determinar  los  errores 
del  anteojo  meridiano  por  medio  de  observaciones. 

En  primer  lugar  se  debe  tratar  de  rcctifiar  aproximadamente 
el  instrumento  segun  los  metodos  espuestos  en  el  n^-  5,  cap.  IV. 
Despues  de  averiguadas  las  desigualdades  de  los  pezones  mediante 
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nivelaciones  hecbas  en  ambas  posiciones  del  instnimento ,  se  puede 
determinar  con  exactitud  el  error  de  inclinacion  por  medio  del  nivel 
de  aire  conforme  con  las  reglas  dadas  en  el  n®- 1  de  eate  capitulo. 
La  inclinacion  del  eje  de  los  pezones  puede  tambien  detemiinarse 
por  observaciones  directas  y  reflectidas  de  una  estrella  situada  cerca 
delpolo,  p.  ej.,  de  la  estrella  polar.  En  efecto,  observando  seme- 
jante  estrella  en  varios  bilos ,  y  Uamando  T  al  promedio  de  los  pasos 
observados ,  reducidos  al  hilo  medio ,  se  tendra ,  segun  lo  que  pre- 
cede ,  para  la  culminacion  superior  la  ecuacion : 

a  =  T-\-dt  +  % '  +  k r  +  csec^, 

cosa       coBtf 

en  donde  es  i  =  5  cuando  el  circulo  estä  al  Oeste ,  6  i  =  —  &',  cuando 
el  circulo  esta  al  Este ,  denotando  por  &  y  &'  la  elevacion  del  lado- 
circulo  en  las  dos  posiciones.  Si ,  al  contrario ,  se  observa  la  imäjen 
de  la  estrella  refleja  en  un  borizonte  artificial,  en  cuyo  caso  la 
distancia  zenitaJ  es  de  consiguiente  iguaJ  k  180^  —  z^  se  tendra: 

a=:T  -^dt  —  % — -z  +  k r  +  csec^, 

cosa       co8d~ 

en  donde  T'  signiiica  el  promedio  de  los  pasos  observados ,  reduci- 
dos al  hilo  medio.   De  estas  dos  förmulas  se  sigue: 

.     T-T  cosa 


t  = 


C08£r 


A  causa  de  la  pequenez  del  factor  cos  B  el  valor  de  t  puede 
determinarse  con  una  exactitud  gi'ande  por  medio  de  observaciones 
de  esta  especie. 

Para  determinar  el  error  c,  se  observa  una  misma  estrella  en 
las  dos  posiciones  del  instriimento,  escojiendo  al  efecto  estrellas 
situadas  mui  cerca  del  polo,  p.  ej.,  of,  6  6  1  ürsae  minoris,  tanto 
porqüe  el  movimienio  mas  räpido  de  otras  estrellas  no  permitirla 
invertir  el  instrumento  entre  los  pasos  por  los  diferentes  hilos, 
cuanto  porque  para  semejantes  estrellas  el  coeficiente  sec6  de  c  es 
mui  grande,  de  manera  que  los  errores  cometidos  en  las  obser- 
vaciones tienen  un  influjo  pequeno  en  la  determinacion  de  c.  Obser- 
vando entonces  la  estrella  en  algunos  hilos  con  el  cii'culo  al  Oeste, 
y  designando  con  t  al  promedio  de  estos  pasos  reducidos  aJ  hilo 
medio  y  correjido  ya  del  error  de  inclinacion ,  se  tiene : 

^  .    v^     7  8en(cp  — ^)  . 

coso 
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Invirtiendo  en  seguida  el  instrumento  j  volviendo  a  observar 
la  misma  estrella  en  algunos  hilos  con  el  circulo  al  Este,  se  tiene: 

^,      ^^     -senfqp— d)  _ 

tt  =  t  ~\-^t-\-k  — ^^^    ^ - c aec* 

COB^ 

donde  f  significa  el  promedio  de  los  tiempos  observados ,  reducidos 
al  hilo  medio  y  correjido  como  antes  del  error  de  inclinacion.  De 
las  dos  ecuaciones  se  deduce : 

c=  ——e^Bo. 

Cuando  haya  \in  objeto  terrestre  mui  lejano  (marca-meridiana) 
en  el  horizonte  y  situado  en  la  direccion  del  meridiano,  al  cual  se 
halle  adaptada  una  escala  cuyas  divisiones  est^n  espresadas  en  se- 
gundos ,  se  puede  determinar  el  error  de  colimacion  por  la  obser- 
yacion  del  objeto  en  las  dos  posiciones  del  instrumento ,  puesto  que 
este  error  es  igiial  k  la  mitad  del  nümero  de  divisiones  de  la  escala 
comprendidas  entre  el  hilo  medio  en  las  dos  posiciones.  Mejor  to- 
dayla  se  presta  k  esta  determinacion  im  colimador.  Si  el  anteojo 
est&  proyisto ,  k  mas  de  los  hilos  que  sirven  para  observar  los  pasos 
de  la  estrella,  de  otro  hilo  paralelo  k  6stos,  movible  por  un  tornillo 
microm6trico  cuya  posicion  pueda  leerse  en  una  escala  que  senale 
las  vueltas  completas  del  tornillo  y  en  el  tambor  graduado  que  de 
las  fracciones  correspondientes ,  en  tal  caso  se  puede  diryir  el  an- 
teojo en  las  dos  posiciones  del  instrumento  k  la  cruz  filar  del  coli- 
mador y  llevar  al  hilo  movible  a  coincidencia  con  esta  cruz.  Lla- 
mando  a  y  &  a  las  lecturas  que  corresponden  k  las  posiciones  del 
hilo  movible  en  las  dos  situaciones  del  instrumento,  se  v6  facil- 
mente  que  ^{d  +  h)  debe  senalar  la  posicion  del  hilo  movible,  la 
que  combinada  con  el  centro  del  objetivo  determina  la  direccion  de 
una  linea  perpendicular  al  eje  de  rotacion  del  instrumento.  Obser- 
vando ,  pues ,  tambien  la  coincidencia  del  hilo  movible  con  el  medio, 
y  denotando  por  C  la  lectura  que  entonces  se  haga,  el  error  de 
colimacion  sera  0  — ^(a  +  Z)),  ö  i(a+2>)— "C^,  y  su  signo  sera 
positivo  cuando  el  hilo  movible  en  la  posicion  ^  (a  +  '^)  se  halle  en 
el  lado  opuesto  al  lado- circulo. 

Si  se  puede  disponer  de  dos  colimadores  situados  el  imo  al 
Norte ,  el  otro  al  Sur  del  anteojo ,  se  puede  determinar  el  error  de 
colimacion  sin  invertir  el  instrumento.    En  efecto,  dirijiendo  uno  a 
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otro  los  dos  colimadores*  y  llevando  sus  cnices  filares  4  coincidencia, 
los  ejes  de  los  dos  colimadores  estar4n  paralelos.  Si  se  visa  entonces 
con  el  anteojo  del  circulo  siicesivamente  las  cmces  filares  de  los 
colimadores ,  y  se  Ueva  en  cada  posicion  el  hilo  movible  a  coinciden- 
cia con  lacruz  filar,  el  error  de  coHmacion  se  espresar4  como  antes 
por  4  («  +  2>)  —  C,  6  C—  ^  (a  +  ^) ,  en  donde  a  j  h  significan  las 
lecturas  correspondientes  a  la  posicion  del  hilo  movible  en  las  dos 
punterias ,  y  para  el  signo  sirve  la  misma  regia  de  arriba. 

Un  otro  m6todo  para  determinar  el  error  de  colimacion  se 
funda  en  el  nso  del  ocular  colimador.  Con  este  fin  se  coloca 
debajo  del  anteojo  dirijido  al  nadir  nn  faorizonte  artificial  que 
ordinariamente  se  compone  de  una  tasa  Uenada  de  mercurio**. 
Si  la  linea  de  colimacion  no  coincide  con  la  vertical,  se  divisar^ 
en  el  anteojo  k  mas  del  hilo  medio  tambien  la  im&jen  refleja  de 
6ste,  cnya  distancia  al  hilo  medio  es  igual  al  doble  desvio  de  la 
linea  de  colimacion  k  la  vertical,  y  este  desvio,  proveniente  en 
parte  del  error  de  colimacion ,  en  parte  del  error  de  inclinacion  del 
eje,  pnede  f&cilmente  medirse  por  medio  del  hilo  movible***.  Con 
este  fin  conviene  colocar  el  hilo  mövil  primero  de  tal  modo,  que 
el  hilo  medio  ocupe  exactamente  la  mediania  entre  su  imajen  refleja 
y  el  hilo  movible ;  en  seguida  se  mneve  el  hilo  movible  hasta  tanto 


*  A  fin  de  que  esta  operacion  pueda  efectuarse,  al  hallarse  los 
oolimadores  montados  en  el  horizonte  del  instrumento,  se  practican,  k 
propuesta  de  Airy,  en  el  cubo  del  eje  dos  aberturae  la  una  opuesta  k 
la  otra,  al  traves  de  las  cuales  se  pueda  dir\jir  un  colimador  al  otro, 
al  tiempo  de  ocupar  el  instrumento  la  posicion  vertical. 

**  El  mejor  horizonte  artificial  consiste  en  una  tasa  chata  de 
cobre  k  la  que  se  da  una  forma  esfdrica  de  un  radio  mui  grando.  Des- 
pues  de  humedecida  con  algunas  gotas  de  6,cido  nftrico  y  frotada  con 
un  poco  de  algodon,  se  la  Uena  de  mercurio.  Este  ultimo  disuelve  un 
poco  de  cobre  y  forma  en  este  estada  algo  impuro  una  superficie  mucho 
mas  tranquila  que  el  mercurio  puro.  El  öxido  que  entonces  se  forme 
k  la  superficie  se  quita  facilmente  mediante  un  papel  doblado,  y  se 
obtiene  de  este  modo  una  superficie  perfectamente  pura  y  brillante. 

***  Para  todas  estas  determinaciones  es  necesario  conocer  el  valor 
de  una  vuelta  del  tomillo  que  hace  mover  al  hilo  mövil.  Pero  ^ste 
puede  hallarse  facilmente  midi^ndose  el  int^rvalo  conocido  entre  dos 
hilos  por  medio  del  tomillo,  llevando  con  este  fin  al  hilo  movible  k 
coincidencia  con  cada  uno  de  los  hilos,  y  haciendo  la  lectura  de  la 
escala  y  del  tambor. 
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que  la  im&jen  refleja  se  halle  exactamente  en  medio  de  los  dos  hilos. 
Como  el  hilo  möyible  produce  tambien  una  im&jen,  se  ven  en  la 
primera  posicion  los  dos  hilos  j  a  su  lado  las  dos  imajenes  reflejadas 
k  iguales  distancias ,  al  paso  que  en  la  segunda  posicion  aparecen 
los  hilos  7  las  imajenes  altemativamente  a  distancias  iguales.  La 
diferencia  de  las  lecturas  correspondientes  a  las  dos  posiciones  del 
hilo  movible  es  igual  k  la  triple  distancia  del  hilo  medio  a  su  im&jen 
reflejada. 

A  fin  de  poder  distinguir  la  im&jen  reflejada  en  el  horizonte  del 
mercurio ,  es  menester  que  la  luz  se  refleje  al  mercurio  de  modo,  que 
los  hilos  aparezcan  sobre  un  fondo  iluminado.  Esto  puede  eonse- 
guirse  adaptando  al  interior  del  tubo  del  ocular  un  yidrio  piano, 
inclinado  bajo  un  &ngulo  de  45®  con  respecto  al  eje  del  anteojo,  j 
aplicando  una  abertura  lateral  enfrente  del  cristal  por  cujo  conducio 
la  luz  caiga  sobre  este  ultimo.  Para  que  el  campo  de  vision  quede 
uniformente  iluminado  es,  como  lo  ha  indicado  primero  Grauss,  de 
necesidad  quitar  del  ocular  el  lente  anterior,  vuelto.  häcia  el  rec- 
ticulo.  Mas  como  es  molesto  cambiar  frecuentemente  el  ocular  or- 
dinario  con  el  ocular  colimador,  ser^  preferible  seguir  el  m^todo 
propuesto  por  Bessel,  el  cual  consiste  en  colocar  simplemente  en 
el  lado  esterior  del  ocular  ordinario  un  yidrio  piano ,  6  un  prisma, 
7  hacer  reflejar  la  luz  ä  los  hilos  por  medio  de  6ste.  Es  cierto ,  que 
en  tal  caso  no  se  apercibe  sino  una  pequeüa  parte  del  campo  de  la 
vision;  sin  embargo,  la  observacion  de  los  hilos  reflejos  no  presenta 
ninguna  dificultad ,  con  tal  que  el  cristal  6  prisma  este  asegurado  ä 
un  marco  que  permita  variar  su  inclinacion  con  respecto  al  eje. 

La  determinacion  del  error  de  colimacion  se  verifica  entonees 
del  modo  siguiente :  sea  h  la  inclinacion  de  la  linea  determinada  por 
los  pezones,  tomada  positiva  cuando  el  lado-circulo  sea  el  mas 
elevado ;  ademas  sea  u  la  desigualdad  de  los  pezones  espresada  en 
segundos,  tomada  positiva  cuando  el  pezon  mas  grueso  est§  vuelto 
hacia  el  lado-circulo,  por  ultimo  sea  e  el  error  de  colimacion,  con- 
tado  positivo ,  cuando  el  angulo  que  forma  el  lado  -  circulo  del  eje 
con  la  linea  de  colimacion  vuelta  häcia  el  objetivo  sea  ma7or  de  90*^; 
denotando  entonees  por  d  la  distancia  de  la  imäjen  refieja  al  hilo 
medio,  tomada  positiva  cuando  la  imäjen  refleja  7  el  lado-circulo  se 
hallen  h  un  mismo  lado  del  hilo  medio,  se  tiene: 

l  (?  =  &  4.  M  —  c. 
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Si  por  consiguiente  h-^u  se  conoce  por  medio  de  la  nlvelacion, 
se  pnede  deducir  de  esta  ecuacion  el  error  de  colimacion ,  y  reciproca- 
mente  la  inclinacion  del  eje  de  los  pezones  cuando  el  error  de  coli- 
macion se  haya  determinado  por  cualquier  otro  m^todo.  Invirtiendo 
el  instrumento  y  designando  con  ^  a  la  distaucia  de  la  imajen  refleja 
al  hilo  piedio,  tomada  positiva  cuando  ^sta  y  el  lado-circulo  est6n 
situados  a  un  mismo  lado  del  hilo  medio ,  serä : 

Jd'=  — ft  +  i*  — c. 

De  estas  dos  ecuaciones  se  sigue: 

&  =  +  j(d-d'). 

Observando ,  pues ,  la  imajen  refleja  en  ambas  posiciones  del  in- 
strumento ,  se  puede  determinar  tanto  ä  c ,  como  tambien  la  incli- 
nacion del  eje  de  los  pezones ,  supuesto  que  la  desiguaJdad  de  lo8 
pezones  sea  conocida. 

En  los  pequenos  instrumentos  port&tiles ,  comunemente  no  pro- 
vistos  de  un  hilo  movible ,  se  puede  determinar  el  error  de  colimacion 
segun  el  m6todo  anterior  por  medio  del  nivel  de  aire.  En  efecto, 
haciendo  levantar  6  bajar  uno  de  los  estremos  del  eje  mediante  los 
tornillos  correspondientes  hasta  tanto  que  la  im4jen  refleja  coincida 
con  el  hilo  medio ,  entonces  es  ei  =  0 ,  luego  c  =  &  +  if .  Por  consi- 
guiente ,  si  6  -|-  w  se  determina  por  la  nivelacion  del  eje  conforme 
con  el  n°-  3  de  este  capitulo ,  este  valor  es  igual  al  error  de  coli- 
macion. 

• 

IJjemplo,  Las  siguientes  observaciones  fueron  hechas  en  Ann 
Arbor  con  el  circulo  meridiano  en  sus  dos  posiciones. 

El  nivel  acusö  la  inclinacion  del  eje  de  los  pezones  fe'=  +  2".77' 
al  tiempo  de  hallarse  el  circulo  al  Oeste ,  y  2>'i  =  —  2".  45  en  la  po- 
sieion  opuesta  del  circulo.  La  distancia  de  la  im&jen  refleja  al  hilo 
medio,  espresada  en  partes  de  una  vuelta  del  tomillo  microm6trico, 
se  ballö  como  sigue: 

d  =  -♦-  OP.  2260        Circulo  Oeste 
d'=--0  .3107        Cfrculo  Este. 

Se  tiene  de  consiguiente: 


i" 


c-w  =  -|-0P.0212=:-j-0  .43 
&  =  +  0  .1342  =  -1-2".  73; 

32 
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atendido  que  una  vuelta  del  tomillo  equivale  k  20  .  33;  y  como. 

M = -f  O".  17 ;  se  sigue : 

c  =  -\-  0".  60 

y  la  inclinacion  del  eje  con  el  circulo  al  Oeste  l>'=  +  2''.  90,    y 

h\  =  —  2".  56  con  el  circulo  al  Este. 

La  punterla  del  hilo  medio  al  colimador  septentrional  di6 : 

21P.132        Circulo  Oeste 
21  .999        Circulo  Este, 

luego  es  ^  {a  +  h)  =  21  .  5655.    La  coincidencia  del  hilo  mövü  con 

el  medio  habia  dado  0=2JP.  5397,  y  como  en  este  caso  se  ha  de 

tomar  ^  (a  +  &)  —  C  para  dar  al  error  de  colimacion  el  signo  debido, 

serä  * 

c  =  +  OP .  0258  =  +  0".  52. 

Por  ultimo  los  dos  colimadores  fueron  dirijidos  uno  al  otro  y 

llevando  a  coincidencia  al  hilo  movible  con  las  cnices  filares,  se 

obtuvieron  las  lecturas : 

para  el  colimador  austral     21P.  1190 

para  el  colimador  septentr.  22  .0127 

luego  es  i(a  +  5)=    21  .5658 

C=    21  .5397 


c  =  +  0P.0261  =  +  0".53. 


Despues  de  determinados  la  inclinacion  y  el  error  de  colimacion 
resta  todavia  hallar  el  azimut  del  instrumento  y  el  error  del  reloj. 

Con  este  fin  pueden  combinarse  las  obsQryaciones  de  dos  estre- 
llas  cuyas  ascensiones  rectas  se  conozcan.  Si  el  andar  del  reloj  no  es 
nulo ,  se  tiene  que  reducir  el  estado  del  reloj  ä  un  mismo  instante 
aplicando  el  andar  entre  las  observaciones  de  las  dos  estreUas  ä  uno 
de  los  tiempos  observados  k  fin  de  que  Jt  tenga  el  mismo  valor  en 
'las  ecuaciones  que  resulten  de  las  dos  observaciones.  Sean  entonces 
Iq  y  t^Q  los  tiempos  de  los  pasos  por  el  hilo  medio,  corregidos  del  error 
de  colimacion  y^  del  andar  del  reloj ;  se  tendra  las  dos  ecuaciones 

9en{q>—d) 


a  =  to'\-Jt  +  k 


cos^ 


cosd 

de  las  cuales  pueden  deducirse  las  dos  incögnitas  Jt  jh.  En  efecto, 

se  obtiene: 

^.      ,    ,  ,8en(^-d') 

a-^a-to-tQ  +  k  — ^^ jy  C08<p 

cosdcoso 
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luego : 

,  _  a'  —  a  —  (t'o  —  to)   cosd  cos d' 

""  cosqp  üen{ß—d') 

Determinada  la  cantidad  k ,  se  obtiene  el  estado  del  reloj  por 
una  de  las  ecuaciones  primitivas  relativas  k  a  6  a\  Por  la  ecuacion 
relativa  4  A;  se  v6 ,  que  para  la  determinacion  mas  ventajosa  de  k  se 
exije,  que  la  diferencia  8  —  ö'  se  aproxime  en  lo  posible  4  00^.  La 
mejor  determinacion  de  k  se  obtendra ,  de  consiguiente ,  combinando 
Tina  estrella  situada  cerca  del  polo  con  otra  que  se  halle  cerca  del 
ecuador,  puesto  que  en  tal  caso  el  numerador  serk  mui  pequeilo  y 
pröximamente  igual  k  la  unidad.  Pero  si  no  es  posible  observar  una 
de  las  estrellas  polares ,  se  debe  combinar  dos  estrellas  de  las  que 
cuhnine  una  cerca  del  zenit  y  la  otra  no  mui  distante  del  horizonte. 
Mas  cualquiera  que  sea  el  m§todo  que  se  emplee ,  siempre  Ber&  con- 
veniente  observar  mas  que  dos  estrellas  para  poder  determinar  los 
valores  mas  probables  de  Jt  j  Je, 

Para  estas  determinaciones  se  emplean  siempre  las  estrellas 
fundamentales,  cuyas  ascensiones  rectas  se  conocen  con  mucha 
exactitud ,  j  cuyas  posiciones  aparentes  se  d&n  con  este  fin  para  cada 
d6cimo  dia  en  los  anuarios  astronömicos.  Es  de  advertir,  que  en 
estas  efemeridos  no  se  ha  tomado  en  cuenta  la  aberracion  diuma,  por 
depender  6sta  de  la  latitud.  Ahora  bien ,  como  esta  aberracion  para 
la  culminacion  se  espresa,  conforme  con  el  n^*  19,  cap.  UI,  porr 

+  0".  3113  cos  9  eec*, 

en  dond&  el  signo  superior  sirve  para  la  culminacion  superior  y  el 
otro  para  la  culminacion  inferior ,  se  v6  que  se  procederä  del  modo 
mas  cömodo ,  aplicando  esta  cantidad  con  signo  opuesto  k  los  tiempos 
de  observacion,  puesto  que  asi  ella  puede  asimilarse  al  error  de 
colimacion.  La  aberracion  diuma  se  tomarä,  de  consiguiente,  en 
cuenta  poniendo  en  todas  las  förmulas  dadas  arriba  c  —  O".  3113  cos  q> 
6  en  tiempo  c  —  O*.  0208  cos<p  en  lugar  de  c,  y  —  (c  +  0.0208  cos^) 
en  lugar  de  —  c. 

Los  m6todos  espuestos  arriba  se  emplean  ordinariamente  con 
los  instrumentos  menores,  cuando  no  se  puede  contar  con  una  posi- 
cion  invariable  del  instrumento  durante  un  int^rvalo  de  tiempo  algo 
largo ;  en  jeneral ,  ellos  pueden  emplearse ,  en  paiiicular  el  primer 
metodo,  cuando  se  trata  de  hacer  tan  solo  determinaciones  rela- 
tivas.  Para  dar  un  ejemplo  completo  del  modo  de  determinar  los 

32* 
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errores  de  un  instrumento  de  pequenas  dimensioues  sirva  el  si- 
guiente : 

Ejemplo.    El  5  de  Abril  de  1849  se  hicieron  en  Bilk  con-  nn 
anteojo  meridiano  las  observaciones  siguientes: 

Circulo  Geste. 

/  //  ///  IV        V        Promedio 

/5  0rioni8        54«.  8  15«.  3    5h8»37«.4    58«.  0    20«.  1     5l>8«37«.44 

Culm.  8up. 
Polaris    38»»  13  . 0    51«  14  . 0    Ol»  1   5    15  .  25 

Z;  =  -0«.03. 

,  Circulo  Este. 

II  III 

Culm.  sup.  Polaris  19^  26« .  0     li»  5»»  25« .  0  1  5    24  .  67 

6  =  +  0«.05. 

Las  posiciones  aparentes  de  estas  dos  estrellas  eran  en  este  dia : 

Polaris    «  =  1^4™  17«.  92        8-   88°  30' 15".  5 
/J  üriouis  a':^ 5  7    16  .  66        S'=-%  22  .  8. 

Aplicando  primero  las  correcciones  debidas  ä  la  incliuaeiou ,  se 

obtiene  para  los  tiempos  de  los  pasos  por  el  hilo  medio : 

/JOrionis  öl»8«»378.42 
Polaris   1   5    14  .  33  Circulo  Oeste 
.  Polaris  15    23  .  05  Circulo  Este. 

De  las  observaciones  de  Polaris ,  hechas  en  las  dos  posiciones 
del  instrumento,  se  deduce  el  error  de  colimacion 

=  +  0«.114, 

y  como  la  aberracion  diurna  para  Bilk  es  igual  &0*.0i3secd,  se 
tiene  que  tomar  en  atencion  ä  ella  +0".  101  en  lugar  de  c  al  tiempo 
de  hallarse  el  circulo  al  Este,  y  +0".  127  con  el  circulo  al  Oeste. 
Si  correjiraos  ahora  las  observaciones,  practicadas  al  tiemiH)  de 
hallarse  el  circulo  al  Oeste ,  del  error  de  colimacion ,  resulta : 

/?  Orionis  ^--  «'o  =  5i»8™37«.  52 
Polaris  =  ^o  =  1   5    18  .  20. 
Luego  es: 

t\  - <o  =  4»»  3"»  19«.  32         a-  a ^  4h  2«  58«.  74, 
y  como 

9-51°  12'.  5 
se  halla 

k  =  -  0«.85. 
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El  tiempo  de  observacion  de  ß  Orionis ,  despejado  de  los  errores 
iustrumentales,  es  de  couäiguiente 

5h 8m  368.  78, 
luego : 

Los  m6todos  que  acaban  de  darse  para  la  determinacion  de  k 

presentan  el  inconveniente  de  depender  de  las  posiciones  de  las 

estrellas.    Es  por  tanto  de  iraportancia,  conocer  xm  metodo  que  pro- 

porcione  la  determinacion  de  k  independientemente  de  cualquier 

error  de  la  ascension  recta  de  la  estrella,  y  el  que  por  lo  mismo 

pueda  eAplearse  cuando  se  träte  de  hacer  determinaciones  absolutas 

con  instrumentos  instalados  de  un  modo  fijo  en  el  meridiano.    Para 

esto   sirven  las   observaciones   de   iina  misma  estrella  en  su  cul- 

minacion  superior  e  inferior.    En  tal  caso  es  a  —  a=12*^  +  z/a  y 

d'=  180*^  —  ö,  donde  Ja  significa  la  variacion  de  la  ascension  recta 

en  el  intcrvalo  comprendido  entre  las  dos  culminaciones ,  y  en  con- 

secuencia  la  formula  acabada  de  hallar  para  k  se  convierte  en  la 

siguiente : 

n^  +  Ja-{t'o-to)    coa^« 
~  cos  9  senSd 

2coä9taDgd 

Este  m6todo  se  emplearä  del  modo  mas  ventajoso ,  observando 
una  estrella  pröxima  al  polo  en  sus  dos  culminaciones,  puesto  que 
entonces  el  divisor  tang  8  se  vuelve  mui  grande.  Por  lo  demas  exije 
este  m6todo ,  que  el  instrumento  conserve  exactamente  la  misma  po- 
sicion  durante  el  tiempo  comprendido  entre  las  dos  culminaciones, 
6  que  se  pueda  determinar  el  cambio  del  azimut,  caso  que  esto  no 
tenga  lugar. 

A  fin  de  no  tener  necesidad  de  determinar  frecuentemente  el 
azimut  por  observaciones  de  la  estrella  polar ,  se  erije  a  veces  una 
marca  meridiana  ä  una  distancia  grande  del  instrumento.  Esta  con- 
siste  en  un  pilar  de  piedra  sentado  sobre  una  base  mui  solida  de  la 
misma  materia ,  el  que  lleva  una  escala  graduada  situada  a  nivel  del 
instrumento.  Si  entonces  se  determina  por  medio  de  un  gran  niimero 
de  observaciones  de  la  estrella  polar  el  punto  de  la  escala  que  corre- 
sponde  al  meridiano ,  se  puede  hallar  en  seguida  inmediatamente  el 
azimut,  haciendo  con  el  instrumento  lapunteria  a  la  escala,  interin 
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quede  invariable  la  posicion  de  esta  ultima  j  bajo  el  supuesto  de  que 
se  conozca  el  error  de  colimacion,  6  que  se  invierta  el  instrumenio 
para  observar  la  escala  en  las  dos  posiciones ,  puesto  que  la  distancia 
del  hilo  medio  al  punto  meridiano  de  la  escala  es  igual  &  k-^c  en 
una  posicion  del  instrumento ,  6  igual  a  k  —  c  en  la  opuesta.  Pero 
cuando  se  träte  de  conseguir  una  exactitud  grande,  es  indispensable, 
que  la  distancia  de  la  mira  sea  considerable ,  atendido  que  una  pul- 
gada  solo  aparece  bajo  un  angulo  de  un  segundo  a  la  distancia  de 
17188  pi6s,  por  manera  que  en  tal  caso  un  cambio  de  -j^  de  una 
pulgada  en  la  posicion  de  la  mira  ocasionaria  ja  un  error  de  O''.  1 
en  la  determinacion  del  azimut.  Pero  una  distancia  tan  grande  bace 
que  las  observaciones  se  vuelven  menos  precisas,  por  cuanto  el 
estado  ajitado  de  la  atmösfera  permitira  raras  veces  que  se  forme 
una  imäjen  tranquila  de  la  mira  en  el  anteojo.  Y  como  ademas  las 
observaciones  de  semejante  marca  meridiana  estan  limitadas  4  las 
horas  de  dia,  el  aströnomo  Struve  ba  propuesto  una  otra  especie  de 
marca  meridiana,  cujo  uso  ba  introducido  en  el  observatorio  de 
Pulkowa.  AI  efecto  se  coloca  de  un  modo  fijo  enfrente  del  anteojo 
del  instrumento  un  lente  de  una  distancia  focal  mui  grande  (Stnive 
emplea  lentes  de  cerca  de  550  pi6s  de  distancia  focal),  de  manera 
que  SU  eje  coincida  con  61  del  anteojo  en  la  posicion  borizontal.  En 
el  foco  de  este  objetivo  se  balla  la  mira  que  consiste  en  un  pequefio 
agujero  de  una  plancba  vertical  de  laton,  el  cual  aparece  en  el 
anteojo  en  forma  de  un  peqfuefio  circulo  bien  terminado.  £1  lente 
esta  asegurado  con  el  mayor  cuidado  a  un  pilar  aislado  y  resguar- 
dado  en  lo  posible  contra  cualquier  cambio  por  medio  de  cubiertas 
convenientes.  La  mira  esta  montada  igualmente  sobre  un  pilar  ais- 
lado en  una  casita  especial  y  protejida  contra  toda  perturbacion 
esterior.  Como  asi  se  toman  para  ambos  pilares  las  mismas  precau- 
ciones  que  las  empleadas  para  la  instalacion  del  instrumento  mismo, 
se  puede  esperar  que  los  cambios  del  lente  y  de  la  marca  meridiana 
serän  tan  pequeiios  como  los  de  los  cojinetes  del  instrumento.  Pero 
como  la  esperiencia  enseiia,  que  la  variacion  del  azimut  de  un  instru- 
mento montado  en  regia  no  escede  k  un  segundo  en  el  curso  de  un 
dia ,  el  cambio  eventual  de  la  linea  de  colimacion  de  la  mira  (eato 
es ,  la  linea  que  une  el  centro  del  lente  al  de  la  mii-a)  sera  menor  en 
la  misma  razon ,  en  que  la  lonjitud  del  eje  sea  menor  que  la  distancia 
focal  del  objetivo  de  la  mira.    Si,  de  consiguiente ,  la  lonjitud  del 
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eje  es,  p.  ej.,  de  3  pies,  la  distancia  focal  del  objetivo  de  550  pies, 
se  podrä  esperar  cambios  de  ^kj  de  im  segundo  k  lo  sumo.  La  ven- 
taja  principal  de  semejante  mira  con^ste  en  que  puede  emplearse  a 
eaalquiera  hora  para  descubrir  y  tomar  en  cuenta  los  cambios  ocur- 
ridos  en  la  posicion  del  instrmnento  durante  las  observaciones  desti- 
nadas  k  determinar  los  errores  instrumentales.  Si  hai  dos  miras  de 
esta  especie ,  sitnadas  la  una  al  Norte ,  la  otra  al  Sur  del  anteojo ,  se 
obtjene  por  la  observacion  de  estas  dos  los  cambios  tanto  del  azimnt 
como  del  error  de  colimacion ,  mientras  que  la  observacion  de  una 
sola  no  da  sino  el  cambio  de  la  llnea  de  colimacion,  de  modo  que  es 
necesario  determinar  la  variacion  del  error  de  colimacion  por  cual- 
quier  otro  m6todo.  Sean  en  tal  caso  a  j  h  las  lecturas  de  la  marca 
septentrional  y  aastral ,  j  a  y  h'  las  mismas  hechas  en  un  otro  in- 
stante posterior ,  tomandolas  positivas  cuando  el  hilo  medio  aparezca 
en  el  anteojo  al  Este  de  la  mira,  se  obtienen  los  cambios  dcy  da 
del  en-or  de  colimacion  y  azimnt  por  medio  de  las  ecuaciones : 

,       a'— «  +  (&'— &) 
2 

,        h'—h  —  (a—a) 
2 

en  donde  de  toma  el  signo  opuesto  cuando  el  circulo  se  halle 
al  Este. 

23*  Si  al  anteojo  meridiano  estafidaptado  un  circulo  gi*aduado, 
de  manera  que  con  este  instrumento  puedan  observarse  los  pasos  de 
los  astros  por  el  meridiano  y  al  propio  tiempo  sus  distancias  zeni- 
tales  6  sus  declinaciones ,  se  lo  llama  circulo  meridiano. 

Bisecando  por  el  hilo  horizontal  de  semejante  instrumento  una 
estrella  ä  cierta  distancia  del  hilo  medio ,  el  ängulo  obtenido  por  la 
lectura  del  circulo  no  dk  la  distancia  zenital  meridiana  6  la  decli- 
nacion  de  la  estrella,  puesto  que  el  hilo  horizontal  corta  k  la  esfera 
Celeste  en  un  circulo  maximo,  al  paso  que  la  estrella  describe  un 
circulo  paralelo. 

Las  coordenadas  de  un  punto  de  la  esfera  Celeste  referido  k 
un  sistema  de  ejes ,  cuyo  piano  fundamental  sea  el  ecuador ,  y  cuyo 
eje  de  las  x  est6  perpendicular  al  eje  de  rotacion  del  instrumento, 
son: 

a;  =  co8dcos(t  — w),       y  =  — coad8en('r  — w),       gasend. 
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Si  no8  imajinamos  ahora  un  segundo  sistema  de  coordenadas, 
cuyo  eje  de  las  x  coincida  con  el  anterior,  niientras  que  el  de  las  y 
sea  paralelo  al  eje  horizontal  *del  instnunento ,  y  denotamos  por  ö' 
el  angulo  recorrido  por  el  anteojo,  esto  es,  el  angulo  leido  eu  el 
circulo ,  y  si  por  ultimo  tenemos  presente  que  el  anteojo  descnbe  un 
pequeiio  circulo  en  la  esfera  cuyo  radio  es  c,  las  tres  coordenadas 
del  punto  k  que  estä  dirijido  el  anteojo  seran: 

a;  =  co8d'co8C,        y  =  — senc,        z  =  send'cosc. 

Como  el  angulo  comprendido  entre  los  ejes  de  las  y  de  ambos 

sistemas  es  n,  se  obtiene  segun  las  förmulas  para  la  tntölbrmiicion 

de  coordenadas : 

sen  S  —  —  sen  c  sen  n  +  cos  c  cosn  scn  d' 
coB  d  cos  (t —m)  =  cos  d'  cos  c 
cos  d  sen  (t — w)  =  cos  d'  cos  c  senn  +  scnc  cos  n , 


luego : 


,    »       ,         .  cosdcoöc 

cotgd  cos  (t  —  in)  = ; ^r 

^  —  senn  scnc  +  cosn  cosc  send 


Esta  ecuacion  podria  desarroUarse  en  serie;  mas  como  n  es 
siempre  una  cantidad  pequefla,  y  como  tambien  c  no  pasa  de  15  a  20 
minutoB,  aun  cuando  el  astro  se  observe  en  un  hilo  lateral  dlstante, 
es  licito  escribir  simplemente : 

tang  8  =  tang  6'  cos  (r  —  m) , 

y  entonces  se  obtiene  segun  la  förmula  (I7)  de  la  introduccion  : 

d  =  d'  —  tand  i  (r  —  m)*  scn  2  d  +  J  taug  (r  —  m)*  sen  4  d. 

Esta  förmula  puede  trasformarse  todavia  en  otra  que  contenga 

los  coeficientes: 

2 sen l(r  —  w)*    y    2 sen i (t  —  »n)* 

cuyos  valores  se  encuentran  en  las  tablas  mentadas  arriba  (n®*  7, 
cap.  V).   AI  efecto  se  escribe 

sen  1  (t  —  »0* 

i  —  cos  4  (*  —  »0* 

en  lugar  de 

tang4(T-w)«, 

y  se  desarroUa  esta  espresion  en  la  serie 

sen  4  (t  —  w)*  +  aen  4  (t  —  m)*  -f  . . . 

y  como  del  mismo  modo  es 

4  tang  4(r  -  m)*  =  4  sen  4  (t  -  w)*  -h  . . . . 
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resulta: 

d  =  d'—  2  sen4(r  -  w)*.  isenSd  —  2  8en4(T  -  m)*  cos d*  8en2^; 

ordinariamente  el  primer  termino  de  esta  förmula  es  suficiente. 

Los  signos  de  esta  förmula  corresponden  al  caso  de  que  la 
graduacion  del  circulo  y  la  declinacion  se  cuenten  en  la  misma 
direccion,  y  que  el  astro  haya  sido  observado  en  la  culminacion 
superior. 

Si  la  graduacion  se  cuenta  en  la  direccion  opuesta,  la  lectura 
correjida  serä 

d^'H-  2  tjcnl (t -  w)*.  i 8en2d  +  2  seni(T - 1»)* cosd* 8en2*. 

Gomo  la  graduacion  del  circulo  crece  en  la  misma  direccion 
de  0®  a  360^,  se  sigue  que  si  para  las  culminaciones  superiores  la 
graduacion  va  aumentando  en  el  mismo  sentido  que  las  declinaciones, 
lo  contrario  tendra  lugar  para  las  culminaciones  inferiores.  Se  tiene 
que  cambiar,  por  consiguiente ,  los  signos  de  esta  correccion  para  las 
culminaciones  inferiores. 

Se  puede  hallar  facilmente  la  förmula  aproximada  tambien  del 
modo  siguiente.  Sea  P-ff  (Fig.  18)  el  meridiano,  0  una  estrella 
situada  fuera  de  6ste  y  <  au  imgulo  horario.  Dirijiendo  el  anteojo  ä 
la  estrella  y  bisecandola  por  el  hilo  horizontal ,  se  observa  la  distancia 
polar  P(7,  y  el  punto  ff  se  determina  median te  un  arco  trazado 
perpendicularmente  de  0  a  PS.  Se  tiene  entonces  P0'=  90® —  d\ 
P0  =  90^-d,  luego: 

tang  d  =  cos  t .  tang  d\ 

Pero  si  el  hilo  horizontal  no  es  paralelo  al  ecuador, 

sino  que  forma  con  el  meridiano  el  angulo  90®  +  e7, 

Ilamandose  J  la  inclinacion  de  los  hilos ,  en  tal  caso  se 

observa  la  distancia  polar  P0'\  en  donde  0"  se  halla 

haciendo  pasar  por  0  un  circulo  mäximo  que  fonne  con 

el  meridiano  el  angulo  90^  +  J".   Si  volvemos  ä  designar 

la  declinacion  observada  con  6',  y  ponemos   00"=  c, 

tenemos : 

sen  c  Bcn  «Z  =  —  sen  d  cos  d'  +  cos  8  sen  8'  cos  t 
scnccosc/=:     cos  d  sen  i, 

y  dividiendo  una  por  otra  estas  ecuaciones : 

taug  8  =  tangd*  1  cosi  —  senf  — t> 
=  tangd'cos(^4-y). 
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en  doude  se  ha  puesto : 

J 

Si  /=  0,  la  förmula  d4  simplemente  la  reduccion  al  meridiano. 
Pero,  tomando  en  cuenta  solo  el  primer  t^rmino,  esta  correccion 
plus  la  correccion  debida  ä  la  inclinacion  de  los  hilos ,  es : 

d  -  ^'  =  -  i  sen  2  d .  2  Ben  t  (<  +  y)\ 

Con  el  fin  de  determinar  la  inclinacion  de  los  hilos,  se  observa 
una  estrella  situada  en  la  cercania  del  polo,  bisecandola  lo  mas 
distante  posible  del  hilo  medio ,  a  ambos  lados  de  este  ultimo.  Gada 
observacion  de  este  jenero  proporciona  una  ecuacion  de  la  forma: 

ö  =  6'— 4  8en2d .  2  scn^^'  —  cosd  sen^ .  J, 

en  donde  puede  llevarse  en  cuenta  todavia  el  segundo  t^rmino  en 
que  entra  sen  ^^*,  si  fuere  necesario.  Se  puede,  por  consiguiente, 
deducir  de  dos  ecuaciones  de  este  j^nero  las  cäntidades  6  k  Jy  6  en 
caso  que  se  haja  verificado  un  nümero  major  de  observaciones, 
derivar  del  conjunto  de  ellas  los  yalores  mas  probables  de  J  j  Ah^ 
adoptando  para  d  el  valor  ^q,  de  modo  que  6  =  ^q  H~  ^^^^  La  ecua- 
cion de  arriba  se  convierte  entonces  en: 

0  =  ^0  —  ^'  + J  8en2d .  2  senj«« -I- z/d  +  008*  sen«  .  J. 

F&cilmente  se  halla  tambien  la  correccion  que  ha  de  aplicarse 
a  la  declinacion  observada  para  el  caso  de  que  el  astro  tenga  un 
disco,  una  paralaje  y  un  movimiento  propio,  como  sucede  con  la 
Luna  por  ejemplo.  Si  este  astro  ha  sido  observado  en  un  hilo 
lateral ,  se  tiene  segun  lo  que  precede  las  ecuaciones : 

008  C  008  ^=  008 *  008  (t  —  w) 

cosc  sen  *'r=  co8*  8en(r  —  m)  senn  +  send  oosn. 

Aqul  significa  d  la  declinacion  aparentc  del  punto  observado 
del  limbo ,  r  el  ängulo  horario  oriental  al  tiempo  de  la  obervacion, 
y  b'  la  declinacion  leida  en  el  circulo.  Fero  si  denotamos  con  d  la 
declinacion  aparente  del  centro  de  la  Luna,  y  con  t  el  &ugulo  ho- 
rario aparente  del  mismo ,  se  obtienc : 

OOBC  C0S(d'  +  ä)  =  cos  d  C08(t  —  t») 

coac8en(d'  +  ic)  =  oosd  8en(r  --  w)  sen«  +  send  oosn, 

en  donde  es ; 

seno:  cosc  =  sen  V 
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designando  cou  li  el  semi-diainetro  de  la  Luna,  y  tomando  el  signo 
superior  6  inferior  segun  que  haya  sido  observado  el  limbo  sui)erior 
ö  inferior*.  Poniendo  en  estas  ecuaciones  en  lugar  de  senrc  cosc 
SU  valor  senÄ',  eliminando  a  cos  c  cos  a;,  y  multiplicando  por  J  la 
ecuacion  qne  resulte ,  se  obtiene : 

±_  d  senh'=^     d  cos 8  sen d'  cos (r  —  w) 

—  J  cosd  cosd'  sen (t  —  m)  sen» 

—  J  sen  8  cos  d'  cosn, 

en  donde  J  siguiüca  la  razon  entre  la  distancia  del  astro  al  lugar  de 

observacion  y  la  distancia  al  centro  de  la  Tierra.    Como  la  cantidad 

sen(r  —  m)  sen»  puede  despreciarse ,  y  cosn  igualarse  ä  la  unidad, 

se  sigue : 

i-J8enÄ'=     ^costf  .send' cos  (t  —  w) 

—  dsenS.  cosd'. 

Espresando  ahora  las  cantidades  aparentes  en  funcion  de  las 
jeoc^ntricas ,  y  poniendo  al  efecto: 

z/ sen  7*'=  sen  Ä 

d  cos  8  =  cos  8q  —  q  sen  n  cos  tp' 

J  sen  8  =  sen  8o  —  q  sen  n  sen  cp', 

se  obtiene  fäcilmente : 

+.  senÄ  —  Q  sen«  sen  (qp'—  8') 

=  sen  (d'  —  ^o)  —  cos  8o  sen  8'^{t  —  w)' 


206265« 

Sea  ahora  &  el  tiempo  de  la  observacion ,  S^  el  de  la  culmi 
nacion  de  centro  del  astro ;  se  tiene : 

Pero  si  el  astro  tiene  un  movimiento  propio  en  ascension  recta, 
y  se  designa  con  X  el  incremento  de  ^sta  durante  un  segundo ,  sera : 

z  =  {9-Go){l-X).16y 

en  donde  6  —  6^  esta  espresada  en  segundos  de  tiempo. 

Despreciando  la  pequefia  cantidad  m  en  el  t6rmino  (r  —  w)^,  y 

poniendo 

senp  =  Q  sen  n  sen  (qp'  —  8') , 


*  Se  halla  esto  inmediatamente ,  considerando  el  triängulo  rectä.n- 
gulo  determinado  por  el  polo  del  instrumento,  el  centro  de  la  Luna  y 
el  punto  observado  del  limbo.  En  este  triängulo  es  x  el  ängulo  en  el 
polo  del  circulo^  j  h  e\  cateto  opuesto. 
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se  obtiene: 

15» 

sen {So  -  S')  ^  senp  +  »en  h  -  i  scii  2  0' {9-  Öo)*  (1  -  ^Y  2Ö6265"«' 

Y  como 

sen  {p  ±^  h)  =  scnp  +_  sen  Ä  —  2  Beu|>  ^  /t*  ~^  2  sen  Ä  sen  4|>*, 
luego : 

sen  jp  +  sen  /*  =  sen  (i>  ±  h)  ±  ^-y"  ^^°^^  ^^'"  '*  ^>ü6^  * 
se  obtiene  por  ultimo : 

Esta  es  la  formula  dada  por  Bessel  en  la  introduccion  de  su 
obi-a  Tabulae  Kegiomontanae  pag.  LV.  El  ultimo  termiuo  de  esta 
fornuila  no  es  otra  cosa  que  el  primer  terraino  de  la  förmula  de  re- 
ducciou  al  mcridiano  hallada  arriba,  multiplicado  por  (l  —  A)-. 

La  declinacion  verdadera  del  centro  de  la  Luna  acabada  de 
hallar  con-esponde  al  tiempo  &.  Si  se  quiere  obtenerla  para  el 
tiempo  0',  debe  agregarse  todavia  el  termino 

siendo  ;7r  la  variacion  de  la  declinacion  del  astro  en  un  segundo  de 


tiempo. 

24«  A  fin  de  que  las  observaciones  hechas  con  el  circulo  me- 
ridiano  d6n  las  diferencias  verdaderas  de  las  declinaciones  6  distan- 
cias  zenitales,  se'tiene  que  aplicar  a  las  lecturas  del  circulo  las  cor- 
recciones  debidas  ä  los  errores  de  graduacion  y  flexion  del  anteojo, 
cuyos  errores  deben  determinarse  por  las  reglas  dadas  en  los  n®*-  7 
y  8  de  este  capitulo.  Finalmente  debe  determinarse  tambien  el  punto 
de  la  graduacion  que  corresponde  al  zenit  ö  al  polo ,  cuando  se  träte 
de  observar  distancias  zenitales  6  directamente  las  distancias  al 
polo.  Para  obtener  el  punto  correspondiente  al  polo,  se  tiene  que 
observar  una  estrella  circumpolar  en  su  culminacion  superior  e  in- 
ferior.  Despejadas  las  lecturas  de  refraccion  y  de  los  errores  de 
flexion  y  graduacion ,  la  semi  -  suma  de  las  lecturas  dara  el  punto  de 
la  graduacion  que  corresponde  al  polo ,  bajo  el  supuesto  de  que  la 
posicion  de  los  microscopios  con  respecto  al  circulo  no  ha  sufrido 


609 

ninguna  variacion  en  el  int^rvalo  comprendido  entre  las  obser- 
vaciones.  Mas  como  el  exämen  de  esta  invariabilidad  y  la  deter- 
minacion  misma  de  cualquier  cambio  paede  efectuarse  lo  mas  con- 
venientemente  por  la  determinacioii  del  nadir  al  tiempo  de  las  dos 
observaciones ,  se  procedera  del  modo  mas  sencillo  y  al  propio  tiempo 
mas  exacto ,  refiriendo  todas  las  observaciones  al  punto  zenital ,  esto 
es ,  determinando  las  distancias  zenitales  para  deducir  de  estas  las 
declinaciones  por  medio  de  la  latitud. 

El  nadir  se  determina,  como  liemos  enseiiado  ya  arriba,  diri- 
jiendo  el  anteojo  a  un  horizonte  de  mercurio  y  llevando  a.coinci- 
dencia  el  hilo  horizontal  con  su  imäjen  refleja.  El  instnimento  esta 
provisto  ordinariamente  de  dos  hilos  horizontales,  distantes  entre 
si  como  de  10",  y  la  observacion  se  practica  haciendo  la  punteria  k 
la  estrella  exactamente  en  la  mediania  de  estos  hilos.  En  tal  caso 
tambien  las  imajenes  reflejas  de  los  hilos  se  llevan  sucesivamente  k 
la  mediania  de  estos  hilos  al  determinar  el  nadir;  se  hace  la  lectura 
del  circulo  en  sus  dos  posiciones  y  el  promedio  de  las  dos  lectiiras 
es  entonces  el  nadir  del  instrumento.  Conforme  con  las  ecuaciones 
{B)  del  n®-  8  de  este  capitulo  las  distancias  zenitales  de  las  estrellas 
se  obtienen  entonces  libres  de  flexion ,  y  tambien  despejadas  de  los 
errores  de  graduacion  si  las  lecturas  g^  z  etc.  se  corrijen  luego  por 
efecto  de  estos  Ultimos.  En  todo  rigor  seria  necesario  determinar 
el  nadir  cada  vez  que  se  haga  la  observacion  de  una  estrella,  pero 
como  las  variaciones  del  nadir  ocasionadas  por  las  de  los  micros- 
copios  son  pequenas  y  se  suceden  lentamente,  serä  saficiente  deter- 
minar el  nadir  en  ciertas  pausas  6  interpolar  en  segnida  el  verdadero 
valor  del  nadir  para  las  observaciones  intermedias.  De  este  modo 
pueden  considerarse  como  completamente  eliminadas  las  variaciones 
de  los  microscopios ,  y  como  la  operacion  de  determinar  el  nadir  es 
mui  sencilla  y  snsceptible  de  poder  efectuarse  con  una  exactitud  mui 
grande ,  este  m6todo  de  determinar  las  distancias  zenitales  es  segura- 
mente  el  mejor  de  todos. 

Sin  embargo,  para  determinar  el  punto  zenital  pueden  servir 
tambien  dos  colimadores  horizontales ,  establecidos  el  uno  al  Norte, 
el  otro  al  Sur  delante  del  anteojo.  Con  este  fin  los  colimadores 
estan  arreglados  de  tal  modo ,  que  la  linea  de  colimacion  del  anteojo 
coincida  con  su  eje  de  rotacion.  AI  efecto  Ueva  el  anteojo  dos  anillos 
de  bronce ,  en  forma  exactamente  cilindrica ,  con  los  que  se  apoya 
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sobre  los  cojinetes  rectangulares.  Estos  cojinetes  esUn  provistos  de 
los  tomillos  ordinarios  de  correccion  para  azimut  j  altura;  al  mismo 
tiempo  lleva  la  cruz  filar  unos  tomillos  de  correccion,  qne  permiten 
moverla  en  el  piano  perpendicular  al  eje  öptico  del  anteojo.  Despnes 
de  colocados  los  colimadores  de  modo ,  que  sns  lineas  de  colimacion 
coincidan  pröximamente  con  la  del  anteojo,  se  procede  en  primer 
lugar  k  rectificar  la  Ifnea  de  colimacion  de  cada  uno  de  los  colima- 
dores, debiendo  ^sta  coincidir  con  el  eje  de  rotacion.  Se  consigue 
esto,  dirijiendo  un  colimador  al  otro  y  jir&ndolo  180^  sA  rededor  de 
sn  eje.  Si  la  cruz  filar  conBerva  una  posicion  invariable  con  respecto 
4  la  del  otro  colimador,  sera  sefial  de  que  la  Hnea  de  colimacion  esta 
rectificada;  en  caso  contrario  se  hace  variar  lacruz  filar  por  medio 
de  los  tomillos  de  correccion  hasta  que  no  cambie  de  posicion  al 
jirar  el  anteojo  180^  sobre  su  eje.  La  inclinacion  del  eje  j  por  tanto 
la  de  la  Hnea  de  colimacion  con  respecto  aJ  horizonte  se  determina 
en  SQguida  por  medio  del  nivel  de  aire ,  j  como  el  colimador  pnede 
invertirse,  de  modo  que  el  objetivo  llegue  k  aquel  lado  en  donde 
estaba  el  ocidar,  tambien  la  desigualdad  de  los  pezones  puede  de- 
terminarse  y  Uevarse  en  cuenta  del  modo  usual.  Con  el  fin  de  hallar 
despues  el  punto  del  clrculo  que  correspende  al  horizonte,  se  hace  la 
nivelacion  del  colimador ,  y  despues  de  dirijido  ä  6ste  el  anteojo  del 
circulo  se  hace  la  lectura  de  los  microscopios.  Hecho  esto,  se  jira  el 
colimador  180^  al  rededor  de  su  eje,  para  eliminar  cualquier  error 
de  la  linea  de  colimacion ;  se  yuelve  4  nivelar,  y  despues  de  dirijido  a 
61  el  anteojo  se  hace  la  lectura  de  los  microscopios.  Efectuando  estixs 
operaciones  tambien  con  el  segundo  colimador,  y  designando  con 
ajhloB  promedios  de  las  dos  lecturas ,  hechas  para  cada  uno  de  los 
colimadores  y  correjidas  ya  de  la  inclinacion  del  colimador,   se 

tendr4  —5—  para  el  punto  zenital  del  clrculo*,  si  los  colimadores  se 

hallan  4  iguales  distancias  del  instrumento.  Si  x  significa  la  eleva- 
cion  del  lado -objetivo  del  colimador,  correjida  ya  de  la  desigualdad 
de  los  pezones,  entonces  00^+^  S6r&  la  distancia  zenital  del  anteojo 
al  tiempo  de  estar  dirijido  al  colimador,  haciendo  abtraccion  del  kn- 
gulo  comprendido  entre  las  lineas  veiiiicales  de  los  dos  instmmentos, 


*  Lafi  lecturas  deben  correjirse  tambien  de  flexion,  caso  que  haya 
algunos  tdrminoB  de  ^eta  que  puedan  inflnenciar  el  promedio  de  las 
dos  lecturas. 
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y  por  tauio  se  tiene  que  restar  6  agregar  a;  4  la  lectura,  segun  que 
la  graduacion  yaya  creciendo  6  disininujendo  en  la  direccion  de  la 
distancia  zenital. 

Pero  esie  m^todo  es  mas  complicado  j  a  causa  de  las  nivela- 
ciones  talvez  menos  exacto  que  el  espuesto  arriba,  por  cuyos  mo- 
tivos  el  m^todo  anterior  merece  siempre  la  preferencia. 

£1  mejor  modo  de  determinar  de  la  latitud  se  funda  en  las 
observaciones  directas  y  reflejas  de  las  estrellas  circumpolares ,  pues, 
segun  las  ecuaciones  (B)  del  n^  8  del  presente  capitulo ,  se  obtiene 
por  las  observaciones  hechas  en  una  culminacion : 


90« 


^i=i(^^'Zl^^h"^n2z^.., 


y  una  ecuacion  anäloga  h  esta  resulta  para  la  culminacion  inferior. 
El  t^rmino  medio  de  las  dos  ecuaciones  dk  la  latitud  independiente 
de  la  declinacion  de  la  estrella  y  solo  afectada  de  aquellos  t^rminos 
de  la  flexion  que  dopenden  del  seno  de  25,  4e  etc.,  los  cuales  deben 
determinarse  por  el  m^todo  espuesto  en  el  nP-  7.  Ademas  es  necesa- 
rio  llevar  en  cuenta  el  angulo  comprendido  entre  las  lineas  verticales 
del  instrumento  y  del  horizonte  de  mercurio ,  todo  en  conformidad 
con  las  reglas  dadas  en  el  citado  nümero. 


V.  —  EL  ANTEOJO  DE  PASOS  INSTALADO  EN  EL  PRIMER 

VERTICAL. 

25*  Si  observamos  los  pasos  y  la  distancia  zenital  de  una 
estrella  con  un  instrumento  de  pasos ,  provisto  de  un  circulo  de 
&ltura  6  instalado  en  el  primer  vertical,  podemos  determinar  dos 
cantidades,  es  decir,  a  j  d,  6  d  y  q>.  Pero  como  la  observacion  de 
la  distancia  presenta  ciertas  dificultades,  se  obseryan  ordinaria- 
mente  s61o  los  pasos  de  la  estrella,  para  deducir  de  6stos  la  latitud 
6  la  declinacion  de  la  estrella.  Con  este  fin  se  necesita  conocer  de 
nuevo  un  m^todo  que  permita  determinar  el  verdadero  tiempo  del 
paso  por  el  primer  vertical  por  medio  del  tiempo  observado  y  de  los 
errores  instrumentales. 

Supongamos  que  el  eje  de  rotacion  del  instrumento  corte  k  la 
esfera  Celeste  aparente  h&cia  el  Norte  en  un  punto,  cuya  altura 
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aparente  sobre  el  horizonte  sea  h  j  cujo  azimut,  contado  desde  el 
Norte  (positive  al  lado  oriental  del  meridiano)  sea  Je.  Si  nos  imaji- 
namos  tres  ejes  de  coordenadas  rectangulares ,  de  los  que  el  eje  de 
^as  s!  est^  perpendicular  al  piano  del  horizonte,  al  paso  que  los  de 
los  X  d  y  se  hallen  en  este  piano  de  modo ,  que  el  eje  positivo  de  las 
X  est6  dirijido  al  punto  septentrional  y  el  de  las  y  al  punto  E., 
entonces  seran  las  coordenadas  rectangulares  de  dicho  punto  eon 
respecto  a  este  sistema: 

z  =  Benbj       y=zcosbsenk,       x=zcoßhcosk. 

Adoptando  un  segundo  sistema  de  coordenadas,   cuyo  eje  de 

las  z  sea  paralelo  al  eje  del  mundo  y  cuyo  eje  de  las  y  coincida  con 

el  mismo  eje  del  primer  sistema,  de  manera  que  el  lado  positivo  del 

eje  de  las  x  quedara  dirijido  al  punto  en  donde  el  ecuador  corta  al 

meridiano  debajo  del  horizonte,  las  tres  coordenadas  del  polo  del 

eje  serän: 

2:  =  senw,        t/  =  co8n8enwi,        x  =  coBncosm, 

en  donde  se  denota  por  m  el  ängulo  horario  del  polo  del  eje ,  contado 
del  mismo  modo  que  el  azimut,  y  por  n  el  suplemento  de  la  decli- 
nacion  ä  180^. 

Como  los  ejes  de  las  z  de  ambos  sistemas  fornian  entre  si  el 
ängulo  90^  —  9,  obtenemos  las  ecuaciones: 

sen h  =  sonn  sen qp  —  costi  cosm  cos 9 
CO8&  sen  k  =  cosM  scnm 
CO8&  cos  k  =  cos  n  cosm  8en  «p  +  senn  cos  9 

y 

sentt  =  cos  h  cos  k  cos  9  +  sen  b  sen  9 
cosn  sen  9»  =  cos&  senX; 
cos  n  cos  w  =  coB  &  cos  Ä:  sen  9  —  sen  &  cos  9. 

Si  suponemos  ahora,  que  el  anteojo  forma  con  el  lado  del  eje 
de  rotacion  vuelto  hacia  el  circulo  el  ängulo  90^ +  c,  y  que  se 
dirije  a  un  objeto  cuya  declinacion  y  ängnlo  horario  sean  5  j  f,  las 
coordenadas  de  este  punto  referidas  al  ecuador,  y  bajo  el  supuesto 
de  que  el  eje  de  las  x  este  dirijido  de  nuevo  al  punto  Norte ,  serän : 
z  =  QÖn8j       2/  =  cos  5  sen*,        a;  =  — cosdcos* 

y  si  suponemos  el  eje  de  las  x  en  el  piano  del  ecuador,  pero  en  la 
direccion  del  eje  de  rotacion  del  instrumento 

z  —  sen  d 

ic  =  —  cos  d  cos  {t  —  m). 
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Imajin&ndonos  ahora  un  otro  sistema  de  coordenadas ,  cuyo  eje 
de  las  y  coincida  con  el  anterior,  mienti'as  que  el  de  las  x  coincida 
con  el  eje  de  rotacion  del  instrumento ,  obtenemos: 

a;  =  — Henc 

j  como  el  angulo  comprendido  entre  los  ejes  de  los  dos  sistemas  es 
«,  se  sigue: 

Benc  =  —  send  senw  +  cob5  C08(f  —  m)  cosn. 

Estas  förmulas  pueden  derivarse  tambien  del  triängulo  deter- 
minado  por  el  polo  P,  el  zenit  Z  y  el  punto  Q  en  donde  el  lado  del 
eje  opueste  al  circnlo  corta  a  la  esfera  Celeste.  Estando  el  circulo  al 
Norte,  se  tiene  eu  este  tri&ngnlo  PQ  =  270**  — w,  Zö  =  90®+&  y 
PZ  =  900  —  g,,  al  paso  que  el  angulo  QPZ=m  y  ÖZP=180<>— Ä. 
La  formula  para  senc  al  contrario,  se  deduce  del  triängulo  P/SQ, 
siendo  S  el  punto  de  la  esfera  Celeste  ä  donde  est4  dirijida  la  linea 
de  colimacion  del  anteojo,  y  en  el  cual  se  tiene  SQ  =  9^^  —  c^  ai  8 
est&  al  Oeste  del  meridiano,  yiS'P  =  90^  —  J,  Pö  =  270®  — w,  mien- 
tras  que  el  &ngulo  SPQ=  180^—  {t  —  m). 

Desenvolviendo  cos  (f  —  m)  en  el  ultimo  t6rmino  de  la  ecuacion 

que  precede,  y  reemplazando  senw,  cosw  cosw  y  cosw  senm  por 

los  valores  hallados  antes ,  se  obtiene ,  si  al  mismo  tiempo  se  reera 

plazan  los  senos  de  las  cantidades  b,k  j  c  por  los  arcos  y  los  cosenos 

por  la  unidad : 

c  =  —  sen  8  cos  qp  +  cos 8  sen  qp  cost 
—  [8endßen<3p4- cosdcosycos^Jfe 
-hcosdeent  .h, 

y  como 

sen  8  sen  qp  4-  cos  8  cos  qp  cos  t  =  cos  j? 

cos  8  sen  t  =  sen  z  senA  . 

6,  como  aqui  A  es  pröximamente  igual  a  90^: 

coH8^eTit  =  HeT\z, 

obtenemos,  cnando  la  estrella  esta  al  Oeste  del  meridiano: 

c  +  6  cos^r  —  k  eenz  =  —  send  cos qp  -f  cosÄ  senqp  cos*. 

Si  S  significa  entonces  el  verdadero  tiempo  sid6reo  del  instante 
en  que  la  estrella  esta  en  el  primer  vertical  y,  por  tanto ,  ö  —  a  el 
angulo  horario  de  la  estrella  en  este  instante,  tenemos: 

tang  8 


cos  (B -  a:\~  . 

^  tang  qp 
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6: 

0  =  —  sen^  cos  qp  -f  oosd  ßenqp  cob(G  —  cc). 

Restando  esta  ecuacion  de  la  anterior,  resulta: 
c -\-  h cose  —  k Benz  =z coßd senq> .  2 Benl[S  —  cc  —  t]  sen^[S—  a+t]. 

Como  las  cantidades  c^  h  j  k  son  pequenas,  j  por  lo  mismo 
e-ayt  pröximamente  iguales,  se  puede  reemplazar 

8enJ[ö  — «  +  *]     por    sent 

7 

8eni[0-a-q    por    ^[B-wt], 

j  teniendo  presente  que 

cosÖBent^sem 

se  obtiene: 

c         .  b  k 


©--«  =  *  + 


sen  z  sen  <p     tang  z  sen  tp     aen  cp 

Si  ahora  suponemos  que  una  estrella  ha  sido  observada  en  el 
hilo  medio  del  instrumento  al  tiempo  T  sefialado  por  el  reloj ,  el  ver- 
dadero  tiempo  sid6reo  sera  T+  Jt  y  e\  angulo  horario 

Por  consiguiente  obtenemos : 

e=T^dt-^ — - — +      ^  ** 


sen  z  sen  qp     tang  z  sen  q>     sen  g> 

Esta  förmula  sirve  para  el  caso  de  que  el  lado-circulo  este  al 

Norte  y  la  estreUa  al  Oeste.     Cuando  la  estrella  est4  al  Este,  se 

tiene : 

cos  Ä  sen  i  =  —  sen  jf 

y  como  las  cantidades  c,  b  y  k  conservan  sus  signos,  no  hai  mas 
que  cambiar  en  la  förmula  que  precede  los  signos  de  los  divisores 
senj?  y  tang;s?,  y  de  este  modo  resulta: 

g^_  rp     ^.  c  5 k       {  Circulo  Norte  i 

~  sen;?  sen 9     tang  j;  sen qp     sen 9     r  Kstrella  Este  (* 

•    Estando  el  circulo  al  Sur,  las  cantidades  h  y  c  cambiau  de 
signo,  y  por  consiguiente  se  tiene: 

g^_rp     yfx 5 ^ ^    [   Circulo  Sur  | 

""  senxrscnqp     taug;?  sen  9     sen  9     (  Estrella  Oeste  f 

B  -  T  \  Jt  \  ^  I  ^ ^_    j    Circulo  Sur  J 

sen;?  sen 9     tang;?  sen  9     sen 9     (  Estrella  Este  ; 
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Si  Bj  a  son  conocidas ,  se  obtiene  por  medio  de  la  förmula 

tangqp  CO8(0  —  a)  =  t&ngd 

la  latitud  q>  cuando  se  conozca  la  declinacion  de  la  estrella,  6  la 

declinacion  ciiando  se  conozca  la  latitud.    Sean  ®  j  S'  los  tiempos 

de  los  instantes  en  que  la  estrella  estuyo  en  el  prImer  vertical  al 

Este  7  Oeste  del  meridiano,  entonces  serä  ^{&' — &)  el  4ngulo 

horario  de  la  estrella  en  el  instante  de  su  paso  por  el  primer  vertical, 

y  por  eso  se  tiene : 

tang9  008^  (S'  —0)  =  tang  d, 

de  manera  que  no  es  necesario  conocer  la  ascension  recta  de  la 
estrella  para  hallar  k  q>  j  8.  Inyirtiendo  el  instrumento  durante  el 
int^rvalo  entre  las  observaciones ,  de  modo  que  uno  de  los  pasos  se 
observe  con  el  circulo-Norte,  el  otro  con  el  circulo-Sur,  entonces 
ser&' 

i(^-ö)=j(r-r), 

7  se  y6,  que  en  tal  caso  no  se  necesita  conocer  el  estado  del  reloj, 
ni  los  errores  instrumentales.  Un  ejemplo  para  ilustrar  este  m^todo 
se  halla  en  el  n®-  24,  cap.  V. 

26*  Las  formulas  acabadas  de  hallar  sirven  para  el  caso  de 
que  el  instrumento  est^  rectificado  aproximadamente ,  6  que  las  can- 
tidades  b,  cj  k  sean  cantidades  pequeilas  cujos  cuadrados  puedan 
despreciarse.  Pero  este  m6todo  de  determinar  la  latitud  por  obser- 
vaciones de  estrellas  en  el  primer  vertical  se  emplea  frecuentemente 
por  viajeros  que  no  pueden  ajustar  sus  instrumentos  con  la  aproxi- 
macion  suficiente  para  que  esta  condicion  se  cumpla.  En  tal  caso  ya 
no  pueden  emplearse  las  formulas  dadas.  Pero  arriba  hallamos  la 
ecuacion  rigorosa: 

sen  c  =  —  sen^  senn  +  cos  9  cosn  cos  (t  —  m), 
6,  sustituyendo  &  seni»,  cosn  cosm  y  cosn  senm  por  sus  valores 

sene  =  —  sen5  send  sen tp  —  Benb  cos  d  cos qp  coat  —  co8&  cosX;  sen 9  cos (p 
+  cos5  cosA;  sen^  cosd  cos^  -f  cos^  senA;  Gosdsent. 

Si  la  observacion  se  hubiese  practicado  exactamente  en  el  primer 
vertical,  se  tendria: 

sen  ^  =  cos  £!  seng?,        co6dcoßt  =  coaZGOSip 

7 

cos  4  sen  ^  =  sen  e>. 

33* 
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Pero  como  suponemos  que  el  instriimento  se  aparta  considerable- 

mente  del  primer  vertical,   introducir6mos  los  siguientes  angulos 

auxiliares : 

sen  d  =  cos  z'  sen  qp' 

cos  d  cos*  =  cos/  cos  9' 

cos  S  sen*  =  sen/, 

per  medio  de  los  ciiales  se  convierte  la  förmula  relativa  k  sen  r  en 

senc  =  —  sen&  cos/  C08(qp  —  q>')  +  cos&  cosA:  cos/  sen(9  —  9') 
+  cos 6  sen Ä:  sen/, 

y  obtenemos: 

,  sencsec/  tangh     tangArtang/ 

SvP     ^  ^'~  cos  b  cos  k  CO»  {€p  —  (p')      cosk       003(9  —  9')' 

Se  v6  per  esta  förmala,  que  lo  mas  ventajoso  es  observar  estreUas 
que  paseu  lo  mas  cerca  posible  del  zenit,  puesto  que  en  tal  caso  so 
obtendr^  un  buen  resultado  para  la  latitud ,  aun  si  k  no  se  conociera 
sino  aproximadamente.  Pero  si  las  observaciones  se  practicau  ade- 
mas  al  Este  y  Oeste  del  meridiano  y  en  posiciones  invertidas  del  in- 
strumento,  se  puede  combinarlas  de  tal  modo,  que  los  errores  in- 
strumentales queden  completamente  elim inados.  Con  efecto,  la  för- 
mula de  arriba  conviene  al  caso  de  que  la  estrella  este  al  Oeste  y  el 
circulo  al  Norte.  Para  los  otros  casos  se  obtienen  las  formulas  del 
mismo  modo  que  antes,  ix)mando  z  negativa  cuando  la  estrella  est»' 
al  Este,  y  asi  serä: 

,  sencsec/  tang6     tangArtang/ (Cfrc. Norte | 

BVP    9;—    cos 6 008^003(9  —  9')      cosk        cofl(9— 9')    (EstxellaE.  f 

.        -         ,._  sencsec/  tang&     tangA;tang/ |CircnloSiir) 

K^9    9;—    cos 6 cos Ä: cos (9— 9')      cosA;        003(9—9')    I  Estrella O.f 

,        ,         ,._  sencsec/  tang6     tangArtang/ (CirciiloSur( 

cos 6 cos ^•  cos (9— 9')      cos^        008(9  —  9')    (  Estrella EJ 

Per  consiguiente ,  si  se  invierte  el  instrumento  entre  las  obser- 
vaciones de  la  estrella  hechas  al  Este  y  Oeste,  el  tormino  niedio  de 
los  diferentes  valores  de  9  —  9',  deducidos  de  las  observaciones 
aisladas  sera  independiente  de  todos  los  errores  instrumentales.  81 
no  es  posible  observar  la  misma  estrella  al  Este  y  Oest«  del  meri- 
diano ,  se  observara  una  estrella  al  Este ,  y  despues  de  invertido  el 
instrumento  la  otra  al  Oeste ,  combinando  en  seguida  los  dos  resiil- 
tados.  Escoji§ndose  dos  estrellas  cuyas  distancias  zenitales  en  el 
primer  vertical  sean  pröximamente  iguales,  la  inayor  parte  de  los 
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errores  instrumentales  quedara  eliminada,  y  la  exactitud  del  resul- 
tado  dependerä  entonces  ünicamente  de  la  i^recision  con  que  qp' 
haya  sido  determinada.    Pero  como : 

se  obtiene,  escribiendo  esta  förmula  logaritmicamente  y  diferen- 
ciandola : 

afp  =  —7-^  dö  +  iBen29  tangi  dt. 

Por  esta  förinula  se  ve  de  nuevo ,  que  para  proceder  del  modo 
mas  ventajoso  es  necesario  observar  estrellas  que  pasen  por  el 
primer  vertical  lo  mas  cerca  posible  del  zenit.    Pues  siendo 

COÖ9 

se  ve,  que  el  coeficiente  de  dt  puede  reemplazarse  tambien  por 
senqp'tang/,  y  sera,  de  consiguiente ,  mui  pequefio  para  estrellas 
situadas  cerca  del  zenit;  y  como  pai'a  estas  estrellas  6  es  proxima- 
mente  igual  a  ()p,  un  error  de  la  dcclinacion  aparecera  al  menos  nö 
aumentado  en  el  resultado. 

Cuando  se  hayan  hecho  observacioues  en  varios  hilos,  no  es 
ni  siquiera  necesario  reducirlas  al  hilo  medio,  lo  cual  ocasiona 
calculos  algo  largos  con  este  instrumento,  sino  que  se  puede  com- 
binar  dos  a  dos  las  observaciones  hecbas  al  Este  y  Oeste  del  meri- 
diano  pero  en  el  mismo  hilo  para  obtener  un  valor  de  la  latitud*, 
tomando  despues  el  promedio  de  estos  diferentes  valores.  Escri- 
biendo  la  förmula  para  tang  (<y)  —  cjp')  bajo  la  forma  siguiente: 

seiH9  -  9 )  =  ^-^^6^3^  9cc^  + -— g- co8(9  -  ,) )  -  tang*  taug« , 

desenvolviendo  en  seguida  sen(qp — g>'),  y  sustituyendo  8en<jp'  y  coscjp' 

por  los  valores 

»en  d  sec  z'    y    cob  d  cos  ^  sec  z' 

se  obtiene ,  sl  al  propio  tiempo  se  iguala  el  factor  de  tang  b ,  esto  es, 
cos  (<p  —  fp')  ^  la  unidad : 


*  Si  la  observacion  se  ha  hecho  en  un  hilo  lateral,  se  puede  con- 
siderarla  como  practicada  con  un  instrumento  cuyo  error  de  oolimacigj! 
sea  c-^f. 
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B6CC 

sen(Qp  —  d)  =  cosdsen2qp  .2senAt*H r i 

^^        '  ^  *         cos  6  cos  A; 

H ~-  cos/— tan g Äsen xf*. 

cos«  ° 

Si  &,  c  y  A;  son  cantidades  i)equeila8  se  deducen  de  aqui  las 
siguientes  f<Snnulas  comodas  para  determinar  la  latitiid  por  medio 
de  estrellas  situadas  cerca  del  zenit: 

(p—d= sen  9  cos  tf .  2  sen  i  t*  +  /"+  6 + c — A:  sen  z  [Circulo  Norte,  Estarella  Oeste] 

-+■64- c+^sen«  [Circulo  Norte,  EstrellaEste] 
— 5 — c — it  sen  z  [Circulo  Sur ,     Estrella  Oeste] 
—h—c-^k  sen  z  [Circulo  Sur ,     Estrella  Este] 

en  donde  se  ha  puesto  c  +  /*  en  lugar  de  c, 

I^empU).  El  10  de  Setiembre  de  184Ö  fue  observada  la  e&trella 
ß  Draconis  con  el  instnimento  de  pasos  instalado  en  el  primer  ver- 
tical  del  observatorio  de  Berlin : 

Circulo  Norte,   Estrella  Este. 

/  II  III  IV  V  VI  VII 

19n»9».0,  17hl0m48>.0,  5m24«.0,  ln»l6«.5,  16h55m6«.3  , 

Circulo  Sur,    Estrella  Oeste. 
Imöi.O,  54m 59«. 7,  50«»47».8,  17^45™ 28». 0,  37m38».0. 

La  inclinacion  del  instnimento  era : 

+  4".  68    Circulo  Norte 
-3  .49    Circulo  Sur. 


Ademas  era: 


a=  17^26«»  58«. 59 
a  =  52    25     27  .  77 

dt^        -     54«. 52 

0 

y  las  distancias  de  los  hilos  espresadas  en  arco : 

I  12' 31".  16 

JJ  6  43  .  78 

III  3  25  .  17 

V  3  23  .  14 

VI  6  34  .  21 

VII  12  22  .  32 

Para  calcular  ahora  g>  —  d  se  necesita  conocer  ya  un  valor 
aproximado  de  q>,   Adoptando 

9  =  52«'  30'  16", 
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se  tiene : 

logsen  9  cos  ö  _  9  .  684686 

y  con  esto  se  obtiene: 

Circulo  Norte. 

III  IV  V  VI  VII 

t  8™44a.ll  17^58.11  22m29«.ll  26m36».61  32m46«.81 

logÄseni««       2  .  17552    2  .  75807    2  .  99648      3  .  14264      3  .  32351 
senq^coßd28en4<«l    12.48    4  37.18     7    59.92  11    11.94  16    59.07 
q>-8  4    37.65    4  37.18    4    36.78    4    37.73    4    36.75, 

per  consiguiente  eu  t^rmino  medio : 

9  -  J  =  4'  37".  22  +  4".  64  +  c  +  fc  oenz, 

Del  mismo  modo  se  halla  por  las  observaciones  hechas  al  tiempo 
de  estar  el  circulo  al  Sur,  en  U^rmino  medio: 

9  -  d  =  4'  53".  53  +  3".  49  -  c  -  fc  senxf , 
luego  ,  combinando  los  resultados  obtenidos  en  las  dos  posiciones : 

9-3^4' 49".44 

<p=r52<>30'l7".21 
c-f  Ä'6en-s?  =  4-7".  58. 

Este  m^todo  es  superior  a  cualquier  otro  para  determinar  con 
Tina  exactitud  mui  grande  la  distancia  zenital  <p  —  ^  de  una  estrella 
situada  cerca  del  zenit,  7  por  tanto  puede  emplearse  con  yentaja 
para  determinar  las  variaciones  de  la  distancia  zenital  ocasionadas 
por  la  aberracion,  nutacion  y  paralaje,  y  por  consiguiente  para 
hallar  las  constantes  mismas  de  estas  correcciones.  Con  este  £in 
dicho  metodo  ha  sido  tambien  empleado  con  el  mejor  6xito  por 
Struve.  Como  la  inclinacion  del  instrumento  ejerce  un  influjo  grande 
en  el  resultado ,  puesto  que  un  error  de  ella  se  queda  por  completo 
en  este  ultimo,  es  preciso  que  el  instrumento  est6  construido  de 
modo,  que  la  nivelacion  pueda  efectuarse  con  la  mayor  exactitud. 
El  instrumento  construido ,  conforme  con  las  indicaciones  de  Struve, 
para  el  observatorio  de  Pulkowa  esta  por  eso  arreglado  de  tal  modo, 
que  el  nivel  de  aire  pormanezca  siempre  sobre  el  eje  del  instrumento 
aun  al  tiempo  de  invertirse  este,  cuya  operacion  puede  efectuarse 
con  la  mayor  facilidad  por  manera  que  de  este  modo  se  evita  cual- 
quier cambio  que  pudiese  ucurrir  al  tiempo  de  colocar  el  nivel  sobre 
el  eje ,  y  que  puede  admitirse  fundadamente  que  el  nivel  no  esperi- 
mente  ninguna  variacion  durante  el  corto  int^rvalo  comprendido 
entre  las  observaciones.    Si  el  nivel  se  invierte  sobre  el  eje  y  se 
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observa  de  un  modo  coinpleto  en  cada  posicion  ^  se  obtendrä  h  y  &'; 
sin  embargo  basta  invertirlo  juntamente  con  el  instrumento ,  obte- 
niendose  asi  inmediatamente  h  —  b\  cuya  cantidad  es  la  üiiica  de 
que  se  hace  uso  para  la  determinacion  de  ^  —  d ,  como  se  ve  per  el 
ejemplo  dado  arriba. 

Se  presenta  en  estas  observaciones  una  dificnltad  que  consiste 
en  apreciar  con  precision  el  instante  en  que  la  estrella  pasa  por  los 
hilos  y  la  que  proviene  del  movimiento  oblicuo  de  la  estrella  con 
respecto  a  los  hilos.  Por  esta  razon  se  hace  mui  conveniente  el  uso 
de  un  cronögrafo  para  estas  observaciones ,  por  cuanto  es  siempre 
fäcil  apreciar  el  instante  en  que  se  verifica  la  biseccion  de  una 
estrella  por  el  hilo. 

Cuando  se  trata  de  determinar  por  este  metodo  la  panilaje  6 
las  constantes  de  la  aberraccion  y  nutacion,  se  tiene  que  elejir 
estrollas  situadas  en  la  proximidad  del  polo  de  la  ecliptica ,  a  causa 
de  que  para  6stas  el  influjo  de  estas  correcciones  en  la  declinacion 
es  el  maiyor  posible. 

27.  Las  förmulas  por  medio  de  las  cuales  pueden  reducirse 
las  observaciones  hechas  en  un  hilo  latei*al  al  hilo  medio,  se  hallan 
del  mismo  modo  que  para  el  instrumento  de  pasos.  En  efecto,  una 
observacion  verificada  en  un  hilo  lateral  cuya  distancia  al  medio 
sea  f  puede  considerarse  como  hecha  con  un  instrumento  que  tenga 
el  error  de  colimacion  c  +  f,    Se  tiene ,  pues ,  la  ecuacion : 

sen  {c-rf)=^  —  sen  8  senn  +  cos d  cosn  cos (*'—  m) ,    - 

en  donde  t'  signiiica  el  angulo  horario  de  la  estrella  en  el  instante 
en  que  se  observo  sobre  el  hilo  lateral.  Si  de  esta  ecuacion  se  resta 
la  siguiente : 

sen  c  =  —  send  ßenn  +  cosd  cosn  co8(*  —  w), 
se  obtiene: 

2Bcn  J/*co8[J/'+  c]  =  2co8d  cos»  seni  (*  —  t')  sen  [J  {t  -f  0  —  m]. 

Como  f  no  importa  sino  pocos  minutos ,  se  puede  reemplazar  el 
lado  izquierdo  de  esta  ecuacion  por  /*,  y  se  halla  entonces : 

2  sen  itit *')  =s - - 

*  ^  cos  d  sen  J  (i  + 1')  cos  n  cos  m  —  cos  8  cos  ^{t-\- 1')  cos  n  sen  m ' 

ö  si  en  lugar  de  cos  w  sen  w  y  cos  w  sen  w  se  introducen  las  espi-e- 
siones  halladas  en  el  n**'  que  precede : 
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2  sen  X(t  —  t')  = - • 

De  aqui  resulta,  que  para  reducir  una  observacion  becha  un 
hilo  lateral  al  bilo  medio,  se  tiene  que  emplear  nö  la  verdadera 
distancia  f  de  los  bilos ,  siuö  la  cantidad : 

f        :    ■    =r 

1  — ftcotgy  — ^'cotgi(t^-f')coBec9 
y  entonces  se  tiene: 

2  sen  Ut- 1')  =  — 5 ^  T77T-*'x- 

Para  poder  resolver  esta  ecuacion,  se  deberia  ya  conocer  a  t\ 

Pero  es 

senl  {t  + 1')  =  sen  [t-Kt- 1% 

Tomaudo  entonces  en  vez  de  l^{t  —  t')  la  mitad  del  intervalo  de 
tiempo  trascurrido  entre  los  pasos  por  el  hilo  l&teral  y  medio,  el 
lado  derecho  de  la  ecuacion  serä  una  cantidad  conocida,  y  se  puede 
por  consiguiente  calcular  el  valor  t—t'.  Si  el  valor  hallado  difiere  con- 
siderablemente  del  adoptado ,  se  debe  repetir  el  calculo  con  el  nuevo 
valor.  Pero  para  esto  es  necesario  calcular  previamente  la  distancia 
reducida  f  de  los  hilos.  En  este  calculo  se  puede  ordinariamente 
hacer  absti-accion  del  t6rmino  b  cotg  (p ,  por  cuanto  h  no  importara 
sino  pocos  segundos.  Ademas ,  si  la  observacion  no  se  ha  hecho  mui 
cerca  del  zenit  y  k  es  una  cantidad  pequena,  tambien  la  correccion 
por  razon  de  k  puede  despreciarse ,  y  en  tal  caso  se  ha  de  emplear 
simplemente  la  distancia  f  en  vez  de  f.  Pero  para  estrellas  situadas 
cerca  del  zenit ,  el  terminö  dependiente  de  k  puede  volverse  conside- 
rable ,  ä  menos  que  k  sea  mui  pequena.   Efectivamente  es 

tang  ^  cos  qp  =  tang ;?  ^ 
y  como  f  es  mui  pequena ,  tambien  se  tendrä  mui  aproximadamente 

tangi'  cosqp  =  tang;?' 

luego  tambien 

tang  J(t  + 1')  cos  9  =  tangi(£f  +  /). 

Por  consiguiente  se  puede  escribir  en  lugar  del  factor  de  k 

tambien : 

coig(pcotgi(z-^z'), 

cuya  espresion  hace  ver ,  que  la  correccion  puede  volverse  conside- 
rdble  en  la  inmediacion  del  zenit. 
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En  vez  de  resolver  indirectainente  la  ecuacion 

f 

2  sen  Ut~  t*)  =  — ^ TTTrT'V 

se  puede  tambien  efectuar  la  resolucion  por  medio  de  una  serie.   Con. 

este  fin  pondr^mos  dicha  eciiacion  bajo  la  forma: 

/• 

cös  t'  —  cos  ^  = -^ , 

coBosenqp 

de  donde  se  deriva,  segun  la  fönnula  (19)  del  n**- 11  de  la  intro- 
duccion,  la  espresion: 

t'=t j^ '—  -  4  cotgi  r — jr-J^ X 

cos  8  sen  tp  sen  t      *      ^    Leos  o  sen  tp  sen  i  J 

■f*  8 

- 1  r — T-^ — ii  (1+3  cotg««). 

•^  Leos  5  sen  9  sen  y  ^  ^    ^ 

Si  ahora  suponemos  el  iiistrumento  ajustada  proximamente, 

tenemos 

C08d8ent  =  8en;j, 

luego 

f 


t'=t- 


-  -jcotge  r — C. — "1* 

tp  Lsenx?  senqpj 


8en£i  sen  ^ 

- 1  [1+ äcotg««]  r f- 1  ~  . . . 

Como  en  esta  förmula  entra  tambien  una  potencia  par  de  /",  se 
Y^ ,  que  a  hilos  equidistantes  del  hilo  medio  sitnados  a  ambos  lados 
de  este  ultimo  no  corresponde  el  mismo  valor  de  t'—t'^  pues,  siendo 
f  negativa',  se  obtiene : 


e'=*4- 


r 


—  i  cotg«  r — f- — 1 

(p      *      ^    LseniEfsenqpJ 


sen£f  sen  , 

4-  i  [1  +  3cotge*]  r — ^ 1  - . . . 

RL    »         vo    J  LßenirsenyJ 

A  fin  de  calcular  mas  comodamente  los  valores  de  estas  series ,  se 
puede  construir  una  tabla ,  que  d6  con  el  argumento  6  las  cantidades 
seng?  sen;?,  \  coigt  y  ^(l  +  3  cotg^^). 

Con  todo  estas  series  pueden  emplearse  solo  cuando  la  estrella 
no  est6  cerca  del  zenit,  porque  en  caso  contrario  deberian  llevarse 
en  cuenta  todavia  algunos  de  los  t6rminos  siguientes  de  la  serie. 

Si  la  distancia  zenital  es  pequena,  el  procedimiento  siguiente 
puede  servir  ventajosamente  para  el  c41culo  de  t\  Arriba  hemos 
hallado 

C08 1' = cos  *  H 5 

cos  äsen  9» 
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Restando  los  dos  lados  de  esta  ecuaqion  de  1 ,  y  agregandolos 
en  segnida  ä  1 ,  se  obtiene ,  dividiendo  una  por  otra  las  dos  nuevas 
ecuaciones , 

Umgit  - 2cöö~it^ cosd »eny H- /"' 

Como  ademas  es : 

tangd 


C08i  = 


tangq? 


se  sigue : 


7  de  ahi : 


'        cososenqp 

H-C08«  =  2C08ii*=    — ^^ ; 

*        C080  8enqp* 


8en(9  +  d)-Hr' 
y  para  un  valor  negative  de  /*' : 

*^*  8en(9  +  tf)-r 

Las  distancias  mismas  entre  los  hilos  se  determinan,  obser- 
vando  una  esti'ella  cerca  del  zenit  en  todos  los  hilos.  Si  calculamos 
entonces  para  cada  observacion  la  cantidad : 

8en  (p  cos  d .  2  sen  ^t' 

las  diferencias  de  estas  cantidades  daran  las  distancias  en  cuestion, 
puesto  que  para  estrellas  zenitales  es : 

g»  — ^  =  8en9C08Ä.  2  8eni** +./'4-c  +  6  +  Ä;8€nif. 

De  este  modo  se  deducirian  de  las  observaciones  dadas  en  el 
n**-  que  precede ,  las  siguientes  distancias  entre  los  hilos ,  al  tiempo 
de  estar  el  circulo  al  Norte : 

///=    3' 24".  70 

F=   3  22  .  74 

VI=:   6  34  .76 

FJ/=  12  21  .89. 

I^emplo,  El  2  de  Octobre  de  1838  se  observö  la  estrella  er  Bootis 
con  el  instrumento  de  pasos  establecido  en  el  primer  vertical  del 
observatorio  de  Berlin. 

Circulo  Sur ,    Estrella  Oeste. 
/         //       ///  IV,  V         VI  VII 

«Bootis    44«.  7     a»»3    50".  2     19i»2m32«.2     13>.8     55>.4    1"»  10".  8. 
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Las  distanciaij  de  los  hilos  espresadas  en  tiempo  eran : 

J=51».639 

^r/=25  .814 

111=  Vi  .610 

F=  13  .  305 

FJ=  26  .523 

-      F//=  52  .  397 

Ademas  tenemos : 
^<  =  +  47«».5,    a  =  14h8«nl6».5,    a^  +  200l'39",    9  =  52°30'16", 

Las  cantidades  h  j  k  eran  tan  peqneöas  que  no  habia  necesidad 
de  calcular  la  distancia  reducida  de  los  hilos  /".   Con  esto  se  obtiene 
t  =  4h  55m  3« .  2  =  73°  45'  48".  0 ,    log  cos  «  sen  «  seu  9  =.  9  .  85244 

y 

logcotg4t  =  9.14552. 

Para  calcular  ahora  el  segundo  termino  de  la  serie,  se  tiene 

/*' 

que  convertir 5 -.  en  partes  del  radio ,  multiplicando  esta 

^  Ben<p  cosjo  sen^        ^  '  * 

espresion  por  15  y  dividiendola  por  2002(55.    En  seguida  se  tiene  que 

formar  el  cuadrado,  y  para  convertir  el  termino  en  segundos  de 

tiempo  se  debe  miütiplicar  de  nuevo  por  200265  y  dividir  por  15. 

El  factor  de 

r c r 

|_8en  tp  008  Ü  Ben  y 
sera  de  consiguiente : 

siendo  el  logaritrao  del  factor  numerico  5  .  00:18.  Del  mismo  modo 
el  coeficiente  del  tercer  termino ,  espresado  en  segundos  de  tiempo, 
ser4: 

Pero  en  el  caso  presente  este  termino  ya  se  hace  iusignificante. 
Si  ahora  ealculamos,  por  ej.,  la  reduccion  para  el  hilo  /,  el  valor 

de  f  es  negativo ,  y  se  sigue : 

f 

^  j-^ T  =  -72».533 

cos  o  Ben  9  Ben  t 

+  2Ö6k5-^°"^^[co8<Bent8eny]  -  +  0-053, 
por  consiguiente  la  reduccion  al  hilo  medio  sera: 

Z=:-lm  128.48. 
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De  mismo  modo  se  halla: 

//=-36>.25 

III  =-11  .71 

F=+18  .69 

F/=4-37  .24 
F//=+73  .54. 

Reducidas  las  observaciones  hechas  en  los  diferentes  hilos  al 

hilo  medio ,  obtenemos  de  consiguiente : 

19l>2n»32".22 
32  .05 
32  .49 
32  .20 
32  .49 
32  .64 
32  .  74 

en  t^rmino  medio  19^  2™  32».  40. 

Con  el  objeto  de  dar  im  ejemplo  para  el  otro  modo  de  reducir, 
tomaK'mos  las  siguientes  observaciones  de  a  Persei : 

Circulo  Sur,    Estrella  Oeste. 

/  II  III  IV  V 

a  Persei  4™  26« .0    2«»  38«.  0     1"  43« .0    5*»  Om  49« .  2     59™  52« .  0 

VI  VII 

58m  55«.  2     57»»  2«.  0. 

Si  calciilamos  primero: 

,        ,  .,     sen  (9  -  6) 

^^        8en(9  4-tf) 
adoptando 

d  =  49°  16' 26".  7 

y 

9=:52»30'16".0 
obtenemos : 

t  =  26»  58'  58".  88. 

Si  buscamos  la  reduccion  para  el  primer  hilo ,  sera  f  negativa, 
y  por  tanto  tenemos  que  calcular  la  förmiila: 

^*  Ben{(p  +  d)-f 

Como 

/•=  51«.  639  =12' 54".  585 

ö,  espresada  en  partes  del  radio,  /*=  0  .  0037553,  resulta 

«'=27°  53' 6".  72, 
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luego : 

«'-«  =  00  54'   7".  84 

=  Oh  3»  36«.  52. 

Del  mismo  modo  se  halla  para  los  otros  hilos : 

JJ=  im  49«.  05 

•      III  53  .48 

V  56  .85 

FJ     1     53  .  86 

VII     3    46  .  77. 

Sin  embargo,  para  esta  estrella  el  desarroUo  en  serie  puede 
emplearse  con  mas  comodidad,  por  cuanto  el  influjo  del  tercer 
termino  para  los  hilos  III  y  F  es  nulo ,  al  paso  que  el  vklor  de 
dicbo  termino  asciende  tan  solo  &  0".  12  para  los  hilos  I  j  VII . 

28«   Nos  resta  aün  ensenar  el  modo  de  determinar  los  errores 
instrumentales  por  medio  de  observaciones. 
^  La  inclinacion  h  del  eje  se  halla  directamente  mediante  el  nivel 

de  aire.  El  error  de  colimacion  puede  determinarse ,  conforme  cou 
lo  espuesto  en  el  n**-  26 ,  observando  estrellas  cerca  del  zenit  en  dife- 
rentes  posiciones  del  instrumento  al  Oeste  j  Este  del  meridiano. 
Tambien  puede  obtenerse  este  eri'or  combinado  entre  si  las  obser- 
vaciones de  una  misma  estrella,  hechas  al  Oeste  y  Este  del  meri- 
diano en  la  misma  posicion  del  instrumento.  En  efecto ,  se  tiene  con 
el  Circulo  -  Norte : 

0  =  r  +  z/t —    (Estrella  Este) 

8en2:Ben9     seney)    ^ 

e'  =  T'-f  ^e  -I- —    (Estrella  Oeste) , 

senirsen^     Ben  9    ^  ' 

en  donde  se  supone  aplicada  ya  la  con*eccion  por  razon  de  la  incli- 
nacion.   Por  consiguiente  ser&. 

c  =  sen 9  sen^r  [\  {9'-  9)  -  i(T'-  T)], 
en  donde  el  valor  de  ^  (6'—  ö)  se  obtiene  por  la  ecuacion 

6,  poniendo  ^(6'— ö)  =  f,  mas  exactamente  por  medio  de  la 
ecuacion 
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A  fin  de  que  el  coeficiente  sene  Uegue  a  ser  mui  pequeflo,  j  que 
por  tanto  los  errores  cometidos  en  la  observacion  de  Ty  T'  tengau  el 
menor  influjo  posible  en  la  determinaaion  de  c,  se  debe  escojer  estxe- 
llas  que  pasen  por  el  primer  vertical  lo  mas  cerca  posible  del  zenit. 
Sumando  los  dos  ecuaciones  relativas  a  6  j  O',  se  obtiene : 
*  =  seny  [i(r+  r)  +  ^<~i(e+  Ö')], 
6 ,  como  es  ^  (6  +  0')  =  a : 

k  =  Ben(p[i{T-\-T*)'hdt-'tt]. 

Pafa  determinar  el  azimut  h  se  elijiran  estrellas  que  pasen  por 
el  primer  vertical  a  una  distancia  considerable  del  zenit  en  atencion 
ä  que  los  pasos  de  6stas  por  los  hilos  pueden  observarse  con  major 
exactitud. 

I^emplo.   En  1838  fueron  hechas  con  el  instrumento  de  pasos 

establecido  en  el  primer  vertical  del  observatorio  de  Berlin  las  si- 

guientes  observaciones  • 

Circulo  Sur: 

Junio  25    a  Bootia  Oeste  191^  S^^  1>.44 
26    a  Bootis  Este      9  12   54  .49, 

en  donde  los  tieropos  especifieados  representan  los  promedios  de  las 
observaciones  hechas  en  los  siete  hilos.  El  25  de  Junio  era  6=:-{-0''.42 
y  el  26  de  Junio  ft  =+  7".  98.  Si  correjimos  estos  tiempos  por  efecto 

de  la  inclinccion  agregando  la  correcciou  +  . ,  tenemos  que 

^    ®  '   tangjrsenqp'  /^ 

afiadir  a  la  primera  observacion  —  0'.  26  y  ^  la  segunda  -{-O^.Ziy  de 

manera  que  obtenemos : 

r  =  19i»  3«  1«.  18 
T'=   9  12   64  .81. 

Por  consiguiente  es: 

i(r+T')  =  14b7"»53».00, 
y  como 

^f  =  +  20«.27    y    a=  14h  8«  16«,  48 
resulta: 

Ä  =  -Hl«.42. 

Nota.  Sobre  el  iustrumento  de  pasos  instalado  en  el  primer  ver- 
tical V(^ase:  Encke,  Bemerkungen  über  das  Dun^hgangsinstrument  von 
Ost  nach  West.  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1843  j)ag.  300 
y  aig. 


528 


VI.  —  INSTRUMENTOS  DE  ALTDRA. 

29*  Los  instrumentos  de  altura  comprenden  los  circulos  en- 
teros  (circulos  verticales) ,  cuadrantes  y  sestantes.  Los  circulos  ver- 
ticales  estan  asegurados  k  un  eje  horizontal  que  se  sujeta  sobre  iina 
columna  vertical.  Por  medio  de  un  nivel  de  aire  que  se  coloca 
sobre  el  eje  horizontal ,  se  puede  examinar  la  posicion  vertical  de  la 
columna  y  rectificarla  mediante  los  tres  tomillos  de  pi6  del  instru- 
mento.  Si  durante  la  rotacion  de  la  columna  la  ampoUita  del  nivel 
se  mantiene  invariablemente  en  el  mismo  sitio,  serh  sefial  de  que 
la  rectificacion  es  perfecta.  Invirtiendo  entonces  el  nivel  sobre  el  eje 
horizontal,  se  halla  la  inclinacion  de  este  eje,  la  que  puede  rectifi> 
carse  por  medio  de  tomillos  de  correccion  adaptados  al  efecto ,  de 
modo  que  el  circulo  ocupe  una  posicion  vertical. 

El  eje  horizontal  lleva  un  circulo  graduado  que  jira  juntamente 
con  el  anteojo ,  al  paso  que  la  alidada  conc6ntrica  estä  sölidamente 
asegurada  a  la  columna.  Este  circulo  est4  provisto  de  un  nivel,  del 
mismo  modo  que  el  circulo  de  los  instrumentos  de  altura  j  azimut. 
Cuando  la  lectura  del  circulo  se  ^fectua  por  medio  de  microscopios, 
en  tal  caso  los  brazos  que  llevan  h  estos  Ultimos  estÄn  firmemente 
asegurados  a  la  columna  j  provistos  de  un  jiivel  de  aire.  La 
distancia  doble  de  una  estrella  se  determina  entonces  por  la  obser- 
vacion  de  la  misma  en  dos  posiciones  del  eje  horizontal  que  difieren 
entre  si  en  180®,  exactamente  del  mismo  modo  que  con  el  instru- 
mento  de  altura  y  azimut ,  y  en  jeneral  todo  lo  espuesto  con  relacion 
&  las  observaciones  que  se  hagan  con  este  ultimo  instrumento  halla 
una  aplicacion  inmediata  al  uso  del  circulo  vertical. 

Como  en  estos  instrumentos  el  anteojo  est&  asegurado  (\  una  de 
las  estremidades  del  eje,  se  orijina  de  este  modo  una  variabilidad 
del  error  de  colimacion ,  y  se  puede  admitir  que  su  depeudoncia  de 
la  distancia  zenital  0  se  espresa  por  la  f6rmula  r-\-a  cosr.  En  los 
instrumentos  de  grandes  dimencioncs  de  esta  especie  se  podra  deter- 
minar  el  error  de  colimacion  en  la  posicion  horizontal  del  anteojo 
por  medio  de  dos  colimadores  del  mismo  modo  que  con  el  circulo 
meridiano ;  en  la  posicion  vertical  al  contrario  por  medio  de  la  obser- 
vacion  de  las  imajenes  reflejas  de  los  hilos  en  un  horizonte  de  nier- 
curio ,  conforme  con  lo  espuesto  en  el  n**-  22.  La  diferencia  de  los 
dos  valores  asi  obtenidos  dk  la  cantidad  a,  la  que,  sin  embargo,  no 
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importarä  sino  iinos  pocos  segimdos  y  no  tendra  por  lo  mismo  ningim 
influjo  en  la  determiuacion  de  las  distancias  zenitales. 

Nota.  £1  cuadrante  sirve  igualmente  para  la  observacion  de  iaa 
alturas  de  Iob  astaros  y  consiste  en  un  arco  de  cfrculo  igual  ä  la  cuarta 
parte  de  un  circulo  entero.  El  anteojo  afirmado  ä  una  alidada  jira  al 
rededor  del  centro  de  este  arco.  Si  este  cuadrante  estä,  asegurado  ä 
una  pared  vertical  en  el  piano  del  meridiano,  se  lo  llama  cuadrante 
mural.  £1  arco  de  los  cuadrantes  portatiles,  al  contrario,  estä  asegurado 
ä  una  columna  vertical  que  admite  un  movimiento  en  tomo  de  su  eje 
y  descansa  en  tres  tomillos  de  piä.  Estos  instrumentos  ya  no  se  usan 
actualmente ,  por  cuanto  los  cuadrantes  murales  hau  sido  reemplazados 
por  los  circulos  meridianos,  y  los  cuadrantes  partä^tiles  por  los  cfrculos 
verticales.  y  los  instrumentos  de  azimut  y  altura. 

30*  El  instrumento  mas  importante  de  esta  clase  es  el  sestante, 
que  se  llama  tambien,  segun  su  inventor*,  el  sestante  de  Hadley. 
Por  lo  demas  sirve  este  instrumento  no  solo  para  observar  alturas, 
sinö  jeneralmente  para  medir  los  ängulos  comprendidos  entre  dos 
objetos  situados  en  cualquiera  direccion  con  respecto  al  borizonte, 
y  como  no  se  exye  que  este  montado  de  un  modo  fijo,  por  cuanto 
las  observaciones  pueden  practicarse  con  el  sestante  asi^ndolo  con  la 
mano ,  este  instrumento  es  de  una  utilidad  mui  grande ,  sobre  todo 
para  las  observaciones  que  se  hagan  en  alta  mar  tanto  con  el  fin  de 
determinar  la  bora  y  latitud  por  alturas  del  Sol  y  de  los  astros, 
cuanto  para  determinar  la  lonjitud  jeogr^fica  por  medio  de  distan- 
cias lunares. 

El  sestante  se  compone  en  jeneral  de  un  sector  circidar  igual  a 
la  sesta  parte  de  un  circulo ,  sobre  cnyo  centro  jira  una  alidada  que 
Ueva  a  un  espejo  colocado  perpendicularmente  al  piano  del  sestante 
y  que  pasa  por  el  centro  de  este  ultimo,  ün  segundo  espejo  mas 
pequeflo  esta  colocado  delante  del  objetivo  del  anteojo  del  sestante, 
igualmente  perpendicular  al  piano  del  sestante  6  limbo  y  para- 
lelo  ä  la  linea  que  pasa  por  el  centro  del  arco  circular  y  el  cero  de 
la  graduacion.   Los  dos  espejos  son  paralelos  cuando  la  alidada  se 


*  El  inventor  de  este  instrumento  es  en  realidad  Newton,  por 
cuanto  se  hallö  despues  de  la  muerte  de  Hadley  entre  los  papeles  de 
este  ultimo  una  descripcion  del  instrumento  escrita  por  Newton.  Sin 
embargo,  Hadley  fuä  el  primero  en  piiblicar  la  invencion. 
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coloca  en  cero  de  la  graduacion.  Solo  la  mitad  inferior  del  espejo 
pequena  esta  azogada,  de  manera  que  los  rajos  de  luz  puedan  11^^^ 
directameute  de  an  objeto  al  anteojo ,  atrayesando  la  parte  superior 
y  trasparente  del  espejo.  Jirando  entonces  la  alidada  con  sn  eapejo 
hasta  tanto  que  un  rayo  de  luz  de  un  segundo  objeto  sea  reflectido 
por  el  espejo  grande  al  pequeno  y  de  aqui  al  anteojo ,  se  veran  en  el 
anteojo  las  imajenes  de  los  dos  objetos.  Si  6stas  se  Heran  a  coin- 
cideucia  por  medio  de  un  movimiento  lento  de  la  alidada ,  el  angnlo 
que  forman  entre  si  los  dos  espejos,  esto  es,  la  cantidad  angnlar 
que  la  alidada  ha  jirado  desde  el  punto  en  que  los  dos  espejos  eran 
paralelos ,  serä  igxiol  a  la  mitad  del  ängulo  comprendido  entre  los 
dos  objetos. 

Desde  luego  es  claro ,  que  si  los  dos  espejos  son  paralelos  entre 
si ,  lo  seran  tambien  el  rayo  de  luz  directo  y  el  doblemente  reflejado. 
En  efecto,  si  seguimos  el  Camino  del  rayo  en  direccion  opuesta, 
esto  es,  considerändolo  como  procedente  del  ojo  del  observador, 
vemos  que  los  dos  rayos  coinciden  al  principio.  El  uno  de  los  dos 
rayos  atraviesa  entonces  la  parte  superior  del  espejo  pequeno,  diri- 
ji6ndose  al  objeto  Ä,  Si  a  signißca  el  ängulo  bajo  el  cual  ambos 
rayos  caen  sobre  el  espejo  pequeno,  el  segundo  rayo  sera  reflejado 
bajo  el  angulo  a,  y  como  los  dos  espejos  son  paralelos,  este  rayo 
Uega  al  espejo  grande  bajo  el  ängulo  a  y  vuelve  &  ser  reflejado  bajo 
el  mismo  ängulo.  Este  segundo  rayo  pasara  por  consiguiente  tam- 
bien por  el  objeto  Ä,  cuando  6ste  se  halle  k  una  distancia  infinita, 
de  manera  que  la  distancia  entre  los  dos  espejos  comparada  oon  la 
del  objeto  llegue  a  ser  infinitamente  pequefia. 

Pero  si  el  espejo  grande  forma  con  el  pequeno  el  4ngulo  y ,  en- 
tonces el  ra^p  reflejado  por  el  espejo  pequefio  bajo  el  ängulo  a 
formarä  con  el'^pejo  grande  un  otro  4ngulo  que  designaremos 
con  ß.  El  triängulo  determinado  por  los  dos  espejos  y  el  rayo  re- 
flejo  dk  ahora  la  relacion: 

180°-a  +  y  +  /J=180» 
ö 

El  rayo  es  reflejado  en  seguida  por  el  espejo  grande  bajo  el 
angulo  j3,  y  SU  direccion  formarä  con  la  primitiva  del  rayo  al  salir 
del  ojo  un  angulo  $  que  es  igual  al  &ngulo  comprendido  entre  los 
dos  objetos  vistos  en  el  anteojo.   Considerando  el  tri&ngulo  deter- 
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minado  por  las  direcciones  del  rayo  directo  y  de  los  simple  y  doble- 
mente  reüejos ,  hallamos  luego : 

por  consiffiiiente 
6 

El  angulo  comprendido  entre  los  dos  objetos  llevados  ä  coin- 
cidencia  es ,  de  consiguiente ,  igiial  al  duplo  del  &ngulo  que  forman 
entre  si  los  dos  espejos ,  e^to  es ,  el  ängtilo  que  sefiala  la  direccion 
de  la  alidada  sobre  la  graduacion.  Para  mayor  comodidad  estä 
multiplicada  la  graduacion  del  arco  del  sestante  por  2,  por  cuanto 
cada  medio  grado  se  ha  tomado  por  nn  grado  entero,  de  manera 
que,  p.  ej.,  el  trazo  que  corresponde  al  grado  10  est&  marcado  con 
el  nümero  20.  Observando ,  pues ,  la  distancia  angular  entre  dos 
objetos ,  se  la  obtiene  inmediatamente  por  medio  de  la  lectura  que 
indique  la  alidada. 

En  las  observaciones  de  alturas  con  el  sestante  se  hace  uso  de 
un  horizonte  artificial,  comunemeute  de  un  horizonte  de  mercurio, 
y  se  mide  la  distancia  entre  el  objeto  y  su  imajen  reflejada  en  el 
borizonte  de  mercurio,  esto  es,  la  altura  doble.  En  alta  mar,  al 
contrario ,  las  alturas  de  los  astros'  se  observan  directamente ,  llev&n- 
dose  estos  a  coincidencia  con  el  horizonte  de  la  mar. 

Pero  en  este  caso  [a  altura  que  se  mide  es  mayor  que  la  verda- 
dera ,  puesto  que  en  virtud  de  la  elevacion  del  ojo  sobre  la  superficie 
de  la  mar  el  horizonte  visto  de  esta  ultima  no  representa  un  circulo 
maximo,  sinö  un  circulo  cuya  distancia  zenital  es  mayor  que  90°. 
Este  circulo  se  deteimina  por  la  interseccion  de  la  superficie  del 
cono  formado  por  las  tanjentes  que  van  desde  el  ojo  k  la  superficie 
de  la  mar ,  mientras  que  el  verdadero  horizonte  se^  determina  por  la 
interseccion  de  un  piano  horizontal  que  pasa  por  el  ojo  del  obser- 
vador,  con  la  esfera  Celeste.  Si  denotamos  por  90°  +  c  la  distancia 
zenital  del  horizonte  de  la  mar,  vemos  facilmente,  que  c  es  el  &ngulo 
en  el  centro  de  la  Tierra  comprendido  entre  los  dos  radios  que  pasan 
por  el  lugar  de  observacion  y  aquel  punto  en  que  la  tanjente  toca  ä 
la  superficie  de  la  Tierra.  Designando,  pues,  con  a  al  i-adio  del 
globo  ten-estre,  con  Ä  a  la  elevacion  del  ojo  sobre  la  superficie  de  la 


mar,  tenemos:  ^ 

CORC= j  , 


3t* 


luego : 


ö: 
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2  8enjc*=  — —r 


Por  medio  de  esta  furmula  puede  calcularse  el  angulo  o,  llamado 
la  despresion  del  horizontc,  para  una  elevacion  cualquiera  del  ojo, 
cuyo  angulo  debe  restarse  de  la  altura  que  se  mida  sobre  el  hori- 
zonte  de  la  mar. 

31«  Examinaremos  ahora  el  influjo  que  tienen  los  errores  del 
sestante  en  las  observaciones  que  con  61  se  hagan,  y  ensenaremos 
los  m^todos  para  determinar  es  tos  errores  mismos.  El  sestante 
puede  adolecer  en  primer  lugar  de  defectos  que  provienen  de  la  po- 
sicion  de  los  espejos  y  del  anteojo.  Si  suponemos  el  ojo  0  oolocado 
en  el  centro  de  una  esfera,  el  piano  del  sestante  ö  limbo  cortara  ä 
esta  en  un  circulo  mäximo  BAC  (Fig.  19),  que  representa  al  propio 

Fig.  19. 


tiempo  el  piano  en  que  se  hallan  los  dos  objetos  observados.  Sea  OA 

la  Visual  dirijida  al  objeto  A,    AI  Uegar  esta  visual  al  espejo  pe 

queiio  sera  reflejada  al  espejo  grande ,  y  si  ^  es  el  punto  en  que  la 

perpendicular  al  espejo  pequeiio  corta  al  circulo  m&ximo ,  el  rayo  de 

luz  despues  de  reflejado  encontrara  al  circulo  maximo  en  el  punto  B^ 

de  modo  que 

Bp^pA, 

Si  ademas  es  P  el  punto  en  quo  la  perpendicular  al  espejo  grande 
corta  ä  la  esfera ,  el  rayo  doblemente  reflejado  encontrara  k  la  esfera 
en  el  punto  C,  de  modo  que 

PC  =  PB 

y  en  esta  direccion  se  hallara  el  segundo  objeto  observado.  El  an- 
gulo entre  los  dos  objetos  se  mide  entonces  por  A  C,  el  comprendido 
entre  los  dos  espejos  por  pP^  y  faoilmente  se  vc,  que  AC=^*Z .  j^P. 
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Esto  tendra  lugar  si  la  linea  de  colimacion  del  anteojo  es  paralela 
al  piano  del  limbo,  y  si  los  dos  espejos  estan  perpendiculares  a  este 
piano.  Supondr6mos  ahora ,  que  la  inclinacion  de  la  linea  de  colima- 
cion del  anteojo  con  respecto  al  piano  del  sestante  es  i.  Si  entonces 
BAC  representa  de  nuevo  el  circulo  mäximo  en  que  el  piano  del 
sestante  corta  ä  la  esfera,  la  linea  de  colimacion  del  anteojo  no 
pasarä  por  el  punto  A  de  la  esfera,  sinö  por  el  punto  A\  siendo  el 
arco  AÄ  perpendiculai'  k  BAC  ^  igual  a  i.  Despues'de  reflejado 
por  el  espejo  grande  y  pequeno  el  rayo  cortara  a  la  esfera  en  los 
puntos  J&'  y  C,  siendo  los  arcos  BB'  y  CG'  igualmente  perpendicu- 
lares kBACk  iguales  b,  i.  Si  se  designa  el  polo  del  circulo  mäximo 
ABC  con  ^,  en  tal  caso  serä  QAC  q\  angulo  leido  en  el  limbo,  al 
paso  quel  el  arco  ÄC  mide  al  verdadero  angulo  entre  los  dos  objetos 
observados ,  y  llamando  al  primero  a ,  al  segundo  ct\  se  tiene  en  el 
triängulo  esf6rico  ÄQC': 

cos  a  =  Ben  t^  +  cos  »*  cos  a 
=  cos  a  +  2  i'  Ben  ^  «', 

y  de  ahi  segun  la  förmula  (l9)  de  la  introduccion : 

a'=a  — i^tangja. 

Se  v6  por  esta  förmula,  que  si  la  linea  de  colimacion  del  anteojo 
est4  inclinada  al  piano  del  sestante ,  todos  los  ängulos  que  se  midan 
con  el  resultarän  mayores  que  los  verdaderos.  La  inclinacion  del 
eje  öptico  con  respecto  al  piano  del  limbo  puede  facilmente  deter- 
minarse  del  modo  siguiente.  En  el  anteojo  del  sestante  bai  dos 
hilos  paralelos  que  pueden  colocarse  paralelos  al  piano  del  limbo  y 
cuyo  comedio  determina  la  posicion  de  la  linea  de  colimacion. 

Llevando ,  pues ,  ä  coincidencia  las  imajenes  de  dos  objetos  en 
uno  de  estos  hilos  6  inclinando  despues  el  sestante ,  de  modo  que  las 
imajenes  lleguen  al  segundo  hilo,  la  coincid6ncia  debe  verificarse 
tambien  en  esta  posicion  cuando  el  eje  optico  del  anteojo,  esto  es, 
la  linea  cuya  direccion  se  determina  por  la  mediania  de  los  dos 
hilos,  es  paralelo  al  piano  del  limbo,  puesto  que  en  tal  caso  las 
obseiTaciones  se  hacen  en  dos  planos  igualmente  inclinados  con  res- 
pecto al  piano  del  limbo.  Cuando  esto  no  se  verifique ,  serä  sefial 
de  que  el  eje  öptico  del  anteojo  esta  inclinado  al  piano  del  limbo. 
Sean  entonces  s  y  s'  los  angulos  que  se  lean  en  el  limbo  al  tiempo 
de  haUarse  las  imajenes  en  coincidencia  en  los  dos  hilos ,  i  el  desvio 
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6  la  inclinacion  del  %je  del  anteojo ,  6  la  distancia  entre  los  dob  hilos 
y  h  e\  verdadero  angulo  comprendido  entre  los  dos  objetos ;  se  teudra 
la»  dos  ecuacioneB: 


y  tomando 
resuliai'a : 


»'=^  +  (,7-4-1)  tangis', 
tiingji*'=tang>« 


Se  ve  fäcilmente ,  que  el  menor  de  los  angulos  corresponde 
siempre  al  bilo  quo  se  desvia  menos  de  la  yisual  paralela  al  piano 

del  limbo ,  y  que  esta  ultima  forma  un  angulo  igual  ä  -    —  i  con  la 

que  pasa  por  el  bilo  en  que  se  bizo  la  observacion.  En  tal  caso  se 
tiene  que  colocar  k  esta  distancia  im  tercer  bilo  para  observar  en  el 
todas  las  coincidencias ,  6  si  se  sigue  baciendo  los  ajustes  en  el 
comedio  de  los  primeros  hilos ,  se  debe  restar  de  todos  los  angulos 
observados  la  cantidad  i^  tang  ^  s. 

El  piano  del  espejo  pequeilo  ha  de  ser  paralelo  al  del  espejo 
grande  cuando  la  alidada  e8t6  en  cero  de  la  graduacion,  y  al  mismo 
tiempo  los  dos  espejos  deben  estar  perpendiculares  al  piano  del  se- 
stante.  Es  facil  examinar  el  paralelismo  de  los  dos  espejos  y  reme- 
diar  cualquier  defecto  que  haya  ä  este  respecto.  £1  espejo  pequeöo 
tiene  con  este  fin  dos  especies  de  tomillos  de  correccion.  Uno  de  estos 
tomillos  se  halla  en  la  parte  posterior  del  espejo  y  hace  jirar  a  68tc 
al  rededor  de  un  eje  perpendicular  al  piano  del  limbo ;  el  segundo 
tornillo ,  al  contrario ,  sirve  para  colocar  el  piano  del  espejo  perpen- 
dicular al  piano  del  sestante.  L16yese ,  con  la  alidada  pröximamente 
en  cero ,  k  coincidencia  la  imäjen  vista  directamente  y  la  doblemente 
refieja  de  un  objeto  infinitamente  distante.  Si  es  posible  efectuar 
esta  coincidencia,  los  dos  espejos  son  paralelos,  y  el  punto  de  la 
graduacion  que  sefiale  la  alidada  es  entonces  el  verdadero  cero, 
desde  donde  deben  medirse  todos  los  4ngulos.  Pero  si  no  es  posible 
llevar  las  dos  imajenes  a  coincidencia,  pasando  mas  bien  la  una  al 
lado  de  la  otra ,  serä  senal  de  que  el  piano  del  espejo  pequeüo  no  es 
paralelo  al  del  espejo  grande.   Llevando  en  tal  caso  las  dos  imajenes 
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ä  sn  distancia  minima,  las  interseccione»  de  los  dos  espejos  cou  el 
piano  del  limbo  seran  paralelas,  y  por  medio  del  scgimdo  de  los 
tomillos  arriba  mencionados  se  hace  mover  el  espejo  peqiieüo  hasta 
tanto  qae  con  el  movimiento  de  la  alidada  las  im&jenes  se  confondan, 
quedando  entonces  los  dos  espejos  paralelos.  El  punto  de  la  gra- 
duacion  que  sefiale  entonces  la  alidada  es  de  nueve  el  verdaderc  cero. 
Si  la  alidada  sefiala  el  Imgulo  c,  se  llama  a  c  el  error  de  colimacion 
del  sestante ,  el  cual  tiene  que  restarse  de  todos  los  äugiüos  obser- 
vados.  A  fin  de  despejar  al  sestante  de  este  error,  de  modo  que  las 
imäjenes  de  un  objeto  infiniiamente  lejano  se  confundan  al  estar  la 
alidada  en  el  cero  de  la  graduacion,  se  coloca  esta  ultima  exacta- 
mente  en  cero  y  se  Uevan  las  dos  imäjenes  ä  coincidencia  con  el 
auxilio  del  tomillo  aplicado  ä  la  cara  posterior  del  espejo  pequeüo: 
Pero  comunemente  se  deja  subsistir  este  error  y  se  lo  resta  de  todos 
los  angulos  observados.  Ordiuariamente  se  usa  el  Sol  para  deter- 
minar  este  error,  haciendo  el  tanjenteo  de  la  imäjeu  refleja  primera- 
mente  en  un  limbo  de  la  imäjen  vista  directamente  y  luego  en  el 
otro.  Si  la  primera  lectura  es  a,  la  segunda  h,  el  error  de  coli- 
macion ser&  igual  a  — ; — ,  y  el  diametro  del  Sol  igual  ä  — ; —  6 

a  —  h 

— T — ,  segun  que  a  sea  mayor  ö  menor  que  h,  Una  de  estas  lecturas 

caerä  entonces  siempre  detras  del  cero  del  artiste,  esto  es,  en  la 
parte  de  la  graduacion  que  precede  al  cero  y  dara  por  tanto  angulos 
correspondientes  al  cuarto  cuadrante.  Pero  se  puede  contar  estos 
los  angulos  tambien  desde  el  cero ,  tom&ndolos  negativos. 

En  las  observaciones  del  Sol  se  emplean  siempre  vidrios  oscuros 
para  no  lastimar  la  vista.  Si  las  dos  caras  de  estos  vidrios  uo  son 
paralelas,  la  determinacion  del  error  de  colimacion  por  medio  del 
Sol  resultarlb  defectuosa.  El  error  que  asi  se  orijina  no  tendra  influjo 
aJguno  en  las  observaciones  del  Sol  que  se  hagan  con  el  instru- 
mento ,  con  tal  que  se  empleen  los  mismos  vidrios  que  hayan  servido 
para  determinar  el  error  de  colimacion.  AI  practicar ,  empero,  otras 
observaciones,  p.  ej.,  observaciones  de  distancias  lunares,  se  debe 
determinar  el  error  de  colimacion  siempre  por  medio  de  una  e  treUa 
6  de  un  objeto  terrestre. 

Pero  cuando  se  observa  un  objeto  terrestre  cuya  distancia, 
comparada  con  la  comprendida  entre  los  dos  espejos,  no  puede 
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conöiderarse  como  infmitamente  grande ,  se  debe  aplicar  todavia  una 
correccion  al  error  de  colimacion  c  determinado  de  este  modo,  para 
obtener  el  verdadero  error  de  colimacion  Cq  que  se  hubiera  obteuido 
por  medio  de  un  objeto  infinitamente  distante.  Sea  ^  la  distancia 
del  objeto  al  espejo  pequeno ,  f  la  distancia  cntre  los  dos  espejos ,  ß 
el  angulo  que  forma  la  yisual  del  anteojo  con  la  perpendicular  al 
espejo  pequeiio  y  c  el  angulo  en  el  objeto  comprendido  entre  el  rayo 
directo  j  el  doblemente  reflejo  al  tiempo  de  ballarse  en  coincidencia 
la  imäjen  directa  j  refleja.  Se  hallarä  facilmente  entre  estas  canti- 
dades  la  relacion: 

de  la  cual  se  deduce: 

c  =  |8en2/J-i^,8en4p. 

El  segundo  lado  de  esta  ecuacion  debe  multiplicarse  por  206205, 

si  c  ha  de  espresarse  en  segundos.   Ahora  es  claro ,  que  coloeando 

los  dos  espejos  paralelos ,  el  rayo  reflejado  por  el  espejo  grande  irä 

a  im  objeto   que  dista  del  observado  la  cantidad  angular  c,  y  se 

obtendria  el  verdadero  error  de  colimacion,  Uevando  i\  coincidencia 

este  ütimo  objeto  con  el  anterior.   Si,  pues,  Cj  hubiese  sido  el  angulo 

leido  en  el  limbo  al  tiempo  de  haUarse  confundido  cl  objeto  con  su 

imajen ,  se  tendria : 

f  P 

Co  =  Cl  -f-  -^  sen2/3  —  J  -^  8en4/?. 

El  angulo  /3,  de  que  se  ha  hecho  uso  ya  arriba,  piiede  determi- 
narse  facilmente  afirmando  el  sestante  sobre  su  pie  y  determinando 
el  error  de  colimacion  c^  por  medio  de  un  objeto  terrestre.  Se  dirije 
en  seguida  un  anteojo  provisto  de  una  cruz  filar  al  espejo  grande, 
y  despues  de  llevar  ä  coincidencia  la  cruz  con  la  imajen  simplemente 
refleja  del  objsto,  se  mide  con  el  sestante  el  angulo  s  comprendido 
entre  el  objeto  y  la  cruz  filar.  De  este  modo  se  tiene  luego  la 
ecuacion : 


f 
s-Co  =  2/J-28en2/?, 


y  como  por  otra  parte  es 


f 
Co  =  Ci4-  '  ben2jS, 


se  obtiene: 

2^  =  5 -Cl- 
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Si  el  espejo  pequeüo  estä  inclinado  al  piano  del  limbo  bajo  el 
angulo  i,  la  perpendicular  a  este  espejo  cortara  a  la  esfera,  descrita 
al  rededor  del  ojo  del  observador  como  centro ,  en  el  punto  p\  y  el 
arco  de  circulo  mäximo  pp  es  igual  ä  i  y  perpendicular  k  BAC 
(Fig.  20).    El  rayo  reflejado  por  el  espejo  pequeiio  estara  entonces 

Fig.  20. 


dirijido  al  punto  Jff  de  la  esfera ,  y  despues  de  reflejado  por  el  esperjo 
grande  cortara  a  la  misraa  esfera  en  el  punto  C.  En  tal  caso  es  de 
nuevo  AC  e\  angulo  et  leido  en  el  limbo ,  al  contrario  AC  q\  angulo 
a  que  en  realidad  se  mide.    Se  v6  facilmente  que  se  tiene : 

J5^'=Ca'=2co8/3.t, 

en  donde  ß  signiflca  de  nuevo  el  angulc^omprendidö  entre  la  linea 

de  colimacion  del  anteojo  y  la  perpendicular  al  espejo  pequeöo ,  y 

es  por  tanto  igual  4  Ap.   Ademas  tenemos : 

cos  a  =  cos  a  cos  C  C 

=  cos  a  —  2  cos/3*  *■*  cos  a , 

6  segun  la  förmula  (19)  de  la  introduccion : 

.  2 cos/?*** 
tanga 

Si  suponemos  que  el  espejo  grande  forma  con  el  piano  del 
limbo  el  angulo  i,  y  que  el  espejo  pequeflo  so  ha  colocado  paralelo 
al  espejo  grande  y  el  anteojo  perdicular  a  los  dos ,  en  tal  caso  los 
puntos  p\  P\  Ä  k  igualmente  jB'  y  C  se  hallaran  sobre  un  circulo 
cuya  distanciaal  circulo  m&ximo  BAC&&  igual  ä  i.  El  angulo ^P' 
ö  ^a',  comprendidö  entre  los  dos  espejos,  se  hallarä  entonces  del 
mismo  modo  que  arriba,  en  donde  se  supuso  la  inclinacion  del  an- 
teojo igual  4  i,  por  la  förmula 

4«'=  4a  —  t^tang  J  a, 
ö 

«'=  a  —  21*  tang  Ja. 

Para  correjir  este  error  se  emplean  ordinariamente  dos  planchas 
de  metal  dobladas  bajo  angulo  recto  y  que  Uevan  a  la  misma  altura 
unas  pinulas.  En  la  parte  vertical  de  la  primera  planchahai  un  pequeiio 
agujero ,  y  en  la  de  la  segunda  una  abertura  atravesada  por  un  hilo 
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fino  de  plata  de  tal  modo,  que  puestas  ambas  planchas  sobre  un 
piano  el  hilo  divida  exactamente  por  luitad  al  agujero.  Puesto  el 
sestante  horizontalmente  se  coloca  la  primera  pinula  delante  del 
espejo  grande ,  y  por  medio  de  la  alidada  se  mueve  este  ultimo  basta 
tanto  que  mirando  por  el  agujero  se  vea  la  imäjen  de  la  plancba  en 
el  espejo.  Luego  despues  se  coloca  tambien  la  segunda  pinnla 
delante  del  espejo  de  manera,  que  tambien  se  divise  el  bilo  por  el 
agujero.  Si  el  hilo'pasa  entonces  exactamente  por  el  centro  de  la 
imajen  refleja  del  agujero,  sera  sefial  de  que  el  espejo  grande  esta 
perpendicular  al  piano  del  sestante,  puesto  que  en  tal  caso  el 
agujero ,  la  imajen  refleja  de  este  y  el  hilo  se  hallan  sobre  una  linea 
recta,  la  cual  es  paralela  al  piano  del  sestante  por  ser  iguales  las 
alturas  del  hilo  y  del  agujero.  Si  asi  no  se  verifica,  se  debe  limar 
lijeramente  los  tres  puntos  de  metal  en  que  se  apoya  el  esi>ejo  grande, 
hasta  conseguir  la  posicion  rigorosamente  verücal. 

Puede  suceder  tambie%  que  las  dos  caras  de  los  espejos ,  en  vez 
de  ser  paralelas,  formen  un  pequeno  angulo,  por  mauera  que  los 
espejos  sean  prismaticos.  Sea  ^^  el  rayo  que  cae  sobre  la  cara 
anterior  MN  del  espejo  grande  (Fig.  21) ,  en  tal  caso  sera  refractado 

en  la  direccion  BC,  Si  este  rayo  re- 
fractado forma  con  la  cara  posterior  el 
angulo  a,  entonces  sera  reflejado  bajo 
el  mismo  angulo  y  refractado  en  la 
direccion  DE  ol  salir  de  la  cara  ante- 
rior. Si  las  dos  superficies  de  los  es- 
pejos son  paralelos,  los  ängulos  ABF 
y  GBE  seran  iguales,  pero  esto  ya  no 
tendra  lugar  si  las  dos  caras  estan  iii- 
clinadas  la  una  con  respecto  a  la  otra. 
Sea  ahora  MNP  =  6 ;  ademas  designemos  los  angulos  de  incidencia 
ABF  y  GBF  con  a  y  6  y  los  ängulos  de  refraccion  con  ttj  y  bj; 

luego  tendremos: 

ax+a-^O^  +  d 

de  donde  se  sigue: 

Pero  si  denotamos  con  —  el  indice  de  refraccion  para  el  paso 
del  rayo  desde  el  aire  al  vidrio ,  tenemos  tambien : 
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sen «1  =  —  sena,    senOi  =  —  seJi o ; 
VI  m 


Por  conaigiüente  sera 


tn 
sena  seu&  =  —  [scnai  —  senaj  coä2d  +  cosai  sen 2 6] 


a  —  ü  =  —  2o . =  ^öj/  — ,  scca*—  tanga* 

w         cosa  r    n^  ° 

a  es  ahora  el  augulo  que  forma  la  direccion  determinada  por  el  ojo 
y  el  segiindo  objeto  con  la  normal  al  espejo  grande.  Llamando 
entonces  ß  al  angulo  constante  comprendido  entrc  el  eje  optico  del 
anteojo  y  la  perpendicular  al  espejo  pequeno ,  y  al  angulo  compren- 
dido entre  los  dos  objetos,  se  tiene: 

y  por  consiguiente : 

La  correccion  que  tieno  que  aplicarse  al  angulo  y  es  evidente- 
mente  la  diferencia  entre  el  valor  dado  arriba  y  el  que  corresponde 
ä  y  =  0 ,  pues ,  siendo  las  dos  caras  de  ambos  espejos  no  paralelas, 
la  coiTeccion  del  cero  esta  igualmente  erronea.  La  correccion  que 
designaremos  con  x,  sera 'de  consiguiente: 


y  ella  sera  positiva  cuando  el  lado  mas  grueso  del  espejo  esta  vuelto 
hacia  el  i'ayo  incidente,  porque  en  tal  caso  el  rayo  reflejo  forma  con 
la  perpendicular  al  espejo  un  angulo  mas  peqaefio  que  el  rayo  inci- 
dente y  se  leer4  por  lo  mismo  en  el  limbo  un  angulo  mas  pequefio 
que  el  verdadero.  AI  contrario,  la  referida  correccion  es  negativa 
cuando  el  lado  mas  delgado  del  espejo  estä  vuelto  h&cia  el  rayo 
incidente. 

La  förmula  para  x  puede  escribirse  mas  senciUamente  del  modo 
siguiente : 


»jl^s±-y.-i:™(f±.y_«.|/.-^«M*-|, 
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ö,  como      es  igiial  a  ^  pröximamente : 


^-•Jö  }hx^  ^l  -  i  seil  (*~^y-  sec|-  Kl  -  Jsen4^«{. 

Para  determinar  a  x,  midase,  dcspues  de  averiguado  el  error 
de  indice  por  el  m6todo  arriba  espuesto,  la  distancia  angiilar  que 
pase  de  100®  entre  dos  objetos  bien  termiuados,  p.  ej.,  la  distancia 
entre  dos  estrellas ;  inviertase  des^^ues  el  espejo  graiide  en  su  estuche 
y  vu61vase  ä  medir  el  mismo  angulo  despues  de  haber  detemiinado 
de  nuevo  el  error  de  indice.  Si  entönces  se  significa  por  ^  la  ver- 
dadera  distancia  entre  las  dos  estrellas,  por  s'  j  s"  las  lecturas 
obtenidas  en  la  primera  y  segunda  observacion ,  serä : 

J  —  x  =  s* 
zf-f  a;  =  s" 
y  por  consiguiente : 

r  ff 

s  —s 


b^c^j/l-.i^n(^) 


Como  los  rayos  procedeutes  del  espejo  grande  forman  con  el 
espejo  pequeiio  un  angulo  constante,  el  error  que  se  orijina  por  la 
forma  prismatica  del  espejo  pcqueno  quedarä  el  mismo  para  todas 
las  posiciones  del  espejo  grande  y  por  tanto  tambien  para  la  paralela 
al  espejo  pequeöo,  de  manera  que  este  error  no  intiuye  del  todo  en 
la  diferencia  de  dos  posiciones  del  espejo  grande,  esto  es,  en  las 
distancias  angulares  que  con  el  sestante  se  midan. 

El  sestante  puede  cstar  afectado  ademas  de  escentricidad ,  en 
cuyo  caso  el  centro  sobre  que  jira  la  alidada  no  coincide  con  el  de 
la  graduacion.  Este  error  debe  determinarse ,  midiendo  con  el 
sestante  ängulos  conocidos  conipreudidos  entre  dos  objetos.  Si  a  es 
el  valor  verdadero  del  angulo  y  .s  la  lectura  hecha  en  el  limbo  del 
sestante ,  tenemos  conforme  con  el  n°-  6  de  este  capitulo : 

a  - s ~  ~  8eni(s  -  O)  206265 , 

f 
0 

a  —  8-\  —  cos  4  0  .  öcn  Js scni  0  .  cos^^s  I  206265. 

Por  la  medicion  de  dos  äugulos  se  i^odra,  de  consiguient-e,  deter- 

p  p  p 

minar  a  —  cos^Oy  —  sen^  0,  y  deducirde  ahi  los  valores  de  —  y  0. 
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Conocidos  estos  valores,  se  tiene  que  aplicar  ä  cada  lectura  hecha 
en  el  sestante  la  correccion : 

-f  —  sen  J  (s  —  0)  206265. 

Como  el  error  de  escentricidad  se  elimina  completamente  en 
los  circulos  enteros  por  las  lecturas  heclias  en  dos  nonios  diametral- 
mente  opiiestos,  los  circulos  de  reflexion  construidos  modemamente 
merecen  la  preferencia  sobre  los  sestantes.  En  particular  son  mui 
cömodos  los  circulos  de  reflexion  inventados  por  Pistor  &  Martins, 
en  los  cuales  el  espejo  pequeno  esta  reemplazado  por  un  prisma. 
Estos  aparatos  presentan  aderaas  la  ventaja  de  poder  medirse  con 
ellos  todos  los  angulos  de  0*^  a  180^.  Todo  lo  espuesto  arriba  con 
respecto  al  sestante  puede  aplicarse  igualmente  4  estos  instrumentos. 

Nota.  Compareae:  Encke,  über  den  Spiegelsextanten.  Berliner 
aatronomisches  Jahrbuch  für  1830. 

Tambien  veaae  la  escelente  esposicion  relativa  al  uso  y  exämen 
del  sestante  en  la  obra:  Sawitsch,  Abriss  der  practischen  Astronomie 
2.  Band,  pag.  299  etc.  n.  d.  t. 


Vn.  —  INSTRUMENTOS  QUE  SIRVEN  PARA  MEDIR  LA  POSICION 

RELATIVA  DE  DOS  ASTROS  PRÖXIMOS  UNO  DE  OTRO 

(MICRÖMETRO  Y  HELIÖMETRO). 

32«  El  micrönnetro  filar  de  un  anteojo  montado  paralactica- 
mente. 

Para  determinar  las  diferencias  en  ascension  recta  y  declinacion 
de  astros  pröximos  uno  de  otro  sirve  el  micrömetro  filar  adaptado 
k  los  anteojos  montados  paraläcticamente  (ccuatoriales).  Este  micrö- 
metro consiste  en  un  sistema  de  varios  hilos  paralelos  y  de  uno  6 
mas  hilos  perpendiculares  a  los  primeros.  Este  sistema  de  hilos 
puede  jirarse  al  rededor  del  eje  del  anteojo ,  de  manera  que  a  los 
hilos  paralelos  puede  darse  la  direccion  paralela  a  la  del  movi- 
miento  diumo,  lo  cual  se  consigue  haciendo  pasar  una  estrella 
situada  cerca  del  ecuador  a  lo  largo  de  un  hilo  y  moviendo  el 
sistema  hasta  tanto  que  la  estrella  ya  no  se  desvie  de  este  hilo 
durante  su  paso  por  el  campo  de  la  vision.  En  esta  posicion  el  hilo 
perpendicular  representa  un  circulo  horario.    Haciendo ,  pues ,  pasar 
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una  estrella  de  posicion  conocida  y  otra  descouocida  por  el  canipo  de 
Vision  del  anteojo,  j  observando  los  tiempos  de  los  pasos  por  este 
hilo,  la  diferencia  de  estos  tiempos  da  inmediatamente  la  diferencia 
en  ascension  recta  de  ambas  estrellas.  A  fin  de  poder  medir  tambien 
diferencias  en  declinacion,  el  micrömetro  est4  provisto  todavia  de 
un  hilo  moyible  igualmente  paralelo  al  movimiento  diumo,  el  cual 
puede  moverse  perpendicularmente  al  hilo  en  que  se  observan  los 
pasos ,  por  medio  de  un  tomillo.  £1  nümero  de  las  vueltas  compleias 
del  tomillo  puede  leerse  en  una  escala  y  las  fracciones  de  vuelta  en  la 
cabeza  graduada  del  tomillo.  Conocido ,  pues ,  el  valor  angular  de 
una  Yuelta  del  tomillo  y  determinadas  las  irregularidades  de  los 
pasos  de  rosca  por  las  reglas  espuestas  en  el  n^-  9  del  presente 
capitulo,  se  puede  hallar  siempre  la  cantidad  angular  que  el  hilo 
haya  sido  movido  en  una  direccion  dada.  Para  obtener  entonces  la 
diferencia  en  declinacion  de  dos  astros ,  se  hace  pasar  el  uno  de  estos 
sobre  uno  de  los  hilos  paralelos  por  el  campo  de  la  vision  del  anteojo 
y  se  mueve  el  hilo  movible  hasta  tanto  que  el  otro  astro  quede 
bisecado  por  61,  anotando  luego  la  posicion  del  tomillo.  Llevando 
despues  4  coincidencia  el.hilo  movible  con  61  en  quo  se  observö  la 
primera  estrella,  y  leyendo  de  nuevo  la  posicion  correspondiente  del 
tomillo,  la  diferencia  de  las  dos  lecturas  d&  la  diferencia  en  decli- 
nacion de  los  dos  astros.  Cuando  uno  de  los  dos  astros  tenga  un 
movimieni^  propio,  la  diferencia  en  ascension  recta  se  refiere  al 
instante  en  que  este  astro  pasa  por  el  hilo  perpendicular  al  movi- 
miento  diumo ,  mientras  que  la  diferencia  en  declinacion  corresponde 
al  instante  en  que  se  verifica  la  biseccion  del  astro. 

El  modo  mas  exacto  de  observar  la  coincidencia  de  los  hilos 
consiste  en  llevar  el  hilo  movible  mui  cerca  del  hilo  fijo  primeramente 
k  un  lado  y  luego  despues  al  otro  ambas  veces  a  la  misma  distancia. 
Leido  el  tomillo  en  cada  una  de  estas  posiciones ,  el  t6rmino  medio 
de  estas  dos  lecturas  corresponde  k  la  coincidencia  de  los  hilos.  Si 
esta  determinacion  se  practica  no  solo  en  la  mediania  del  campo  de 
Vision,  sino  tambien  en  los  limites  de  6ste,  a  derecha  6  izquierda, 
se  puede  examinar  de  este  modo  si  los  dos  hilos  son  exactamente 
paralelos  entre  si ,  puesto  que  en  tal  caso  la  coincidencia  debe  resul- 
tar  la  misma  para  ambos  lados  del  campo. 

Para  hallar  el  valor  angular  de  una  vuelta  del  tomillo  se  procede 
del  mismo  modo  que  en  la  determinacion  de  las  distancias  entre  los 
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hilos  del  anteojo  meridiano,  colocando  el  hilo  que  antes  estabti  per- 
pendicular  ahora  paralelo  a  la  direccion  del  movimiento  diumo  j 
obseryando  los  tiempos  de  los  pasos  por  los  hilos  paralelos  de  una 
estrella  situada  en  las  inmediaciones  del  polo.  De  este  modo  resul- 
tan  las  distancias  espresadas  en  segundos  de  arco,  y  como  estas 
puedea  tambien  obtenerse  espresadas  en  vueltas  del  tornillo,  Ue- 
vando  sucesivamente  a  coincidencia  el  hilo  movible  con  los  diferentes 
hilos  se  consigue  asi  el  valor  de  una  vuelta  del  tornillo  espresado  en 
segundos  de  arco.  Este  procedimiento  dara  resultados  mui  exactos, 
m4xLine  si  se  hace  uso  de  un  cronögrafo  para  la  observacion  de  los 
pasos. 

Un  segundo  m6todo  de  determinar  el  valor  de  una  vuelta  de 
tornillo  consiste  en  medir  direetamente  la  altura  del  paso  de  rosca 
y  la  distancia  focal  del  anteojo,  pues,  designando  la  primera  cantidad 
con  m ,  la  segunda  con  /*,  el  valor  r  de  una  vuelta  del  tornillo  se 
halla  por  la  relacion 

r  =  y  206265. 

Tambien  pueden  medirse  las  distancias  entre  los  hilos  con  un  teodo- 
lito  segun  el  m^todo  de  Grauss  y  espresarse  despues  estas  mismas 
distancias  en  vueltas  del  tomillos;  por  ultimo  se  puede  medir  con 
el  tornillo  un  angulo  conocido  de  cualquier  otro  modo,  p.  ej.,  la  di- 
stancia entre  dos  estrellas  de  posiciones  bien  conocidas.  Sin  embargo, 
en  ambos  casos  la  exactitud  de  esta  determinacion  esta  limitada  por 
la  exactitud  asequible  con  el  teodolito ,  6  por  la  de  la  determinacion 
anterior  de  la  distancia  entre  las  dos  estrellas  en^pleadas. 

Como  la  distancia  focal  del  anteojo ,  lo  mismo  que  el  paso  de 
rosca,  varian  con  la  temperatura,  tambien  el  valor  de  una  vuelta 
del  tornillo  depende  de  la  temperatura.  Gada  determinacion  corres- 
ponde ,  por  consiguiente  ,  a  la  temperatura  bajo  la  cual  se  haya 
hecho  la  observacion ,  y  verificadas  estas  determiniwjiones  para  tem- 
pei*aturas  distintas ,  se  puede  admitir  de  un  modo  jeneral  la  relacion 

r=za  —  h{t  —  to) 

en  donde  los  valores  num^ricos  mas  probables  de  a  j  h  debeu  de- 
ducirse  de  un  gran  nümero  de  determinaciones  por  el  m6todo  de  los 
cuadrados  menores. 

Ordinariamente  un  micr6metro  de  esta  especie  esta  construido 
de  tal  modo,  que  con  61  paedan  medirse  tambien  distancia  y  angulos 


544 

de  posicion ,  esto  es ,  el  angulo  comprendido  entre  la  linea  que  paf^a 
por  las  dos  estrellas  y  la  direccion  del  circulo  de  declinacion.  Con 
este  fin  esta  adaptado  k  la  pieza  del  ocolar  un  circulo  graduado  (cir- 
culo de  posicion)  que  permite  leer  la  cantidad  angular  que  se  hace 
jirar  la  cruz  filar  con  respecto  k  la  direccion  del  movimiento  diumo. 
Despues  de  colocar  el  hilo  que  estaba  perpendicular  al  movimienio 
diumo  en  la  linea  que  pasa  por  las  dos  estrellas,  se  miden  las 
distancias ,  bisecando  una  de  las  estrellas  por  uno  de  los  hilos  para- 
lelos ,  comunemente  por  el  hilo  medio ,  y  la  otra  por  el  hilo  movible. 
Determinando  despues  la  coincidencia  del  hilo  movible  con  el  hilo 
medio,  la  difereucia  de  las  dos  indicaciones  del  tomillo  da  la 
distancia  de  los  astros,  6  bisecando  de  nuevo  la  segunda  estrella 
por  el  hilo  medio  y  la  primera  estrella  por  el  hilo  movible,  la  dife- 
reucia de  ambas  lecturas  del  tornillo  da  la  distancia  doble  de  los  dos 
astros.  Si  ademas  se  hacen  las  leturas  del  circulo  de  posicion  tanto 
al  pasar  el  hilo  por  los  dos  astros  como  al  tiempo  de  estar  paralelo 
k  la  direccion  del  movimiento  diumo,  la  difereucia  de  estas  dos 
lecturas  dk  el  angulo  de  posicion  contado  desde  el  circulo  paralelo. 
Pero  comunemente  se  toma  la  parte  septentrional  del  circulo  de 
declinacion  como  punto  de  partida  para  los  ängulos  de  posicion,  con- 
tandolos  hacia  Este,  Sur,  Oeste,  de  0®  &  360^.  Adoptando  este  modo 
de  contar  los  &ngulos  de  posicion,  se  tiene  que  agregar  90^  al  cero 
determinado  arriba  para  los  ängulos  de  posicion. 

Con  el  fin  de  situar  el  punto  de  interseccion  de  los  hilos  en  el 
centro  del  circulo  de  posicion  se  dirije  el  anteojo  a  un  objeto  lejano 
y  se  jira  el  circulo  de  posicion  180°.  Si  el  objeto  permanece  durante 
el  jiro  en  la  misma  posicion  con  respecto  k  los  hilos  paraJelos ,  dicha 
condicion  estä  cumplida;  en  el  caso  contrario  se  puede  mover  todo 
el  sistema  de  los  hilos  fijos  con  respecto  al  hilo  movible  por  medio 
de  un  tomillo  que  se  halla  enfrente  del  tornillo  micrometrico  hasta 
conseguir  esto.  Por^el  movimiento  de  este  segundo  tornillo  se  varia 
naturalmente  la  coincidencia  de  los  hilos  y  por  eso  se  debe  cuidar  de 
que  no  se  toque  k  este  tomillo  al  tiempo  de  hacer  una  serie  de 
observaciones  durante  las  cuales  se  considera  como  constante  la 
coincidencia. 

Para  deducir  de  semejantes  observaciones  de  posiciones  y  dis- 
tancias las  diferencias  en  ascension  recta  y  declinacion  es  preciso 
conocer  las  relaciones  entre  estas  cantidades.     Pero  como  en  el 
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tri4ngTilo  determinado  por  las  dos  estrellas  y  el  polo  del  ecnador 
tenemos  los  lados  J,90^—  8  j  90^  —  6'  ylos  tres  &ngulos  opuestos 
a  aquellos:  «'—er,  \S0^  —p'  j  p^  en  donde  p  J  p'  significan  los 
ängnlos  de  posicion  j  J  lo,  distancia,  las  förmulas  de  Oauss  dän 
Inego  las  releu^iones : 

sen^J  sen  J(jp'4-i))  =  sen  J(a'—  a)  cos  J(d'+  ^) 
sen  ^  ^  cos  J  (p' + p)  =  cos  J  («'—  a)  sen  ^  {d'  —  9) 
cosi^  Ben^{p—p)  =  8enl(a'—  a)sen  J(d'+  d) 
cosi  J  coBi(p*—p)  =  cosi(a'—  a)co84(d'~  ä). 

Si  tt'—  a  y  6'—  5  son  cantidades  pequefias,  de  modo  que  pueda 
reemplazarse  el  seno  por  el  arco  y  el  coseno  por  la  unidad ,  tambien 
d  sera  nna  cantidad  pequeüa,  y  como  en  tal  caso  se  pnede  tomar 
tambien  p  igual  ä  p\  se  obtiene : 

cos  J(^+  S)  [«'—  a.]  =  J  eenp 
d'—9  =z/co8jp. 

Para  que  puedan  hacerse  con  aeierto  observaciones  de  posiciones 
y  distancias  es  necesario,  que  el  anteojo  est6  proyisto  de  una  raa- 
quina  de  reloj  que  lo  conduzea  en  tomo  del  eje  horario  con  tal  uni- 
formidad,  que  el  cuerpo  Celeste  siga  ocupando  la  mediania  del  campo 
de  Vision.  Pero  cuando  no  se  posea  una  maquina  de  este  j6nero ,  ö 
que  6sta  no  sea  perfecta,  el  micrömetro  puede,  no  obstante,  utili- 
zarse  ventajosamente  en  combinacion  con  un  cronögrafo  para  seme- 
jant«s  observaciones,  p.  ej.,  para  las  mediciones  de  estrellas  dobles, 
sin  hacer  uso  del  tomillo.  Con  este  fin  se  coloca  el  hilo  movible  k 
una  distancia  pequeiia  pero  arbitraria  del  hilo  medio  y  ademas  los 
dos  hüos  en  una  posicion  arbitraria  respecto  al  circulo  paralelo, 
jirando  al  efecto  el  circulo  de  posicion  sobre  su  eje.  Se  observa 
entonces  el  paso  de  la  estrella  A  por  el  primero  de  los  dos  hilos  y 
la  compaiiera  en  el  segundo  hilo:  el  int^rvalo  que  media  entre  las 
dos  observaciones  sea  #;  luego  despues  se  observa  la  compaflera  en 
el  primer  hilo  y  la  estrella  A  en  el  segundo  hilo :  el  intfervalo  entre 
estas  dos  observaciones  sea  t\  Si  designamos  ahora  la  distancia 
entre  las  dos  estrellas  con  Jy  el  4ngulo  de  posicion  de  la  compaiiera 
con  p  y  con  i  la  inclinacion ,  senalada  por  el  circulo  de  posicion ,  de 
los  hilos  con  respecto  al  circulo  paralelo ,  cont4ndolo  desde  el  lado 
Occidental  del  paralelo  h&cia  el  Norte ,  tendrOmos : 

cos(p  — t) 


a  =  cosd  .{{t-'t')  =  J 


sem 

S5 
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Se  Ikga  facilmente  a  establecer  esta  relacion,  teniendo  presente 
que  a  es  el  arco  del  circulo  paralelo  de  Ä  comprendido  entre  A  j  e\ 
circulo  m4xiino  qne  pasa  por  la  compafiera  y  que  forma  el  ängnlo  i  con 
el  circulo  paralelo.  Considerando  todos  los  arcos  que  entran  en  esta 
relacion  como  lineas  rectas,  tenemos  un  triangulo  en  que  dos  lados  son 
//  y  a,  y  los  ängulos  opuestos  ij  90®  +  i>-"*-  Hechas  semejantes 
observaciones  en  dos  posiciones  distintas  de  los  hilos ,  se  puede  hallar 
las  dos  incögnitas  ^  j  p  por  medio  de  los  dos  valores  de  a,  y  si  las 
observaciones  se  han  efectuado  en  mas  que  dos  posiciones,  cada 
observacion  proporciona  una  ecuacion  de  la  forma: 

^     z/cos(i>--t)         .    ,  ^coB(i7— t)      ,       ^Ben(»  — i)   3000 
" —  '•'^—  ^  Ben»      206265 


sen» 


Ben» 


y  del  conjunto  de  estas  ecuaciones  se  deducen  los  valores  mas  pro- 
bables de  dJ  j  dp  por  el  m6todo  de  los  cuadrados  menores. 

Ujemplo,  Con  el  anteojo  del  observatorio  de  Ann  Arbor  se 
hicieron  las  siguientes  observaciones  de  €  Hydrae,  en  donde  cada 
valor  de  a  es  el  t6rmino  medio  de  10  pasos. 

»  =  99»  24'  50°  24'  141°  40' 


a  =  -  1  .  062 


i" 


-  4' .  239 


k" 


4-  2' .  382. 


Adoptando  ^  =  207^,  z:/  =  3".  5 ,  se  obtiene  las  ecuaciones : 

0  =  -0".011  -0.306d^  -0.590(1/ 
0  =  +  0".070  -l.l^ldd  -0.315di)' 
0  =  -0".044        +0.668d-df        -0.089(^1)', 

en  donde /=^jp.  De  estas  ecuaciones  se  sigue  dii^  =  +  o".  056, 
dl? =+  0^208,  y  los  errores  restantes  en  a  seran  —  0".040,  —  0".004 
y+0".024. 

Fig.  22.  33«   A  mas  de  este  micrömetro 

filar  hai  otros  que  mencionar^mos 
solo  brevemente,  por  cuanto  ellos  ya 
no  se  utilizan  casi  nunca. 

^1  primero  de  ellos  es  el  mi- 
js  crömetro  cuyos  hilos  forman  entre 
si  ängulos  de  46®  (Fig.  22).  Si  uno 
de  estos  hilos  DE,  se  coloca  para- 
lelo a  la  direccion  del  movimiento 
diui-no ,  se  puede  hallar  la  distancia 


J,>^^ 

'■/ 

n                          ^ 

/ 

W 
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de  la  estrella  al  centro  por  medio  del  tiempo  /'—  /  que  ella  tarda  en 
llegar  de  Ä  k  B^  pues  se  tiene: 

t'-t 


MC  = 


15  cos  d. 


y  como  se  tiene  igualmente  para  una  segunda  estrella: 

JJf'C^^-^löcoaiT, 


se  obtiene  con  esto  la  diferencia  en  declinacion  de  las  dos  estrellas. 
El  promedio  de  los  tiempos  t  j  t'  representa  el  instante  en  que  la 

•    T  "T"  T 

estrella  estuvo  en  el  clrculo  horario  (7Jtf ;  del  mismo  modo  es  — ^  el 

instante  en  que  la  segunda  estrella  estuvo  en  este  mismo  cfrculo. 
La  diferencia  de  estos  dos  promedios  es  igual  &  la  diferencia  en 
ascension  recta  de  ambas  estrellas. 


Fig.  23. 


Un  segundo  micrömetro  es  el  reticülo  de 
Bradley;  los  hilos  de  este  forman  un  rombo  cuya 
diagonal  major  es  el  doble  de  la  menor  (Fig.  2)). 
La  diagonal  menor  se  coloca  paralelamente  al  mo 
vimiento  diumo.  Haciendo  pasar  entonces  una 
estrella  por  los  hilos ,  el  int^rvalo  entre  las  obser- 
vaciones  espresado  en  arco  de  cfrculo  m&ximo 
serÄ  igual  k  MD^  de  modo  que: 

JMr2>  =  15(t'-*)co8^. 

Para  una  segunda  estrella  se  obtiene : 
-af'2)'=15(T'-r)co8d'. 

Con  los  yalorcs  de  MB  j  M'B^  se  halla 
luego  la  diferencia  en  declinacion,  mientras  que 
la  diferencia  en  ascension  recta  se  halla  del  mismo  modo  que  con  los 
micrömetros  anteriores. 

Antes  de  usar  estos  micrömetros  es  preciso  examinar  minuciosa- 
mente  si  los  hilos  formen  entre  si  el  angulo  prefijado.  Tambien 
presentan  estos  aparatos  el  inconveniente  de  que  los  hilos  deben 
iluminarse  de  noche ,  j  que  por  tanto  no  pueden  emplearse  para  las 
observaciones  de  objetos  mui  d6biles  de  brillo.  Por  estos  motivos 
han  sido  reemplazados  completamente  por  los  micrömetros  circu- 
lares  que  no  exijen  iluminacion  alguna  y  que  ademas  pueden  con- 
struirse  con  una  perfeccion  grande. 

36* 
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34«  El  micrometro  cireular  consiste  en  un  anillo  de  meial  fra- 
bajado  en  forma  exactamente  circular ,  que  se  afirma  en  nna  plancha 
de  cristal  colocada  en  el  campo  de  la  vision  del  anteojo ,  de  mjipera 
que  el  anillo  aparece  suspendido  en  este  ultimo.  Las  observaciones 
se  practican  con  este  micrometro  observando  las  inmersiones  y  emer- 
siones  de  las  estrellas  en  el  anillo.  El  termino  medio  de  los  tiempos 
de  la  inmersion  y  emersion  representa  el  instante  en  que  la  estreUa 
estuvo  en  el  clrculo  horario  que  pasa  por  el  centro  del  efrculo.  Se 
halla ,  de  consiguiente ,  la  diferencia  en  ascension  recta  del  mismo 
modo  que  con  los  otros  micrometros  considerados  arriba.  Como  las 
lonjitudes  de  las  cuerdas  se  deducen  f^ilmente  de  los  int^rvalos  ob- 
servados  entre  la  inmersion  y  emersion ,  se  podra  determinar  tambien 
la  diferencia  en  declinacion  cuando  se  conozca  el  radio  del  circolo. 

Sean  t  j  t'  los  tiempos  de  la  inmersion  y  emersion  de  la  estrella 
y  d  la  declinacion  de  esta  ultima;  igualmente  sean  t,  t'  y  d'  las 
mismas  cantidas  relativas  4  una  segunda  estrella.    Se  tendra  pues 

Si  se  designan  las  semi- cuerdas  descritas  por  las  estrellas  con 
fi  y  jtt',  ser&: 

/»=—(*'-«)  cos* 


Poniendo 


/»  =  —  (r  —  t)  008  d  . 


sen  np  =  — 
^      r 

Benop  =  — . 


en  donde  r  significa  el  radio  del  clrculo ,  y  denotando  por  D  la  decli- 
nacion del  centro  del  clrculo,  se  obtiene: 

^  — 2)  =  reo8g) 
d'— Z>  =  r  008  <p', 
luego : 

d'—  ^  =  [cos qp'i  008^] , 

segun  que  hayan  pasado  las  estrellas  por  el  campo  de  vision  en  lados 
opuestos  6  al  mismo  lado  del  centro. 

lÜemjjlo.     El  11  de  Abril  de  1848  fu6   observado  el  planeta 
Flora   con    un   micrometro   circular   en   el    observatorio   de  Bilk. 
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El  radio  del  micrömetro  era  igual  4  18^  46 '^  25  y  la  declinacion 

de  Flora 

d'=240  6'.4. 

La  posicion  de  la  estrella  de  comparacion  era  la  sigaiente : 

a  -  91»  12'  59".  Ol 
d  =  24     1     9  .01. 

Las  observaciones  habian  dado : 

T  =  11h  16«  358.  0  t.  8.  t  =  11h  17m  53«.  0  t.  8. 

t-        17     25  .5  t'=         19     46  .5 

r'~  T  =  50« .  5  t'- 1  =  im  53«.  5. 

Tenemos  por  consigiiienfce : 

logt'-T  1,70329  logt'-e  2.05500 

logjEt'  2.53878  log^  2.89070 

cos  9'  9.97850  cos  9  9.85941 

d'-D  17'.  51".  9  d-D  13' 34".  8 

y  como  los  dos  astros  habian  pasado  por  el  mismo  lado  del  campo  de 
Vision ,  esto  es ,  al  Norte  del  centro ,  se  obtiene : 

<y'-d  =  4-4'i7".  1. 

Se  haUa  para  los  instantes  en  que  los  astros  pasaron  por  el 
cii'culo  horario  del  centro: 

1  (t  +  t)  =  llh  17m  0« .  25        i («'- 1)  =  11h  18m  49t.  75. 

Por  consigulente  k  las 

11h  17m  0«.  25 

la  diferencia  en  ascension  recta  y  declinacion  era: 

a -a  =  -lin49».50  a'-d  =  +  4'17".  1 

=  -  27'  22".  50. 

Si  tambien  el  borde  esterior  de  semejante  anillo  es  tan  exacta- 
mente  circular  como  el  interior,  se  puede  observar  las  inmersiones 
y  emersiones  en  los  dos  anillos.  Pero  en  tal  caso  no  es  necesario 
reducir  separadamente  las  observaciones  hechas  en  cada  uno  de  los 
dos  anillos  con  los  radios  correspondientes ,  sino  que  se  puede 
simplificar  la  reduccion  por  el  m6todo  siguiente.  Sean  f«  y  r  la 
cuerda  y  el  radio  para  el  circulo  esterior ,  fi'  y  /  las  mismas  canti- 
dades  para  el  circulo  interior. 


Se  tendr& : 


luego : 


550 


15 

—  cosd  (*'  —  0  =  ^  =  ** 8©n9 

—  C08  ö'  {t\  -  i,)  =  /i'  =  r'  Ben  9' , 


/*  -f  /t*'=  (a  +  6)  senqp  -f  (a  —  6)  senip' 
fi  —  ft'=  (a  +  h)  seng)  —  (a  —  &)  seng)', 


en  donde  se  ha  puesto 

r+r  r+r      , 

De  ahi  se  sigue : 

^—=r-  =  a  8en^^^  cos^   ^^  4-  &  cos -?^— —  sen^  _^ 
2  2  2  2  2 

Sumando  y  restando  las  dos  ecuaciones 


# 


se  obtiene: 
6 


S  —  D  =  r  coBtp 
d'— X)  =  r  COB9' 

(a  —  b)  C0S9'—  (a  4-  5)  CO89)  =  0, 


9  +  9>        ff—  V 
sen  ^  _      Ben      . 


6  =  a. 


qp  —  gj  (p—  q> 

cos  ^  ^  ^  cos  -    ^ 


_  cp-fcp'       o)  —  cd'     _        a>-l-<p'       9  —  <P 

d  — D  =  acoB-^--r--^co8 — ~  —  &  sen  -     ,      «en-^ — ; 

2  2  2  2      ' 

por  consiguiente ,  si  se  sustituye  b  por  su  valor  en  las  espresiones 


para 


resulta : 


y     a-D 


<jp  +  «p 

,  sen  -^^--^ 

f*+jtt       ^  2 

— r —  =  a  .  - 


<p  —  (p 
cos- 


,  Ben 


2 
V-9 


/tt-fi'                       2 
^      =0. j 

2  ^'4-9 

COB        ^ 
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».(ÖL)-.  ..(ti)-_  „.  (-ay„„('-^)- 


d-I>=.a. 


cos COS      ^   - 

)i  2 


C08  Gp  COS  W 

a—  ^ 


cos         ^^    COB  —      ^ 


2  2 

Si  ponemos  pues 


obtendr^mos 

Kcos  qp  cos  qp' 


COS-ä  — 


9—9 
cos      ^  ■ 


T^      Kcosqpcosg) 

cosB  ~ 2: 7—  , 

qp+qp     ' 
cos  ^ 

y  con  esto: 

d  —  i>  =  a  coß  J.  cos^.  (JB) 

El  cömputo  de  la  distancia  de  la  cuerda  de  la  estrella  al  centro 
del  anillo  se  reduce  de  este  modo  al  calculo  sencillo  de  las  förmulas 

(^)  y  (-8)- 

IJjemplo.  El  24  de  Junio  de  1850  fa6  comparado  en  el  obser- 
vatorio  de  Bilk  el  cometa  descubierto  por  Petersen  mediante  un 
micrömetro  circular  con  una  estrella  cuya  posicion  aparente  era 

a  =  223">  22'  41".  30        d=  59»  7'  12".  19 

mientras  la  declinacion  del  cometa  fu6  adoptada  igual  k  59^  20'.  0. 
El  radio  del  circulo  esterior  era  de  11' 21".  09,  el  del  interior  de 
9'  26".  29,  de  donde  se  sigue 

a  =  10'  23"  .  69. 

Las  observaciones  fueron  las  siguientes:  ^ 

Cometa  al  Norte'del  centro  Estrella  al  Sur  del  centro 

Imnersion*         Emersion  Inmersion  Emersion 

18^15^548  20«»     17m  21»  48a  18m5ö8.3     13«.  0    21«»  20«.  5     37". 5. 

*  En  la  inmersion  corresponde  el  primero  nümero  de  segundos  al 
circulo  esterior  y  los  segmidos  que  imnediatamente  siguen  al  circulo  in- 
terior.   Lo  inverso  tiene  lugar  para  la  emersion. 
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Con  estos  datos  se  obtiene: 

x—%  cfrculo  esterior  1™  54«  i'—t  c.  e.  2»  42«.  2 

circulo  interior  11  2      7.5 

log  de  la  suma          2.24304  2.46195 

log  de  la  diferencia  1.72428  1.54033 


cosJ.  9.92623  9.65138 

cos5  9.99418  9.99749 


9.92041  9.64887 

r-D  =  4-8'39".26  d- I>  = -4' 37".  88, 

luego : 

d'-a  =  +13'l7".  14. 

Para  la  diferencia  en  ascension  se  obtiene : 

«  -  a  =  -  3m  25» .  82  =  -  51'  27".  30. 

35«  A  fin  de  conocer  las  circunstancias  mas  favorables  bajo 
las  cuales  deben  practicarse  las  observaciones  con  este  micrömetro, 
difer^nciese  las  förmulas 

r8enqp  =  /Lt,      rBen9'=/[i',      rcosqp' TjT  rcoay  =  d'— d. 

Se  obtiene  entonces : 

seng?  dr-f  fcosy^^qp  =d^ 
sen  ipdr  +  r  cosy'd  tp  =  dyf 
.  (C0S9' +■  cosqp)  dr  —  rBenq>*d<p'  +  r  sentp dq)  =  d{d*  —  d) 

6  eliminando  de  la  ultima  ecuacion  a  d<p  y  d(p'  por  medio  de  las  doä 
primeras  ecuaciones: 

[cos tp  ip  cos q>']dr-'  sen qp' cos  fpd(i^ sen 9  cos tpdii  ' 

=  cos  (p  cos  fpd  {6*  —  Ä) ; 

d\k  y  d\K  denotan  los  errores  de  los  semi  -  int6rvales  observados. 
Ahora  es  claro,  que  las  observaciones  hecbas  en  distintos  puntos 
del  micrömetro  no  son  de  igual  precision,  por  cuanto  las  intner- 
siones  7  emersiones  de  las  estrellas  en  las  imnediaciones  del  centro 
Hb  verifican  de  un  modo  mas  subito  y  son  por  lo  mismo  susceptibles 
de  observarse  con  mas  exactitud  que  hacia  el  bord^.  Fero  se  podra 
siempre  arreglar  las  observaciones  de  modo ,  que  ellas  se  hagan  en 
puntos  situados  sim6tricamente  con  respecto  al  centro ,  y  por  tanto 
ser&  permitido  poner  dfi^dfi.  Bajo  este  supuesto  la  ecuacion  que 
precede  se  convierte  en: 

(C0B9  ip  cosqp')  dr  —  Ben[9'  ^r  9]  dft  =  cosqp  co8qp'd(^—  S), 
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De  ahi  se  sigue,  que  para  hallar  la  diferencia  en  declinacion 
de  dos  estxellas  se  debe  arreglar  las  observaciones  de  tal  modo ,  que 
cos  9  cos  q>'  se  acerque  lo  mas  posible  a  la  unidad ,  ö  que  sen  q>  y 
seng)'  sean  mui  pequenos.  Por  consiguiente  es  necesario,  que  las 
estreUas  pasen  por  el  campo  de  vision  a  la  major  distancia  posible 
del  centro.  Si  ademas  ambas  estreUas  estan  situadas  sobre  el  mismo 
circulo  paralelo,  en  cuyo  caso  se  debe  tomar  el  signo  superior  y 
q>  =  g)\  entonces  un  error  de  r  no  tendrä  influjo  alguno  en  la  deter- 
minacion  de  la  diferencia  de  declinacion.  AI  contrario ,  para  obtener 
la  diferencia  en  ascension  recta  con  la  mayor  exactitud  posible  se 
debe  teuer  cuidado  de  que  las  estreUas  pasen  lo  mas  cerca  posible 
del  centro ,  puesto  que  asi  las  inmersiones  y  emersiones  se  verifican 
lo  mas  rapidamente  y  pueden  ser  observadas  con  mayor  precision. 

36*  Frecuentemente  sucede,  que  la  ascension  recta  y  decli- 
nacion del  astro,  cuya  posicion  se  trata  de  determinar  con  el  micrö- 
metro  circular,  varian  tan  rapidamente  que  ya  no  se  puede  admitir, 
que  el  astro  recorra  un  arco  de  15"  en  un  segundo  de  tiempo  sid6reo, 
y  que  un  arco  perpendiculai*  ä  la  direccion  de  su  movimiento  repre- 
sente  un  circulo  horario.  En  este  caso  se  debe  aplicar  una  correc- 
cion  k  la  posicion  hallada  por  el  m^todo  dado  arriba.  Si  denotamos 
por  d  la  distancia  de  la  cuerda  al  centro ,  tenemos : 

d«  =  r*-(15<co8d)*, 

en  donde  ^  =  i(^'— O  ^s  igual  al  semi-int^rvalo  de  tiempo  entre 
la  inmersion  y  emersion.  Designando  ahora  con  ^a  al  acrecenta- 
miento  de  la  ascension  recta  del  astro  en  un  segundo  de  tiempo,  la 
yariacion  de  t  ocasionda  por  la  de  la  ascension  recta  es : 

Jt  =  —  r-z  t  .da, 
15 

de  modo  que  t-\-  Jt  espresa  el  semi-int^rvalo  de  tiempo  que  real- 
mente  se  hubiera  observado,  si  la  variacion  de  la  ascension  recta 
hubiese  sido  nula. 

Pero  de  la  ecuacion  de  arriba  se  sigue  facilmente: 

^  ,  15* e 008 «2   ^, 

Ja  = -T  —  dt, 

luego : 

da  =  lb,  5 , 
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6  como  15^cosä  =  fi: 

Jd  =  d(ß-^D)-^^.~  {A) 

Ademas  la  tangente  del  ^gulo  n,  que  forma  el  Camino  del 
astro  con  el  circulo  paralelo  es : 

en  donde  /iS  significa  la  variacion  de  la  declinacion  en  un  segundo 
de  tiempo. 

Por  consiguiente ,  si  designamos  con  x  la  parte  del  Camino  del 
astro  comprendida  entre  el  circulo  horario  y  el  arco  trazado  del 
centro  perpendicularmente  a  dicho  Camino,  tendremos: 

x  =  d  tangn  =  ttz ^-^r i, 

°        (15  — zfa)costf' 

y  como  hai  que  agregar  al  tiempo  — r — ,  calculado  sin  tomar  en 

cuenta  el  movimiento  propio,  la  correccion  — ^  6 : 


+ 


15  cos  d*  —  z/ a  008  d* 


obtendr^mos,  desestimando ' el  producto  de  Ja  y  Jby  la  correccion 

sencilla ; 

En  el  qjemplo  dado  arriba  la  yariacion  de  la  posicion  del  cometa 
durante  24  horas  era  de  —  1^  15'  en  aacension  recta  y  de  —  1**  17'  en 
declinacion.   Por  consiguiente  era 

logz/a=8.71551n 
log^d=:8.72694n. 

Ademas  tenemos 

log d  =  2  .  71538,        logf*  =  2  .  62468 , 
y  con  estoB  datos  obtenemos 

^(d--2))  =  -0".75    y    ^ (^-±^)  =  - 7".  10. 

El  influjo  de  la  variacion  de  la  ascension  recta  en  la  declinacion 
puede  llevarse  en  cuenta  de  un  modo  mas  cömodo  todavia,  mul- 

tiplicando  la  cuerda  por  — ^— — ,  en  donde  z/'a  significa  la  varia- 
cion de  la  ascension  recta  espresada  en  tiempo  durante  una  hora, 
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y  calculando   la  distancia  al   centro   con   esta  cuerda  correjida. 
Pero  es 

^^       3600       ""        3600   • 

siendo  M  el  mödulo  de  los  logaritmos  de  Brigg,  esto  es,  igual  a 

,       ,  .       ,  .  X    •       1  '  48.15.60 

0  .  4343 ,  y  como  este  numero  es  mui  proximamente  igual  a    ^^^^^ 

se  obtiene : 

M^a  _  Ja  .  48  .  15 

3600  ""  60  .  100000  ' 
Se  debe,    por  consiguiente ,   restar  del  logaritmo  constante 

— tantas  unidades  de  la  quinta  decimal  cuantos  minutos  de 

arco  Importe  la  variacion  de  la  ascension  recta  en  48  horas. 

En  el  ejemplo  dado  arriba  la  variacion  de  la  ascension  recta 
durante  48  horas  es  =  —  2®  30' =  — 150'.     El  logaritmo  constante 

—  -^—  era  7  .  48667 ,  el  cual  debe  reemplazarse ,  de  consiguiente ,  en 
este  caso  por  7  .  48817 ,  y  con  esto  se  obtiene : 

2 .  24304 
1 . 72428 


cosJ.  9.92563 
008 J?  9.99415 

^'  -  D  =  8'  38".  50. 

S7*  Hasta  aqui  hemos  supuesto,  que  el  Camino  descrito  por 
la  estrella  al  pasar  por  el  campo  de  vision  del  anteojo  puede  con- 
siderarse  como  rectilineo.  Pero  si  las  estrellas  estan  sitnadas  en  las 
inmediaciones  del  polo ,  esta  suposicion  deja  de  ser  admisible ,  y  se 
tiene  que  aplicar  todavia  una  correccion  a  la  diferencia  de  declinacion 
calculada  por  las  formulas  anteriormente  dadas.  AI  contrario,  la 
ascension  recta  no  exije  ninguna  correccion ,  puesto  que  tambien  en 
este  caso  el  promedio  de  los  tiempos  de  la  inmersion  y  emersion  da 
el  tiempo  del  paso  por  el  circulo  horario  que  pasa  por  el  centro  del 
micrömetro. 

Si  denotamos  por  x  el  semi  -  int6rvalo  entre  la  inmersion  j 
emersion,  hallar^mos  en  el  triängulo  esf6rico  determinado  por  el 
polo  del  ecuador,  el  centro  del  micrömetro  y  el  punto  en  donde  se 
yerifica  la  observacion ,  la  relacion : 
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cosf  =  Ben  D  sen  ö  +  cos  B  cos  S  cos  16  r, 

6 

(15  V 

luego : 

{d  -  D)»  =  f «  -  cos  d*  (15  r)«  -  [cos  2>  -  cos  d]  cos  6  (15 1)« 
=  !••-  cosd«  (15t)*  -(«-!>)  sen*  cosa  (Iöt)«. 

Estrayendo  la  raiz  cuadrada  de  los  dos  miembros  y  conservando 
solo  la  primera  potencia  de  5  —  2),  resulia: 

^         T^        r   1  Ät/.r:    Ml*        (*  "  D)  BCIl ÄC08«(15t)* 

d  —  D  =  [r*  —  cosd*  (15r)*]*  —  ^ ^^ — j— 

2[r«~cosd«(15r)*J* 

El  primer  t^rmino  representa  la  diferencia  en  declinacion  bajo 
el  supuesto  de  que  el  astro  se  mueve  en  linea  reeta  y  al  cual  desig- 
nar^mos  con  d\  el  segilndo  termino  al  contrario  es  la  correccion 
buscada.    Tenemos  por  consiguiente 

Ä  -  D  =  <i  -  isend  cos  a  (15  t)*,     . 

en  donde  el  segundo  t6rmino  debe  dividirse  todavia  por  206265  para 
obtener  esta  correccion  espresada  en  segundos.  Para  la  segunda 
estrella  se  halla  del  mismo  modo 

d'-  D  =  d'-  J  send'  cos«'  (15 r')«, 
luego 

d'^6  =  d''-d  +  i[tanga  cosd«  (lör)«  -  tangd'  cosd'*  (löt')*]. 
Esta  espresion  puede  reemplazarse  sin  error  sensible  por 

d'-a  =  d'-t2  +  itang4(a-f  a')[cosa*(15r)«-cosa'»(150*l. 

y  como 

cosan5*T«  =  r«-d*    y    cosa'*  15«r'*  =  r«-d'* 
resulta: 

a'-  a  =  d'-(i  +  i  tang4(a'H-  a)  (d'+d)  (fi'-  d). 

La  correccion  que  tiene  que  aplicarse  k  la  diferencia  de  decli- 
nacion ,  calculada  por  las  förmulas  del  n*'-  84 ,  es  de  consiguiente : 

{d''^d){d:-d) 


+  ltangl(a'+a) 


206265 


üliemplo,   El  30  de  Mayo  de  1850  fu6  comparado  el  cometa  de 

Petersen  con  una  estrella,  cuya  declinacion  era  de  73  ^52'.  5,  mientras 

que  la  del  cometa  era  de  74^  0^     El  calculo  de  las  förmulas   del 

n«-  84  diö : 

d=-8'56".  7,        d'=  +  r36".9. 
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Con  esto  se  obtiene : 

log  r(r+d)= 1.90200« 

log(d'-d)  =  2.99721 

compl.  log  206265  =  4 ,  68557 

compl.  log  2  =  9  .  69897 

tangi(d'+«)  =  0.54286 


9 .  82661n 
correccion  =  —  0".  67 

7  por  tanto  la  diferencia  correjida  en  declinacion  fu6: 

+ 16'  32".  93. 

38«  Para  poder  hacer  uso  del  micrömetro  circular  se  necesita 
el  conocimiento  delradio.  Hai  varios  m^todos  qne  pueden  emplearse 
para  determinar  el  yalor  de  este  ultimo. 

Si  se  obseryan  dos  estrellas  cnjas  declinaciones  son  conocidas, 

se  tiene: 

fi  -f-  fiz=  r  [sen  tp  4-  senqp']  =  2r  sen^  (9  +  9')  cos  ^(9  —  g?*) 
/*  —  ^'=r  [senqp  —  senqp']  =  2r  cos  J(qp  +  cp')8en-J(qp  —  9'). 

•Ademas  es 

d'-8  8'-S 

""  COS9  H-  COB  qj' ""  2  C084(q)  H-  <p')co8  4  (9  —  9')' 

Inego :  » 

^  =  tangi  (9  +  9')       Y^  =  tong*  (<P  -  9'). 

Poniendo  pues : 


se  obtiene: 


r  = 


2C08^  cosi^ 
2  sen  ^  cos  J? 
2  cos  ul  senf 
sen  ( J.  +  JB) 


sen  (A  -  B) 

La  eenacion  diferencial  dada  en  el  n''-  35^hace  ver ,  que  las  dos 
estrellas  deben  pasar  por  el  campo  de  vision  en  lados  opuestos  al  centro 
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y  lo  mas  cerca  posible  del  borde,  porque  entonces  el  coeficiente  de 
dr  serä  un  in4ximo,  esto  es,  igual  &  2  pröximamente;  el  de  dfi,  al 
contrario ,  se  acerca  ä  cero. 

Se  debe,  por  consiguiente ,  escojer  para  la  detenninacion  del 
radio  dos  estrellas ,  cuya  diferencia  en  declinacion  sea  un  poco  menor 
que  el  diämetro  del  clrculo. 

I^emplo.  El  radio  del  anillo  interior  del  micrömetro  menciouado 
en  el  n^*  M  fa6  determinado  por  las  estrellas  Asterope  y  Merope  de 
las  Pleyades,  cuyas  declinaciones  eran 

d  =  24<>  4'  24".  26 

y 

*'=  23®  28'  6".  85. 

La  observacion  diö  para  los  semi-int^rvalos*: 

18».  5      y      58».  2. 

Con  esto  se  obtiene: 

log (/tt -1-/1*')  =  2.  71038 
.    log(ft-/ti')  =  2.41490 

cos  u4  =  9.  98825 
coß  JB  =  9  .  99693 


9 . 98518 
r  =  18'  46".  5. 


El  radio  del  micrömetro  puede  determinarse  tambien  por  la 

observacion  de  dos  estrellas  situadas  cerca  del  polo ,  y  de  este  modo 

el  moyimiento  lento  de  las  estrellas  atenuar^  el  influjo  de  los  errores 

de  observacion.   Pero  en  este  caso  no  pueden  emplearse  las  förmulas 

que  acaban  de  darse  ä  causa  de  que  el  camino  descrito  por  estas 

estrellas  ya  no  puede  considerarse  como  rectillneo.    Considerando  el 

tri&ngulo  determinado  por  el  polo,  el  centro  del  clrculo  y  el  punto 

en  donde  se  verifica  la  inmersion  6  emersion ,  y  designando  el  semi- 

int^rvalo  entre  los  dos  momentos,  espresado  en  arco,  con  t  para 

una  de  las  estrellas  y  con  x  para  la  otra,  se  halla: 

cosr  =  sen d  sen D  +  cos d  cos D  cosr 
cos  r  —  sen  d'  sen  D  +  cos  8'  cos  D  cos  r'. 

*  Las  estrellas  de  las  Pleyades  se  prestan  de  preferencia  k  estas 
dcterminaciones ,  por  cuanto  sera  siempre  fäcil  haliar  entre  ellas  algunas 
convenientes  ä.  cada  micrömetro.  Las  posiciones  de  estas  estrellas  han 
sido  determinadas  con  la  mayor  exactitud  por  Bessel.  Astron.  Nachr. 
Nr.  430  y  Bessel,  astron.  Untersuchungen  Bd.  I. 
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Si  reemplazamos : 


j  restamos  una  de  otra  estas  ecuaciones ,  obtenemos : 
tangZ)  =  cotg  — - —  sen  — - —  sen  — - — h  tang — -—  cos  — -—  cos  —- — 

£  ti  S  £  £  £ 


Poniendo  pues : 


.8—8'      X—  z  . 

cotg  — -—  sen  — - —  =  a  cob-A 

£  £ 

.         a  +  a'        r-r'  . 

tang  — 5—  cos  — " —  =  a  sen  A 

£  £ 


(^) 


hallamos  D  por  la  ecuacion : 

tangD  =  a sen  [^^~-  +  ^]-  iß) 

Determinado  de  este  modo  el  yalor  de  2),  se  paede  calcular  el 
valor  de  r  por  medio  de  una  de  las  dos  ecuaciones  siguientes : 

sen^r*  =  Ben^(a  —  D)*  +  cos^  cosD  sen^v^ 

ö 

sen  Jr*  =  aeni(d'—  D)*  +  cos^'cosD  sen  Jt'*. 

Si  aqui  se  escribe  para  simplificar: 

se  obtiene: 

sen  Jr*  =  sen  ^{8  —  D)*  secy 
=  seni(a'-2>)«seci/', 
6  tambien: 

r= = r-  (D) 

008  y        cosy  ^    ^ 

Las  f6rmulas  (Ä)^  (B),  {C)  y  (D)  contienen,  de  consiguiente,  la 
resolucion  de  este  problema. 

AI  determinar  el  radio  del  micrömetro  por  uno  de  estos  m^to- 
dos  es  preciso  emplear  la  diferencia  aparente  en  declinacion ,  afectada 
de  refraccion,  de  las  dos  estrellas.  Pero  segun  el  n^- 16  de  este 
capitulo  las  declinaciones  aparentes  se  haUan  cuando  las  estrellas  no 
est^n  mui  cerca  del  horizonte  por: 

^4-67"cotg(iV-f  <J) 
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y 

*'+57"cotg(JV+«'), 

en  donde 

tang  N  =  cotg  q>'co8 1 , 

j  en  donde  t  aignifica  el  t^rmino  medio  de  los  4ngulos  horarios  de 

las  dos  estrellas.   Por  consiguiente  la  diferencia  de  las  declinaciones 

aparentes  es : 

^,_^_   blasen {Sj-J)__ 

8en(iV-f  d)sen(iSr+0' 

cnya  espresion  paede  reemplazarse  por  la  siguiente : 


8en[JV^+4(d  +  d')]* 

Esta  diferencia  asi  correjida  de  declinacion  debe,  pnes,  emplearse 
siempre  en  el  c&lcnlo  del  radio. 

Estos  m^todos  de  determinar  el  radio  del  anillo  dependen  en- 
teramente  de  las  declinaciones  de  las  estrellas.  Por  este  motivo 
deberän  escojerse  para  estas  mediciones  estrellas  cujas  posiciones  se 
conozcan  con  la  mayor  exactitud  j  que  pemetecer^  siempre  a  las 
clases  brillantes ;  pero  es  de  desear,  que  se  empleen  en  la  determina- 
cion  del  radio  tambien  estrellas  debiles,  por  cnanto  los  objetos  Ce- 
lestes que  se  observan  con  un  micrömetro  circular  son  ordinariamente 
debiles  de  brillo  y  porque  pudiera  haber  una  diversidad  de  aprecio 
de  la  inmersion  y  emersion  de  objetos  brillantes  y  palidos*.  Peters, 
astronomo  en  Clienton,  la  propuesto  por  eso  un  otro  m6todo  para 
determinar  el  radio  por  medio  de  dos  estrellas  de  las  que  pase  una 
pröximamente  por  el  centro  del  campo  de  vision,  mientras  que  la 
otra  describa  una  cuerda  mui  pequefia,  y  cuya  diferencia  en  decli- 
nacion se  necesite  conocer  solo  aproximadamente. 

De  la  ecuacion  fA  =  r  senqp  hallamos  en  efecto: 

r  =  I*  +  2r  8en(4ö°  ~  J9)«. 

Si  ahora  la  estrella  pasa  mui  cerca  del  centro  por  el  campo  de 
vision,  el  segundo  t6rmino,  esto  es,  la  correccion  que  tiene  que 
aplicarse  a  fi  es  mui  pequena ,  y  para  determinarla  sirve  la  obser- 
yacion  de  la  segunda  estrella  hecha  en  la  proximidad  del  borde. 
Segun  las  förmulas  establecidas  arriba  tenemos: 


*  Un  error  proveniente  de  esta  causa  es  menos  probable,  cuando 
'las  obseryaciones  se  hagan  tanto  en  el  borde  del  anillo  interior  como 
en  el  del  esterior. 
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Por  consiguiente  ser&: 

r  =  f*  H-  2r  sen  [45°  -  1(A  +  B)]\ 

6  a  causa  de  la  pequeüez  del  ultimo  t^rmino : 

r  =  ^  [1  +  2  8en(450- 4  (^  +  JB) )]« 
=  fi[2'-sen(A-hB)]. 

Como  se  podra  siempre  hallar  estrellas  convenientes  a  este 
m^todo,  se  proceder4  del  modo  mas  acertado  escojiendo  estrellas 
en  las  proximidades  del  meridiano  y  &  bastante  altura  sobre  el 
horizonte,  para  que  la  refraccion  no  tenga  ningun  influjo  en  el 
resultado.  Este  m^todo  de  determinar  el  radio  se  recomienda 
especialmente  cuando  se  puede  emplear  un  cronögrafo  en  estas 
observaciones. 

Tambien  puede  utilizarse  el  m^todo  propuesto  por  Grauss  para 
determinar  el  radio  döl  micrömetro,  dirijiendo  el  anteojo  de  un 
teodolito  al  objetivo  del  anteojo  provisto  del  micrömetro  circular  y 
midiendo  directamente  el  di&metro  del  anillo. 

Si  el  micrömetro  circular  ha  de  servir  para  observar  manchas 
del  Sol,  ser4  bueno  determinar  el  radio  del  anillo  igualmente  por 
observaciones  del  Sol ,  por  cuanto  las  inmersiones  y  emersiones  del 
limbo  del  Sol  se  aprecian  ordinariamente  de  un  modo  algo  diverso 
que  las  de  las  estrellas.  Para  este  fin  pueden  servir  cömodamente 
los  contactos  esteriores  6  interiores  de  los  limbos  del  Sol  con  el 
anillo.  En  efecto ,  al  tiempo  de  estar  en  contacto  el  primer  limbo 
del  Sol  con  el  anillo ,  la  distancia  del  centro  del  Sol  al  del  anillo  es 
JR  +  r ,  si  J?  significa  el  semi  -  di&metro  del  Sol  y  r  el  del  'anillo.  Si 
suponemos  entonces  rectilineo  el  Camino  descrito  por  el  Sol  al  pasar 
por  el  campo  de  vision ,  tendr6mos  un  triangulo  rectangulo ,  cuya 
hipotenusa  es  i2  +  r ,  mientras  que  un  lado  es  igual  &  la  diferencia 
de  las  declinaciones  de  los  centros  del  Sol  y  del  anillo  y  el  tercero 
igual  al  semi  -  int6rvalo  de  tiempo  entre  los  contactos  esteriores  espre- 
sado  en  arco  y  multiplicado  por  el  coseno  de  la  declinacion.  Desig- 
nando,  pues,  con  t  a  este  8emi-int6rvalo,  tendr6mos  la  ecuacion: 

{B  +  r)«  =  (^  -  D)«  -f  (15«  cos  8)K 

30 
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Para  los  contactos  interiores  resulta  una  ecnacion  anüoga,  en 
que  t  estar^  reemplazada  por  el  semi  -  intervalo  f  entre  los  contactos 
interiores  j  R  +  r  por  R  —  r,  es  decir : 

(JB  -  r)«  =  (^  -  D)«  +  (16 1  cos  *)«. 

Por  lo  demas  es  necesario  espresar  en  ambas  ecuaciones  los 

tiempos  t  j  t'  en  tiempo  solar  verdadero  para  llevar  en  cuenta  el 

movimiento  propio  del  Sol.     Si  de  las  dos  ecuaciones  se  elimina  & 

(6  —  D)\  se  obtiene: 

(22  +  r)*  -  (Ä  -  r)«  =  ( 15  cos  (5)«  (<«  -  e' *) , 
luego : 

(l5co8  5)«(^  +  0(*-0 


r  = 


4R 


I^emplo.  Con  un  micrömetro  circular  del  observatorio  de  Bilk 
fQ6  observado  el  Sol  siendo  la  declinacion  de  +  23®  14'  50"  y  el  semi- 
di&metro  de  15'  45".  07  como  sigue: 

contacto  esterior:  contacto  interior: 

Inmersion  10»»  31™  8«.  2  t.  s.  10*» 82«  30«.  8 

Emerion  34    47  . 5  33    25  . 3. 

De  esto  se  dedncen  los  semi  -  int^rvalos  espresados  en  tiempo 

sid^reo:  l*"  49".  65  y  0"*  27» .  25,  los  cnales  han  de  multiplicarse  por 

0 .  90712  para  espresarlos  en  tiempo  verdadero,  atendido  que  el  mo- 

yimiento  del  Sol  en  ascension  recta  ascendia  &  4™  8* .  7  en  24  horas. 

Se  tiene  pues: 

«  =  1098.33    y    «'=27«.17, 

y  con  esto  se  obtiene: 

r  =  9'  23".  62. 

Nota,  Es  evidente,  que  böIo  se  debe  adoptar  el  mismo  valor  para  el 
radio  del  anillo  interin  no  se  cambie  la  distancia  del  anillo  al  objetivo. 
Determinado,  pues,  el  radio  por  uno  de  los  m^todos  que  acaban  de 
darse,  es  necesario  marcar  con  una  senal  la  posicion  que  ha  ocnpado 
el  tubo  conteniendo  al  ii\icr6metro  al  tiempo  de  hacer  la  observacion, 
y  volver  6.  situar,  por  medio  de  esta  seiial,  el  micrömetro  4  la  misma 
distancia  del  objetivo  en  las  observaciones  que  con  ^1  se  hagan  mas  tarde. 

Por  lo  demas  consiiltense  las  memorias  relativas  al  micrömetro 
circular  escritas  por  Bessel  y  publicadas  en  Zach's  monatliche  Corre- 
spondenz.    Bd.  24  und  26. 

39*  El  heliömefro.  ün  micrömetro  enteramente  distinto  de  los 
micrömetros  que  hemos  considerado  enlo  que  precede  es  el  heliömetro. 


563 

Este  consiste  en  nn  anteojo  cuyo  objetivo  estö  cortado  en  dos  mitades 
de  las  que  cada  una  puede  moverse  4  lo  largo  del  di^etro  comun 
por  medio  de  un  tomillo.  Movida  una  de  las  mitades,  se  puede  leer 
el  nümero  de  las  vueltas  de  tomillo  en  las  escalas  adaptadas  k  los 
bastidores  de  las  dos  mitades,  y  las  fracciones  de  vuelta  se  seflaJan 
por  el  tambor  graduado  del  tomillo.  Si  se  conoce,  por  consiguiente, 
el  yaior  de  una  vuelta  del  tomillo,  espresado  en  segundos,  se  puede 
hallar  la  cantidad  angular  que  se  hau  movido  los  centros  de  las  dos 
mitades  el  uno  con  respecto  al  otro.  Cuando  las  dos  mitades  estan 
situadas  de  modo ,  que  formen  un  solo  lente ,  esto  es ,  cuando  sus 
centros  coinciden ,  se  divisar^  en  la  direccion  del  centro  del  objetivo 
al  foco  una  sola  imajen  del  objeto  k  que  esik  dirijido  el  anteojo. 
Moviendo  entonces  una  de  las  mitades  del  objetivo  un  nümero  de 
vueltas  de  tomillo ,  la  im&jen  producida  por  la  mitad  que  no  se  ha 
movido  permanecerä  en  la  misma  posicion ,  pero  al  lado  de  ^sta  se 
ver&  una  segunda  im&jen  del  objeto  formada  por  la  mitad  movida 
del  objetivo  j  la  cual  se  halla  en  la  direccion  del  centro  de  esta  mitad 
del  objetivo  a  su  foco.  Si  hubiese ,  pues ,  un  otro  objeto  situado  en 
la  direccion  desde  el  centro  de  la  mitad  movida  al  foco  de  la  fija,  la 
im&jen  del  primer  objeto  formada  por  la  mitad  fija  del  objetivo  se 
hallaria  en  coincidencia  con  la  im&jen  del  segundo  objeto  formada 
por  la  mitad  movida ,  j  la  distancia  angular  entre  los  dos  objetos 
puede  obtenerse  por  el  nümero  de  vueltas  del  tomillo  que  ha  sido 
movida  una  de  las  mitades  del  objetivo.  En  esto  se  funda  el  uso  del 
heliömetro  para  medir  distancias. 

Ahora  bien,  para  poder  colocar  la  linea  de  interseccion  del 
objetivo  en  la  direccion  determinada  por  los  dos  objetos  observados, 
los  bastidores  de  las  dos  mitades  del  objetivo  est&n  arreglados  de 
manera  que  puedan  jirar  al  rededor  del  eje  del  anteojo.  Si  por  con. 
siguiente  el  heliömetro  est4  provisto  tambien  de  un  circulo  de  posi- 
cion que  permita  leer  las  posiciones  que  se  d6n  4  la  linea  de  inter- 
seccion, se  puede  medir  tambien  4ngulos  de  posicion  con  este  instru- 
mento.  Pero  para  este  fin  es  indispensable ,  que  el  heliömetro  est^ 
montado  paral4cticamente. 

Tambien  el  ocular  del  heliömetro  est4  asegurado  4  un  bastidor 

muvible,  cuja  posicion  se  seilala  por  una  escala.    Este  ocular  lo 

mismo  que  el  objetivo  puede  jirar  sobre  su  eje ,  j  la  posicion  puede 

leerse  en  un  pequeno  circulo  de  posicion  cuya  graduacion  corre  en 

36* 
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la  misma  direccion  qne  la  del  circulo  de  posicion  del  objetivo.  Este 
arreglo  tiene  por  objeto  de  colocar  el  foco  del  ocular  siempre  sobre 
la  imajen  del  objeto  producida  por  las  dos  loitades,  pues,  si  nna  de 
las  mitades  se  lleya  fuera  de  la  posicion  en  donde  su  centro  coincide 
con  el  de  la  otra  mitad ,  el  foco  se  aleja  del  eje  del  tubo  y  por  tanto 
el  foco  del  ocular  ya  no  coincidir^-con  la  im&jen.  Para  ver  con 
distincion  esta  ultima  es ,  de  consiguiente ,  necesario  que  el  ocular 
pueda  moyerse  la  miäma  cantidad  que  la  im&jen  dista  del  eje.  Se 
exije ,  pues ,  que  el  ocular  admita  un  moviiniento  perpendicular  al 
eje ,  y  4  fin  de  que  este  movimiento  pueda  efectuarse  en  la  direccion 
requerida  es  menester,  que  el  ocular  juntamente  con  su  bastidor 
pueda  jirar  sobre  el  eje  del  anteojo. 

La  direccion  del  mavimiento  de  los  bastidores  no  pasarä  por  lo 
comun  exactamente  por  el  centro  del  circulo  de  posicion.  Llama- 
r6mos  punto  principal  ä  la  lectura  que  senale  la  escala  del  bastidor 
moyible*  al  estar  el  centro  öptico  a  su  distancia  minima  del  centro 
del  circulo.  Lo  mismo  ha  de  entenderse  por  punto  principal  del 
ocular.  Este  punto  puede  f&cilmente  determinarse ,  buscando  la 
posicion  en  donde  la  im&jen  de  un  objeto  vista  en  el  anteojo  no 
cambie  de  posicion  en  la  direccion  de  los  bastidores  cuando  el 
objetivo  jira  180^.  Determinada  esta  posicion,  el  indice  de  la  escala 
del  bastidor  puede  moverse  hasta  tanto  que  ocupe  la  mediania  de  la 
escala.  Del  mismo  modo  puede  hallarse  tambien  el  punto  principal 
del  ocular ,  y  supondr^mos  que  para  esta  posicion  las  lecturas  de  las 
tres  escaJas ,  esto  es ,  de  las  de  los  bastidores  de  las  dos  mitades  y 
de  la  del  ocular ,  son  las  mismas  6  iguales  k  h.  La  cruz  filar  del 
ocular  debe  situarse  entonces  a  la  misma  distancia  minima  del  eje 
de  rotacion,  lo  cual  se  consigue  dirijiendo  la  cruz  filar  a  un  objeto 
mui  lejano  y  jirando  180^  los  dos  circulos  de  posicion.  Si  la  im4jen 
conserva  la  misms  posicion  con  respecto  al  punto  de  interseccion  de 
los  hilos,  es  sefial  de  que  la  condicion  esta  cumplida;  pero  si  la 
im&jen  cambia  de  posicion ,  la  situacion  de  la  cruz  filar  debe  corre- 
jirse  por  medio  de  los  tomillos  de  correccion. 

Supongamos  ahora  que  la  escala  de  una  de  las  mitades  del 
objetivo  d^  de  lectura  $  al  tiempo  de  estar  la  im4jen  producida  por 


*  £n  lo  que  sigue  se  supone  siempre  que  solo  uno  de  loa  bastidores 
se  mueve  y  que  el  otro  se  queda  invariablemente  en  su  poBicion. 
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ella  en  coincidencia  con  la  cruz  filar,  y  que  la  lectura  del  circulo  de 
posicion  del  objetivo,  correjida  del  error  de  indice  seajp;  al  mismo 
tien^po  sea  a  la  lectura  de  la  escala  del  ocular  7  te  la  de  su  circulo 
de  posicion.  Ademas  sea  a  la  distancia  del  punto  principal  al  centro 
del  circulo  de  posicion ,  y  ^  y  d"  las  lecturas  correjidas  hechas  en  el 
circulo  horario  y  en  el  de  declinacion  del  instrumento ,  las  que  deter- 
minan  de  consiguiente  el  punto  del  cielo  al  cual  estä  dirijido  el  an- 
teojo.  Imajin6monos  entonces  un  sistema  de  ejes  rectangulares ,  de 
los  que  los  ejes  de  las  £  y  1/  se  hallen  en  el  piano  de  la  cruz  filar  de 
tal  modo,  que  el  eje  positivo  de  las  §  est6  dirijido  ä  0®,  el  eje  posi- 
tivo  de  las  1/  ä  90  ^  del  circulo  de  posicion ,  esto  es ,  al  Este  estando 
dirijido  el  anteojo  al  zenit.  Por  ultimo  suponemos  que  el  eje  positivo 
de  las  J  est6  perpendicular  al  piano  de  la  cruz  filar  y  dirijido  al 
objetivo.    Pongamos 

8  —  h  =  e    y    <F-Ä  =  f, 

y  denotemos  por  l  la  distancia  focal  del  objetivo  espresada  en  uni- 
dades  de  la  escala.  Si  tomamos  a  positiva  cuando  el  punto  principal 
cae  al  lado  de  las  coordcnadas  positivas  17  y  el  angulo  de  posicion  en 
el  primer  ö  cuarto  cuadrante ,  las  coordenadas  del  punto  s  ser&n : 

ecoBp  —  asenp,        esenp  —  acosp,       l 
y  las  del  punto  0: 

ccosTr  — asenjc,        ssenTr  — acoB«,        0. 

Por  consiguiente  las  coordenadas  relativas  de  s  con  respecto  a  a 

seran: 

J  =  e  008  j)  —  £  cos  TT  —  a  (senp  —  senw) 

fj  =  e  senp  —  s  sen  »  +  a  (cosp  —  cos  n)  (a) 

£  =  ?. 

Si  las  observaciones  se  refieren  a  objetos  Celestes ,  cuyas  distan- 
cias  al  foco  del  anteojo  comparadas  con  s  son  infinitamente  grandes, 
estas  mismas  espresiones  pueden  considerarse  tambien  como  las 
de  las  coordenadas  del  punto  s  con  respecto  al  foco. 

Estas  coordenadas  deben  ahora  trasformarse  en  otras  que  se 
refieran  a]  piano  del  ecuador  y  al  meridiano  de  modo ,  que  los  ejes 
positivos  de  las  rc  6  y  est^n  en  el  ecuador  y  dirijidos  el  primer  &  0^, 
el  otro  a  90®  de  los  &ngulos  horarios;  por  fin  el  eje  positivo  de  las  0, 
paralelo  al  eje  del  mundo ,  ha  de  estar  dirijido  al  polo  septentrional. 

Con  este  fin  hacemos  jlrar  el  eje  de  las  S  del  sistema  anterior 
en  el  piano  J J;  hacia  el  eje  de  las  J  la  cantidad  angular  90^—  d j  la3 
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nuevas  coordenadas  estarän  entonces  situadas  en  el  piano  del  ecuador 

j  tendr^mos: 

J'=48end-f- Ccosd 

f'=J:Bend  — Sco8^. 

Si  ademas  el  anteojo  ha  de  estar  dirijido  al  angalo  horario  t^ 

se  debe  jirar  el  eje  de  las  |'  en  el  piano  ^'i^'  270*^  + 1  h4cia  adelante, 

para  hacerlo  confundir  con  el  eje  positivo  de  las  y.  De  este  modo  se 

obtdene:  x  =  ^' oost -^  ji' sent 

t/  =  J'ßen^  — ly'cos* 

Eliminando  a  |',  rf  y  ^  de  estas  ecuaciones  resulta: 

a?  =  J  cos  8  cost  +  I  send  cos  *  +  »j  sen  t 
y  =  f  008  8  sen*  +  g  send  sen  t  —  rj  cos  t 
z  =  iBen8         —  gcosd, 

6  sustituyendo  &  |,  17,  ^  por  sus  valores  sacados  de  las  ecoaciones  (a) : 

x  =  Icob8  cos*  h-  [e  cosj!)  —  6  cos«]  send  cost  +  [e  senp  —  c  sen«]  sen* 

— a  [senp  —   sen  n]  sen  8  cos  *  +  a  [cos_p  —    cos«]  sen  t 

y=^l  cob8  sen  t  +  [e  cosp  —  %  cos«]  send  sen*  —  \e  senp  —  «  sen«]  cos  t 

—  a  [senj9  —   sen  «]  sen  d  sen  *  —  a  [cosj)  —    cos  «]  cos  t 

z  —  l  sen  d         —  [e  cosp  —  e  cos«]  cos d         +  a [senp  —    sen«]  cos  8. 

De  estas  espresiones  .deducimos  el  cuadrado  de  la  distancia  r 
del  punto  s  al  or\jen  de  las  coordenadas : 

r*  =  Z*  +  [c  COSJ)  —  £  cos«]«  +  [c  senjp  —  £  sen«]*  +  4a*  sen  J  (j^  -f  «)*. 

Los  angulos  que  la  llnea  tirada  del  orijen  de  las  coordenadas 
al  punto  s  forma  con  los  tres  ejes  de  las  coordenadas  se  dan  entonces 
por  las  ecuaciones : 

C0Ba= — ,        cosp  — —    y    cosy  =  — 

Pero  si  denotamos  por  8'  y  t'  la  declinacion  y  el  angulo  horario 
de  la  estrella  observada  6  del  punto  en  que  la  llnea  determinada  por 
la  cruz  filar  y  el  punto  s  corta  k  la  esfera  Celeste  aparente,  tenemos 
tambien : 

C08or=:cosd'co8*',        COS  ^  —  COS  d' seu  *',        cosy  =  send*. 

Poniendo  pues : 

j  =  D,        j  =  J    y     j  =  d, 
y  escribiendo  para  simplificar : 


+ 
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t  +  [D  coap  —  d  cos«]*  +  [D  senj)  —  d  sen»]*  4-  4^*  senj  (p  —  jcf^-A 

obtenemos : 

A'       ./     cos d  cos i  + [Dcosp  — z^ cos«]  send  cos* 

cos  O   COSC  —  • 

VA 

[D  senp  ~  z^sen«]  sent 

vT 

d  [senjj  —  sen«]  sen5  cost  —  d  [oo^p  —  cos«]  sent 

yl 

^,       ^,     cos  d  sent  +  VD  cos  »  —  ^  cos  «]  sen  d  sen* 
cosd  sen*  = ^= 

VA 

\  D  senp  —  d  sen  «]  cos  * 
-y^  <J>) 

d  [senp  —  sen«]  send  ^en*  +  d  [cosp  ~  cos«]  cos* 


Bend*'= 


VÄ 

send  —  [Dcosp  —  ^cos«]cosd 


VÄ 

d  [senp  —  sen«!  cosÄ 

Como  se  observan  con  el  heliömetro  siempre  dos  objetos,  y  se 
y6  per  tanto  sobre  la  cruz  filar  al  mismo  tiempo  la  imajen  de  una  . 
seguuda  estrella  producida  per  la  otra  mitad  del  objetivo ,  se  tendr4 
tres  ecuaciones  anälogas,  en  que  las  cantidades 

«,  *,  ^,  «,  d  y  p 

conservan  los  mismos  valores,  mientras  que  D,  d'  y  f  se  convierten 
en  otras  cantidades  que  se  refieren  a  esta  segunda  estrella  y  las  que 
designar^mos  con  D\  ö"  y  t".  De  este  modo  obtenemos  seis  ecua- 
ciones ,  las  que  sin  embargo  corresponden  realmente  solo  ä  cuatro, 
si  los  angulos  se  determinan  por  las  tangentes ;  y  todas  las  cantidades 
que  entran  en  los  lados  derechos  de  estas  ecuaciones  se  obtienen  por 
las  lecturas  del  instrumento ,  es  decir  ^  ö  y  t  por  las  lecturas  de  los 
circulos  de  declinacion  y  ängulo  horario  y  D  j  J  por  las  lecturas  de 
las  escalas  de  los  bastidores  del  objetivo  y  ocular,  p  j  n  por  los 
circulos  de  posicion.  Se  podra ,  pues ,  hallar  a  6\  t\  b"  y  t"  por 
medio  de  estas  ecuaciones.  Es  cierto ,  que  el  instrumento  no  da  las 
cantidades  d,  *,  d  y  n  con  la  misma  exactitud  que  las  demas  canti- 
dades ;  pero  como  las  dos  estrellas  observadas  estän  pröximas  una  de 
otra,  por  manera  que  los  errores  de  estas  cantidades  tienen  el  mismo 
influjo  en  las  posiciones  de  las  dos  estrellas,  las  diferencias  d" —  6'  y 
f--  i'  podran  siempre  hallarse  con  toda  la  exactitud  apetecible. 
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En  caso  que  las  dos  estrellas  est^n  situadas  mui  pr^ximas 
al  polo ,  se  debe  buscar  6",  d',  f  y  (  por  medio  de  las  formulas 
rigorosas  (&);  pero  ordinariamente  se  puede  hacer  uso  de  formulas 
aproximadas  que  d&n  inmediatamente  6"—  H  y  a"—  a.  En  primer 
lugar  ser&  permitido  poner  d  igual  k  cero.  Desarrollando  despues  en 
Serie  al  divisor  de  la  ecuacion  relativa  h  i'  y  conservando  solo  el 
primer  t6rmino,  se  obtiene: 

sen  9  —  8end'=  [D  Gosp  —  d  cosn]  cos^  +  i[-D  cosp  —  J  cosw]*  sen^ 

+  i[I>  senp  —  J  senw]*  send, 

6  segun  las  förmula  (20)  de  la  introduccion ,  si  solo  se  toman  en 
cuenta  los  cuadrados  de  las  cantidades  puestas  en  par^niesis: 

d'  —  d  =  —  [D  cos/)  —  d  coBw]  —  4  [X)  senp  —  J  sen  w]*  tangd. 
Para  la  segunda  estrella  se  halla  del  mismo  modo : 
d"—  S  =  —[D*  cosp  —  ^  cos  7t]  —  J  [D'  Benp  —  J  sen  «]*  tang  d , 
luego : 
d"-d  =  [D-2>']cosp+4tangÄ[(2)+D')8eni)-2^Ben«][Z)-I>']8en;?,  (c) 

ecuacion  por  medio  de  la  cual  se  halla  la  diferencia  en  declinacion 
de  las  dos  estrellas  con  cl  auxilio  de  las  lecturas  hechas  en  el  in- 
strumento. 

Con  el  fin  de  obtener  tambien  la  diferencia  en  ascension  recta 
multipliquese  la  primera  de  las  ecuaciones  {h)  por  sen^,  la  segunda 
por  —  cos  t  y  sümese  una  con  otra.   De  este  modo  resultarä : 

COSO  Hftn(^  — f  )=  ^  -.. 

yi  +  [D  coBp  —  J  cos»]*  +  [D  senp  —  J  sen«]» 

De  un  modo  analogo  se  obtiene : 

COSO    Rfm(t—t')=i  ^ 

yi-\-  [D'cos/?  —  ^  cos  7t]*  +  [D'senp  —  ^sen«]* 

Despreciando  los  cuadrados  de  D,  D'  y  z/,  6  introduciendo  las 
ascensiones  rectas  en  lugar  de  los  ängulos  hoi^arios ,  estas  ecuaciones 
se  convierten  en  las  siguientes : 

cos6'  («'  —  a)  =  D  senp  —  zl  senTt 
coBd"(«"—  «)  =  D'senp  ~  d  sen  7t 

y  escribiendo  aqui  en  vez  de  6'  y  b": 

«'  =  i(d'+0  +  4(d'-0 
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y  reeinplazando  al  seno  y  coseno  del  pequefio  angulo  d'—  ö"  respec- 

tivamente  por  el  arco  y  la  unidad,  se  obtiene: 

(«'  -  «)  cos  i  (*'  -f  3")  =  [D  senp  -  J  sen  «]  [H-  i  tang  ö  {d'-  Ö')] 
(«"-  a)  cos  4  (^'  +  8")  -  [D'  senj)  -  z/  sen  n]  [l  +  J  tang  d  {6"-  9')] , 

luego : 

(o"-  a)  cos  J(d'4-  ^")  =  (D'-  D)  sen^?  +  Jtangd  [d"-  «']  [2)'+  D]  senp 

-  tang  d  z^  sen«  [d"-  d'] , 

ö,   si  ö"—ö'  se  sustituye  por  el  valor  hallado  arriba,  esto  es, 
(D  — D^cos^): 

(«"-  a  )  cosi(a'+  a")  ^  (D'-  2>)  senp 

-itangir[(2)'+2>)seni)-2z/senÄ][2)'-'2)]co8i).  ((J) 

Si  ponemos  ahora: 

u  =  —  itanga  [(D'+  D)  sen/? -  2^ sen«],  (A) 

podemos  escribir  tambieu  en  las  ecuaciones  (c)  y  (d)  el  seno  en  lugar 

de  esta  pequefia  cantidad  u^  y  agregar  el  factor  cosu  ä  los  primeros 

t^rminos  de  las  mismas.    De  este  modo  resulta: 

r-  a'=  -  (2)'-  D)  co8(p  +  w)  yj 

a"-  «'=  +  (D'-  D)sen(2)  + 1*)  seci(d'+  O- 

Hasta  aqui  heinos  supuesto,  que  la  distancia  ha  sido  medida 
solo  una  vez,  y  en  tal  caso  significa^,  propiamente  bablando,  la 
lectura  de  la  escala  que  corresponde  ä  la  posicion  del  bastidor  en  la 
cual  las  imäjenes  producidas  por  las  dos  mitades  del  objetivo  coin- 
eiden  una  con  otra.  Pero  cuando  se  tenga  dos  objetos  a  y  6 ,  se  ob- 
tiene al  separar'  estas  mitades  por  el  tomillo  dos  nuevas  imäjenes 
a  y  6',  y  la  imajen  a  puede  llevarse  entonces  k  coincidencia  con  la  &'. 
Moviendo  en  seguida  la  mitad  del  objetivo  häcia  atras  al  otro  lado 
del  punto  en  que  los  centros  coinciden ,  se  puede  Uevar  ä  coincidencia 
tambien  la  imajen  h  con  la  a\  y  se  obtendrä  asi  la  doble  distancia 
por  las  lecturas  de  la  escala  hecbas  en  estas  dos  posiciones. 

Verificadas  las  observaciones  de  esta  manera,  se  tiene  que  poner 
^(2/— 2>)  en  vez  de  D'— D  en  las  förmulas  de  arriba.  En  lugar 
del  angulo  jp  +  w,  cada  medicion  da  p'+u  j p+  u\  y  por  tanto 
serä 

p=-?-i?-,        2)'-f-D  =  s  +  «'-2Ä,       ^  =  a-h 

y 

u  =  —  4 tang 8 [{s  +  s'—  2h)  senp  —  2  («  —  Ä)  sen«] 
'$"-8'=-l{D'-D)co9{p  +  u) 
o"  --  a'  =  -{-  J  (D'  -  D)  sen  [p  +  u)  sec  J  (d'  +  tf"). 
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Cuando  se  pide  espresar  d" —  d'  y  a"—  «'  en  segondos  y  t*  en 

D'—  D 

minutoß ,  se  tiene  que  multiplicar  — - —  por  el  valor  de  tma  division 

de  la  escala  y  multiplicar  la  espresion  relativa  a  u  por  ^^  ,  .    Pero 

se  puede  conseguir  siempre ,  que  el  t^rmino  dependiente  de  p  —  n 
Uegue  ä  ser  despreciable ,  puesto  que 

u  =  0,     8iff  =  — ^—    y    n=p. 

Se  procurara,  pues,  conseguir  esto  siempre,  al  menos  aproxi- 
madamente ,  por  la  posicion  del  ocular ,  tauto  mas  cuanto  entonces 
las  imajeues  aparecen  eu  el  anteojo  tambien  lo  mas  distintamente 
posible. 

Hasta  aqui  hemos  supuesto,  que  la  coincidencia  de  las  imajenes 
se  observa  exactamente  en  el  centro  de  la  cruz  filar.  Pero  siempre 
que  las  estrellas  no  est^n  situadas  en  las  inmediaciones  del  polo ,  es 
completamente  suficiente  observar  las  coincidencias  en  la  mediania 
del  campo  de  la  yision  la  que  se  estima  ä  ojo. 

40«  Cnando  el  astro  tenga  un  movimiento  propio  en  ascension 
recta  y  declinacion ,  es  naturalmente  necesario  tomarlo  en  cuenta  al 
tiempo  de  reducir  las  observaeiones.  Calculada  la  diferencia  en  as- 
cension recta  y  declinacion  por  medio  de  cada  una  de  las  distancias  y 
del  ängulo  de  posicion,  se  puede  considerar  el  t^rmino  medio  de  todas 
estas  diferencias  calculadas  como  correspondiente  al  promedio  de  los 
tiempos  de  observacion ,  puesto  que  serä  permitido  suponer  el  movi- 
miento en  ascension  recta  y  declinacion  proporcional  al  tiempo.  Sin 
embargo ,  para  simplificar  el  calculo  sera  preferible  calcular  la  dife- 
rencia en  ascension  recta  y  declinacion  tan  solo  una  vez  con  el  t6r- 
mino  medio  de  las  distancias  y  angulos  de  posicion  observados.  Pero 
como  estas  cantidades  no  varian  proporcionalmente  al  tiempo,  el 
termino  medio  de  estas  no  correspondera  al  t6rmino  medio  de  loa 
tiempos  de  observacion,  y  por  este  motivo  se  tiene  que  aplicar 
primero  k  aquel  una  correccion  de  un  modo  analogo  al  usado  en 
el  n^'  5 )  cap.  V,  en  donde  se  trataba  de  reducir  distancias  zenitales 
observadas  al  promedio  de  los  tiempos  de  observacion. 

Sean  t ,  t\  t"  etc. ,  los  tiempos  de  observacion  y  T  el  promedio 
de  todos  ellos,  y  sea 
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Ademas  sean  p ,  p\  p"  etc. ,  los  ängulos  de  posicion  correspon- 
dientes  h  estos  tiempos,  P  el  que  corresponde  al  tiempo  T,  ^^a  y 
Jö  los  moviinientos  en  ascension  recta  y  declinacion  durante  un 
segundo  de  tiempo ,  de  manera  que  r ,  r  etc. ,  debdn  estar  igual- 
mente  espresadas  en  segimdos  de  tiempo.   Se  tendrä  entonccs : 

^  dct  *  da* 

dd  ^  dö^  da  dö 

Gada  observaciou  de  un  angulo  de  posicion  proporciona  una 
ecuacion  de  esta  forma,  y  si  w  es  el  nümero  de  las  observaciones, 
se  obtendrä  por  el  t6rmino  medio  de  todas  ellas : 

n 

i  ,d«P  ,   ,       d^P    ,      ,.      ,d*P   ^.J-Sr« 
f  *  aa*  c/a  ad  ad*  )    n 

en  donde  se  tomara : 

2  2:2  sen  Ar*         ,            ,     Xt« 
—  en  lugar  de 

cuando  se  puede  hacer  uso  de  las  tablas  repetidas  veces  ya  men- 
cionadas. 

Del  mismo  modo  se  obtiene  la  distancia  D  que  corresponde  al 
promedio  de  los  tiempos  de  observacion : 

d-¥d'^d"  +  ... 


D  = 


n 


j  .  d«D   ,   ,  ,    d^B    ^     ^a.i^*^^.ae( 


n 

siendo  d,  d',  d"  etc. ...  las  diferentes  distancias  observadas. 

Besta  aün  hallar  las  diferentes  derivadas.   Pero  se  tiene 

D sen T  —{a  —  a)  cod H 
DcosP  =  5-d', 


ö: 


tangP::-|-— |>coad 


jP«=  («  -  af  cosd'  -f  (Ä  -  d')*, 
y  se  obtiene  facilmente : 
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dF     cosacosP     dP         BenP     dB  ^        ^     dD  „ 

-j-  = j^ ,    -T^jk  = 77-,   -j— =  coBdsenP,    -t^=cosP 

da  D  do  I)    ^    da  dö 

d*P_     •2cosa6enPco8P     fl?'P_  2  senPcosP 

da^~  '  D«  '    rfd^«-  I>« 

d*P  _2co8dBenP*     cosd 

d'DcQsd'cosP'     rf'Z)_8euP«     <£«J)   _     cos^senPcosP 
Äa»  ~  Z)         '    rfä«^         D^'d^Tdö"  D 

Con  esto  se  halla,  si  al  mismo  tiempo  se  pone: 

^a  co8^  =  C8eny 
d  =  CC08y, 
P_  jj+p'  +  p'-f-...     sen(P-y)co8(P-y)   ^£t^ 

w  x>*  n 

^_d  +  d'-\-d"+...      ,8en(P-y)«  j2;t« 

ö  denotando  por  M  el  mödulo  de  los  logaritmos  de  Brigg : 

,      ^     ,      d  +  d'-\-d"-\-.,.      ,itfseii(P-y)«     Zr« 
logD  =  log i ~ — —  <r 

Es  convcniente  espresar  el  segundo  termino  de  P  en  minutos 
de  arco ,  y  el  segundo  t6rmino  de  log  D  en  unidades  de  la  quinia 
decimal.  Si ,  de  consiguiente ,  se  denota  por  B  el  valor  de  una  di- 
vision  de  la  escala  espresada  en  segundos ,  y  se  supone  D  espresada 
en  divisiones  de  la  escala,  y  si  ^a  j  z/5,  esto  es,  las  variaciones 
de  la  ascension  recta  y  declinacion  durante  24  horas,  estan  espre- 
sadas  en  minutos  de  arco ,  se  tiene  que  multiplicar  el  segundo  ter- 
mino de  la  ecuacion  relativa  k  P  por 

_60      206265 
86400«      JK«     ' 

y  el  segundo  t6rmino  de  la  ecuacion  relativa  a  D  por 

100000  60^ 
86400«  iJ«* 

Pero  aprovechandose  de  las  tablas  para  2sen^r^,  por  manera 
que  se  tome 

p  _  p+i>j+p^jf  . ..     g^  sen  (P  —  y)  cos  (P—  y)  j^28en4T* 
n  D*  n 

y 

1      n     1      d  +  d'+d"-\-.,.     Msen{P-y)^  ,S2BenlT^ 

se  tiene  que  multiplicar  los  referidos  segundos  terminos  respecÜTa- 
mente  por 
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60 . 206265« 
86400M5«.iJ* 

y 

100000.  60  «.206265 
86400«.  JKM5« 

41«  Resta  aün  hacer  yer  de  qii6  modo  puede  determinarse  el 
cero  del  circulo  de  posicion  y  el  valor  en  arco  de  una  division  de  la 
escala. 

El  nonio  del  circulo  de  posicion  ha  de  estar  en  cero  del  limbo 
al  hallarse  el  piano  de  interseccion  del  objetivo  perpendicnlar  al  eje 
de  declinacion.  Despues  de  separadas  las  dos  mitades  del  objetivo 
ä  una  distancia  considerable ,  jlrese  el  marco  del  objetivo  de  modo 
que  los  nonios  de  los  circulos  de  posicion  est6n  en  cero  j  116vese 
una  de  las  imäjenes  de  un  objeto  4  coincidencia  con  el  punto  de 
interseccion  de  los  hilos*.  Si  entonces  es  posible  Uevar  tambien  la 
otra  im&jen  k  este  punto  por  el  solo  movimiento  del  anteojo  al  rede- 
dor  del  eje  de  declinacion ,  el  piano  de  interseccion  ser&  paralelo  al 
piano  en  que  jira  el  anteojo,  j  por  eso  el  error  de  colimacion  del 
circulo  de  posicion  sera  igual  4  cero.  Pero  cuando  esto  no  se  veri- 
fique,  se  debe  jirar  un  poco  el  objetivo  hasta  tanto  que  las  dos 
imäjenes  de  un  objeto  pasen  por  el  centro  de  la  cruz  filar  por  la  sola 
rotacion  del  anteojo  al  rededor  del  eje  de  declinacion.  La  lectara 
que  entonces  se  haga  en  el  circulo  de  posicion  es  el  verdadero  cero, 
y  la  diferencia  entre  este  punto  y  el  cero  del  artista  representa  al 
error  de  colimacion  del  circulo. 

En  esto  se  supone ,  que  los  bastidores  se  mueven  en  linea  recta. 
Si  esto  no  tiene  lugar,  el  error  de  colimacion  sera  variable  con  la 
distancia  entre  las  dos  imäjenes. 

Jirando  la  cruz  filar  al  rededor  del  eje  del  anteojo  hasta  tanto 
que  una  estrella  situada  cerca  del  ecuador  no  se  desvie  de  uno  de 
los  hilos  durante  su  paso  por  el  campo  de  la  vision,  este  hilo 
quedara  paralelo  al  ecuador.  Si  las  dos  mitades  del.  objetivo  se 
separan  entonces  considerablemente  de  la  posicion  en  que  los  centros 
de  ambas  mitades  se  confunden,  y  se  jira  al  mismo  tiempo  el  objetivo 


*  A  este  fin  conviene  teuer  una  cruz  compuesta  de  hilos  dobles  y 
paraleloB,  por  manera  que  la  mediania  del  campo  de  la  vision  estä 
senalada  por  un  pequeüo  cuadrado. 


i 


574 

sobre  el  eje  del  anteojo  hasta  tanto  que  las  dos  im&jenes  se  muevan 
4  lo  largo  de  este  hilo ,  el  nonio  del  circulo  de  posicion  debe  sefialar 
90^  ö  270 ^  Mas  si  en  esta  posicion  se  lee  90^—  c  ö  270^—  c,  en  tal 
caso  ser&  c  el  error  de  colimacion  del  circulo ,  el  cual  tiene  que  agre- 
garse  k  todas  las  lecturas  que  en  61  se  hagan. 

El  yalor  de  una  division  de  la  escala  del  basiddor  puede  deter- 
minarse ,  midiendo  el  diametro  conocido  de  un  objeto ,  por  ejemplo, 
61  del  Sol,  6  la  distancia  de  dos  estrellas  cuyas  posiciones  se  conozcan 
con  exactitud.  Con  este  fin  pueden  escojerse  estrellas  de  las  Plejades, 
cuyas  posiciones  han  sido  determinadas  con  una  precision  mui  grande 
por  Bessel.  Pero  se  puede  emplear  tambien  aqni  el  m^todo  pro- 
puesto  por  Grauss,  del  cual  hemos  hecho  mencion  antes.  Pues,  siendo 
los  ejes  de  las  mitades  del  objetivo  paralelos  aun  cuando  est^n  sepa 
radas  considerablemente  una  de  otra,  se  vera  con  un  anteojo  enfo- 
cado  para  objetos  infinitamente  distantes,  al  tiempo  de  dirijirlo  al 
objetivo  del  heliömetro ,  la  im&jen  doble  formada  por  el  hilo  esten- 
dido  en  el  foco  de  una  de  las  mitades  del  objetivo.  Golocando,  pues, 
una  de  las  mitades  en  el  medio  de  la  escala,  la  otra  al  contrario  k 
una  distancia  considerable  de  la  primera,  y  haciendo  iluminor  en- 
tonces  la  cruz  filar  por  el  ocular  dirijido  h&cia  el  cielo  claro,  se 
puede  medir  la  distancia  aparente  de  estas  dos  imajenes  con  un 
teodolito.  La  comparacion  de  esta  distancia  angular  medida  con  la 
diferencia  de  las  lecturas  hechas  en  las  dos  escalas ,  conduce  luego  al 
valor  de  una  division  de  la  escala.  En  caso  que  una  de  las  dos 
mitades  del  objetivo  no  tenga  una  escala  microm^trica,  las  obser- 
vaciones  deben  hacerse  en  dos  distintas  posiciones  de  la  mitad  pro- 
vista  de  una  cabeza  de  tomiUo  graduada. 

Sea  en  la  primera  observacion  S  la  lectura  hecha  en  la  escala 
del  bastidor  movible ,  Sq  la  de  la  escala  de  la  otra  mitad  que  per- 
manece  siempre  en  la  misma  posicion,  s  la  de  la  escala  del  bastidor 
del  ocular.  Si  designamos  con  &  y  o  los  angulos  que  forman  las  rectas 
tiradas  de  los  puntos  SqjSqX  foco  con  el  eje  del  anteojo,  tenemos: 

(8  -So)E-  206265"  tang  h 
(Ä  -  »)  iJ  =  206266"  tangc, 

en  donde  R  signiüca  el  valor  de  una  division  de  la  escala.   Ademas 

sea  a  la  distancia  angulai*  medida  entre  las  dos  imajenes  del  hilo; 

se  tendrÄ 

a  =  b-hc. 
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Eliminando  por  medio  de  esta  ecuacion  4  los  &ngulos  &  j  c  de  las 
dos  eciiaciones  de  arriba,  se  obtiene  la  ecuacion  de  segundo  grado: 

{s  -  So)  (S  -  s)  tang«  ^^^,  +  (S  -  S»)  ^  =  tang« , 

cnja  resolucion  d4 : 

B      ^     S-So)--V{S-  SqY  -f  4  (8  -  So)  {S  -  s)  taugg« 
206265  2  (5  -  So)  {S  -  s)  tang  a 

Sea  S'  la  lectura  de  la  escala  en  la  segunda  pocicion  de  la 
mitad  del  objetivo,  s'  la  de  la  escala  del  ociilar  y  a  la  distancia 
angolar  observada.  Se  obtiene  entonces  para  B  una  ecuacion  seme- 
jante,  en  que  S^  s  j  a  estar&n  reemplazadas  por  S\  s'  j  a.  Pero  se 
puede  arreglar  las  observaciones  de  tal  modo ,  que 

8'-So  =  So-S    j    s-So^So-s' 

y  en  tal  caso  se  halla  por  la  diferencia  de  las  dos  ecuaciones : 


B     _     (y-  S)  ~  y(S'-~  5)«  -f  IG  {s  -  So)  {S  -  8)  t&ngija  +  g )« 
i'ü6265~  4{s-So)(S-8)ta,ng{a-ha) 

Bi  s  —  SqJ  S  —  S  tienen  el  mismo  signo ,  y  se  poue 

teng^^^^^g^  +  ^Vc^-go)  (&'-«), 

se  obtendra  para  B : 

^  seca— 1 

B = 206265 


=  206265 


tanga^(s-Äo)(/S'-s) 
tangi« 


y{s-So){s-s) 

Pero  si  s  —  Äq  y  Ä  —  5  tienen  signos  opuestos ,  y  se  pone 


se  obtendra  para  B : 


iJ  =  206265  '"^'^ 


=  206265 


senßy{s-So){S-s) 
taug  4P 


V(s  -  So)  {S  -  s) 

Cuando  s  =  S  j  s'=  8\  se  obtiene  en  lugar  de  las  ecuaciones 
de  segundo  grado  para  B  en  ambas  observaciones  las  siguientes : 

^^  -  *«)  2oS65  =  **"«« 

B 

(Sa  —  S')  --TT-—  =  ta.ngo', 
^  ^         ^206265  ^     ' 
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luego: 

JJ  =  206266  ^*?^i^J±^, 

6  la  förmula  aproximada 

Estas  förmulas  son  naturalmeiite  tambien  aplicables  al  caso  de 
que  el  valor  de  una  division  de  la  escala  se  determine  por  la  obser- 
vacion  del  diämetro  del  Sol  6  de  la  distancia  entre  dos  estrellas. 

Cuando  el  heliömetro  est6  provisto  de  una  cniz  filar ,  se  puede 
colocar  tambien  nno  de  los  hilos  paralelo  al  movirniento  diumo ,  y 
despues  de  haber  movido  una  de  las  mitades  del  objetivo  y  colocado 
el  circulo  de  posicion  de  modo ,  que  las  dos  imajenes  de  una  estrella 
corran  k  lo  largo  de  este  hilo,  se  puede  observar  los  pasos  de  ellas 
por  el  hilo  perpendicular  k  aquel. 

Tambien  aqui  varia  el  valor  de  una  vuelta  del  tomillo  con  la 
temperatura,  j  por  tanto  debe  representarse  6ste  por  una  förmula  de 
la  forma: 

Las  valores  hallados  de  R  corresponden  en  consecuencia  k  las 
temperataras  determinadas ,  a  las  cuales  ^stos  han  sido  observados 
y  los  valores  de  a  y  &  tienen  que  deducirse  de  los  hallados  4  las 
diferentes  temperaturas. 

Nota,    La  teorfa  del  heliömetro  se  halla  en  la  memoria: 

Hansen ,  Methode  mit  dem  Fraunhoferschen  Heliometer  Beobach- 
tungen anzustellen, 

y  de  un  modo  mas  completo  en: 

Bessel ,  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Aequa- 
toreals  im  ersten  Bande  der  astronomischen  Untersuchungen 
imd  im  15.  Bande  der  Eoenigsberger  Beobachtungen. 


VHL.  ~  CORRECCION  DE  LAS  OBSERVACIONES  MICROMÖTRICAS 

POR  RAZON  DE  LA  REFRACCION. 

42*  Las  observaciones  hechas  con  un  micrömetro  dän  siempre 
las  diferencias  aparentes  en  ascension  reeta  y  declinacion  ya  sea 
inmediatamente,  ya  de  tal  modo  que  ellas  puedan  deducirse  del 
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reeultado  de  observacion  por  el  cMculo.     Si  la  refraccion  fuese  la 

misma  para  las  dos  estrellas,  esta  diferencia  observada  de  las  posi- 

ciones  aparentes  seria  inmediatamente  la  diferencia  de  las  posiciones 

verdaderäs.    Pero  como  la  refraccion  varia  con  la  altura  de  los 

astros,  las  observaciones  hechas  con  un  micrömetro  necesitan  to- 

davla  de  nna  correccion.    Solo  en  el  caso  de  que  las  dos  estrellas 

est^n  situados  sobre  iin  mismo  circulo  paralelo,  no  habra  necesidad 

de  una  correccion,  pnesto  que  entonces  las  observaciones  se  veri- 

fican  en  el  mismo  punto  del  micrömetro  y  por  tanto  k  la  misma 

altura*. 

Las  tablas  usuales  de  refraccion,  p.  ej.,  las  publicadas  en  las 

Tabulae  Regiomontanae ,  dan  la  refraccion  para  el  estado  normal  de 

la  atmösfera  (esto  es ,  para  nn  estado  dado  del  barömetro  j  term6- 

metro)  bajo  la  forma : 

atang^:, 

en  donde  e  significa  la  distancia  aparente  al  zenit  y  a  un  factor 
Tariable  con  la  distancia  zenital ,  el  cual  es  de 

57"- 682  para  z  =  ^6^ 

y  que  va  disminuyendo  k  medida  que  las  distancias  van  creciendo, 
de  modo  que  este  factor  es  por  ejemplo ,  para 

z  =  85^  s61o  de  51".  310. 

Por  medio  de  estas  tablas  pueden  facilmente  calcularse  otras 
que  tengan  la  verdadera  distancia  zenital  por  argumento  y  mediante 
las  cuales  se  halle  la  refraccion  por  la  förmula: 

en  donde  ß  bs  de  nuevo  una  funcion  de  J;.  Se  tiene  por  consiguiente : 


luego : 

6  designando : 
tambien : 


£=£f4-(JtangJ 
S'=;j'+P'tangr, 

r-t  =  ^'-ie^  +  P'tangr-|StaiigS 

f'-S-C^'-^)    con     J{z'^z) 

jü  (/-  z)  =  P'  tang  f-  (J  tang^  (a) 


*  Esta  advertenciä  no  se  refiere,  como  es  natural,  k  los  micrö- 
metros  por  medio  de  los  que  se  miden  distancias  y  &ngulo8  de 
posicion. 

37 


578 

Por  esta  förmula  se  espresa  la  correccion  que  tiene  que  apli- 
carse  4  la  diferencia  observada  de  las  distancias  zenitales  aparentes 
para  obtener  la  diferencia  de  las  distancias  zenitales  verdaderas. 

Si  denotamos  por  ß^  el  valor  de  ß  que  corresponde  a 

— 2--fo 

vaJor  que  se  deriva  de  la  ecuacion 

Po  =  fttangto» 
tenemos : 

(J'tangr=fttangr+ij^°tangr(r-£^-f... 
^tengg-PotangJ-i^^^tangf(f'-J:)+... 

Poniendo  en  todos  los  t^rminos ,  escepto  el  primero ,  del  lado 
derecho  de  estas  ecuaciones  tang  J^  en  lugar  de  tangg  y  tangf,  los 
t^rminos  en  que  entran  las  segundas  derivadas  seran  las  mismas ,  y 
se  tendr^  mui  aproximadamente : 

(J'tangJ'-|3tang{:  =  ft  [tangj'-tangj] 
Escribiendo ,  pues ,  para  simplificar : 

se  obtiene  por  medio  de  la  ecuacion  (a) : 

z/ (/-£:)  =  A;  [tangf- tangj] 

en  donde  la  cantidad  k  debe  calcularse  con  el  valor 


2 

Desarroliando  tangf— tangf  en  serie  y  despreciando  las  se- 
gundas potencias  de  J;'—  ?,  se  tiene  tambien: 

tangr-tangj=lf^ 
y  con  esto : 

Pero  en  esta  formula  se  supone  dada  la  diferencia  de  las  xlistan- 
cias  zenitales  verdaderas.    Si  introducimos  en  lugar  de  ella  la  dife- 
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rencia  de  las  distancias  zenitales  aparentes ,  tenemos  qne  multiplicar 
la  förmula  todavia  por  -^ ,  y  entonces  obtenemos : 

6,  si  ponemos  ahora: 

resulta  por  ultimo: 

Para  hacer  ver  el  grado  de  exactitud  con  que  puede  hallarse  la 
diferencia  de  las  distancias  zenitales  verdaderas  por  medio  de  la  dife- 
rencia  de  las  distancias  zenitales  aparentes  sirva  el  ejemplo  siguiente : 


Distancia  zenital 
verdadera  =  J 

Distancia  zenital                 .„  n 

,                            Refraccion 
aparente  =  z 

87»  20' 

87»  5'  27".  4                          14'  32".  6 

30 

14  54  . 8                         15    5  .  2 

40 

24  20  .  7                                39  .  3 

50 

33  44  .  5                         16  15  .  5 

88     0 

43     6  . 4                                53  .  6. 

De  aqui  se  deducen  los  i 

siguientes  valores  de  ß : 

87<^  20. 

40".  6427 

30 

39  .5209 

• 

40 

38  .  2727 

50 

36  .9073, 

y  con  estos  se  hallan  los  valores  de  jy ,  esto  es,  la  variacion  de  jS^ 

correspondiente  al  incremento  de  f  q  igual  4  un  segnndo ,  vali^ndose 

de  las  förmnlas  para  las  derivadas  nnm^ricas  dadas  en  el  n^*  15  de 

la  introduccion : 

87°  30'  -  0".  0019750 

40  0  .0021767 

50  0  .0023967. 

Ademas  los  logaritmos  de  -p  son  los  siguientes : 


87^  3Q' 

0 . 0271 

40 

0 . 0287 

50 

0.0307, 

37* 
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y  con  estos  vaJores  niim^ricos  el  c&lculo  conduce  a  los  sigoientes 

yalores  de  los  logaritmos  de  k : 

k 
87°  30'  6  .  0606 

40  6 .  0165  ^r: 

50  6.9771  ^^ 

en  donde  k  est4  espresada  en  partes  del  radio. 

Sea  ahora 

£r  =  870  10'    y    /=87»60', 
luego : 

Las  tablas  ordinarias  de  refraccion  dan : 

t  =  87»  24'  47".  8 
J'=88     7  23  .0, 

por  consiguiente : 

5'- £  =  +  42' 35".  2 

fo  =  87H6' 5".  4. 

Si  suponemos  ahora  dadas  las  cantidades  z  —  Zmj  i^y  j  cal- 

culamos  ^/(/--z)  por  medio  de  las  formulas  (Ä)  y  (5),  hallamos 

el  logaritmo  de  k,  correspondiente  al  valor  de  ^q,  igual  k  5.0925 

y  con  esto 

J(z'^z)  =  +  2' 35".  4, 

luego : 

£'-J=+42'35".4, 

valor  que  concuerda  mui  proximamente  con  el  dado  por  las  tablas 
de  refraccion. 

Los  valores  de  k  pueden  reducirse  a  tablas  que  tengan  la 
distancia  zenital  verdadera  por  argumento.  Semejantes  tablas  se 
encuentran  en  la  memoria  de  Bessel  intitulada:  über  die  Correction 
wegen  der  Strahlenbrechung  bei  Micrometerbeobachtungen,  publi- 
cada  en  el  tercer  tomo  de  las  Astronomische  Nachrichten  y  en  su 
obra  Astronomische  Untersuchungen,  Bd.  I.  En  esta  ultima  obra 
hai  tambien  tablas  que  dän  las  variaciones  de  k  para  cualquier 
cambio  de  la  altura  del  barometro  y  termömetro. 

Ahora  bien ,  para  calcular  la  diferencia  de  las  distancias  zeni- 
tales  verdaderas  se  necesita  conocer  la  distancia  zenital  verdadera 
misma  f  q.  Pero  como  las  ascensiones  rectas  y  declinaciones  de  las 
dos  estrellas  son  conocidas ,  se  puede  hallar  esta  cantidad  con 
suficiente  aproximacion,  calculandola  mediante  el  t6rmino  medio  de 


86  tiene : 


581 

las  ascensiones  rectas  y  declinaciones  y  con  el  auxilio  de  la  latitud 
conocida  del  lugar  de  observacion.  Para  esto  se  emplean  del  modo 
mas  cömodo  las  förmulas  siguientes ,  por  cuanto  el  conocimiento  del 
ängulo  paral&cticQ  t}  es  igualmente  uecesario : 

Ben  t  Ben  17  =  cos  q>  sen^o 
sen  i  coBfj  =  cos^o  seng)  —  sendo  COB9  cos^o 
cos  ^  =  sen  Bo  sen  9  +  cos  do  cos  g?  cos  t^, 

Poniendo : 

cosn=:cosg>Ben^o 
senn  sen^=  cosqp  cos*o 
senn  co8^=  sen  qp , 

sen£seni7  =  co8n 
sen  t  cos  12  =  senn  cos(JV+  do) 
cos  J  =  sen  n  sen  {N  +  ^o) » 
6 

tangf  seniy  =  cotgn  .  coBec(JV4-  ^o) 
tang  J  cos  17  =  cotg  {K  +  d©). 

La  cax^dades  cotgn  y  JV,  correspondientes  a  una  latitud  dada, 
pueden  reducirse  entonces  ä  tablas  con  el  argumento  t.  Cuando  se 
pueda  disponer  de  las  tablas  mencionadas  en  el  n^'7,  cap.  I,  se 
obtiene  tambien  por  6stas  la  distancia  zenital  y  el  ängulo  paralactico. 
Se  notaii  fäcilmente  la  conexion  que  hai  entre  aquellas  förmulas  7 
las  que  acaban  de  darse. 

43*  Hallada  la  diferencia  de  las  distancias  zenitales  verdaderas 
por  medio  de  la  de  las  distancias  aparentes,  la  diferencia  de  las 
declinaciones  y  ascensiones  rectas  verdaderas  puede  deducirse  fäcil- 
mente de  las  diferencias  aparentes  observadas  de  estas  cantidades. 
Con  efecto,  bi  ßigi  representa  la  refraccion  para  la  distancia  zenital  ^, 

ß '  —       ■>        es  la  refraccion  en  ascension  recta 
'^        cosd 

7 

^  tang  I;  cos  17  la  refraccion  en  declinacion. 

Pero  tenemos: 
/»».        ^,  ienw'      ^,        «.senil      ,.        .,  senn'     ,,        «.Benn 

,  tangfoseniyo                           tanggoseuiyp 
-*• Wo (*-^)  +  *- Ji" («-«)• 
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Del  mismo  modo  obtenemos : 

d.ta,nggoC08i7o,^. 
+  A;. ;t- (a  -«), 

en  donde  d' —  ö  y  a  —  a  significan  las  diferencias  aparentes  en  de- 
cünacion  y  ascension  recta  y  A;  el  valor  dado  por  la  förmula  {Ä). 
Diferenciando  las  förmulas  relativas  a 

se  obtiene: 

tang^seni} 


d. 


cosd  tangf'seni;  (fosiy  — tangf  senij  tang3 


dd  ~~  cosd 

-T- =  1  — tangf  coaiytang^  +  tangS^Beni;* 

cZ.tangf C08IJ         ri.        fc»         •  .  ^1 
Il i  =  -  [tang  J«  cosiy«  +  1] 

fi.tangfcosn      .        «.,  *  .  x        «.  * 
—^ i  =  tang f*  cos  17  seni]  cos 0  + tang gsenij  send. 

Supuesto  lo  que  precede ,  podemos  tratar  ahora  los  diferentes 
micrömetros ,  cuya  teoria  se  ha  dado  en  VII  de  este  capitulo.  Pero 
como  los  reticulos  mencionados  en  el  n^-  33  no  se  utilizan  casi  nunca 
en  la  actuaJidad ,  prescindir6mos  de  6stos  en  lo  que  sigue. 

44«  Micrömäros  con  los  cuaks  se  öbserva  la  diferenda  en 
ascension  recta  por  media  de  los  pasos  por  hilos  que  estdn  perpen- 
dicülares  d  la  direccion  dd  inovimiento  diurno,  y  la  di ferenda  cn 
dedinacion  por  medicion  direda, 

En  estos  micrömetros  se  tiene  que  tomar  en  consideracion  el 
efecto  de  la  refraccion  solo  en  el  instante  en  que  las  dos  estrellas 
pasan  por  un  mismo  circulo  horario,  y  de  consiguiente  no  se  necesita 
llevar  en  cuenta  sino  la  diferencia  de  las  dos  rcfracciones  por  cuanto 
6sta  dependa  de  la  diferencia  en  declinacion. 

Las  correcciones  de  la  ascension  recta  y  declinacion  aparentes 
de  la  primera  estrella  son  en  coÄsecuencia : 

^€c  =  -ß       ^^^^^     '  ^a=:-(Jtang£co8i,, 
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y  las  correspondientes  a  la  seguuda  estrella: 

Ja  =  —  ä  —       ,,  Jö  =-ß  tangj  cos»  ; 

•^        cosd 

luego  por  medio  de  las  förmulas  del  n®  43 :  « 

^  tang£o8eniyo 

ö ,  introduciendo  los  valores  de  las  derivadas :  • 

J(a-~  a)  =z  k  (ö'-  d)  ^°g S:o'  sen i?o  cos  170  -  tang  gp  sen rjp  tang ^p 

"^        ^  cosdo 

J{3'-  d)^k  (d'-  d)  [tanggo»  cos»;o*  +  1]. 

A  estas   förmulas  puede  darse  una  forma  mas   conveniente, 
valiendose  de  las  cantidades  auxiliares  cotgw  y  N.   En  efecto,  si 

tanggseni?    y    tanggcosiy 

se  sustituyen  en  ellas  por  los  valores  dados  en  el  n°'  42 ,  se  obtiene : 

cotg  w  cos  (iV  +  2  do) 


J{a'-a)  =  k{d'-d) 


^(d'-«y)  = 


sen(iV+do)*co8V 
k(9'-S) 


sen(^+do)* 


45«  El  micrömetro  drctdar.  Si  la  refraccion  fuese  constante 
durante  el  paso  de  la  estrella  por  el  campo  del  micrömetro  circular, 
cada  una  de  las  estrellas  describiria  una  cuerda  paralela  al  ecuador, 
y  solo  se  necesitaria  correjir  las  diferencias  observadas  en  ascension 
reeta  y  declinacion  por  razon  de  la  diferencia  de  las  refracciones  en 
el  instante  en  que  las  estrellas  pasan  por  el  circulo  horario  del  centro 
del  micrömetro.  Se  tendrä,  de  consiguiente ,  la  misma  correccion 
que  sirve  para  el  micrömetro  filar ,  4  saber : 

^  "^  cosdo 

y  (a) 

^(d'-  d)  =  Ä;  (d'-  d)  [tanggo*co8i7o*+  1]. 

Mas  como  en  realidad  la  refraccion  varia  durante  el  paso  de  la 
estrella  por  el  campo  del  micrömetro,  el  efecto  serä  el  mismo  que 
si  las  estrellas  tuviesen  un  movimiento  propio  en  ascension  recta 
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7  declinacion.  Ahora  bien ,  sih  j  h  significan  las  variaciones  de  la 
ascension  recta  j  declinacion  en  un  segundo  de  tiempo ,  se  tiene  que 
agregar  conforme  con  el  n^*  36  de  este  capitulo ,  las  siguientes  cor- 
recciones  a  las  diferencias  en  ascensiones  recta  j  declinacion  dedu- 
cidas  de  las  observaciones : 

enMonde  se  denota  por  D  la  declinacion  del  centro  del  microm^tro 
7  por  fi  la  semi^cuerda. 

Como 

tangtseiijy 
a, ; 

,      ,  coso 

h  =k,  — 


dt 
7 

'^-*- Tt ' 

se  tiene: 

^        i/Ä      T..  tangf'coß  17  senil +  tangfBeniytang ^ 

aot  =.  K  iO  —  JJ) — r- — ■ 

^  ''  COflO 

6  igualmente  para  la  segunda  estrella: 

j   '—  Je  (S'     2?)  ^'^^  £'' CO8I?'  Benyy'  +  tangg'  aeniy'tanga' 
"  ~    ^  CO8Ä'  * 

6,  escribiendo  en  las  dos  ecuaciones  ^q,  VqJ^o^^  lugar  de  i,  17,  6 

7  £',  ri\  6\  es  decir,  desestimando  los  t^rminos  del  Orden  Äi(d  — !))•: 

^  ^        ^  ^  coßdo  • 

Agregando  esta  espresion  ä  la  primera  pai-te  de  la  correccion, 
dada  por  la  primera  de  las  ecuaciones  (a),  se  halla: 


^(«•-«)=ife(«'-»)*2££l2l^5li!2.  (A) 


Ademas  es 


-=Ai» 


Si  se  pone  d' —  D  =  d\  7  se  designa  con  Hq  el  valor  de  h  para 
el  centro  del  campo;  sera: 
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-<^-i=i^"-^^!«. 


~     dd'     *°"^ — 5d' — '''' 
luego : 

^ («'-  a)  =  -  (ß^TjynY^j))  [^  "  **°gSo  coßijo  tang^o  ^  taug  J9«  seni^o»] 

—  Ä;  (d'—  *)  [1  —  tang  Jo  cosiyo  tang^o  +  tangfo"  senj^o'], 

Sumando  esta  espresion  con  la  primera  parte  de  la  correccion 
dada  por  la  segunda  de  las  ecuaciones  (a) ,  resulta  la  förmula : 

^(a*-  5)  =  Ä  (a'-  S)  [tang  Jo*  C082i7o  +  tangfo  cos  170 tang^o] 

r» 

X  [1+  tang  f  0*  sen  i?©*  —  tang  £0  cos  j^o  tang  B^ 

que  da  la  correccion  completa  de  la  diferencia  en  declinacion.  Los 
t^rminos  multiplicados  por  tang2;Q  de  esta  förmula  pneden  despre- 
ciarse  ordinariamente ,  7  de  este  modo  se  obtiene  simplemente : 

^(a'-a)=*(«'-a)^2ef2!^Si52 
^         '^       .  cos^o 

^(d'-a)=Ä:(a'-Ä)taiig{:o*co82i7o  {B) 

IJjemplo.  El  9  de  Setiembre  de  1849  se  observö  en  Bilk  el 
planeta  Metis,  compar&ndolo  con  una  estrella  cuya  posicion  apa- 
rente  era 

a  =  22»»  1«  59« .  63 ,  d  =  -  21«  43'  27".  08. 

Las  observaciones  correspondientes  ä  las  23^*23"  19*.3  de  tiempo 
sid^reo  fueron: 

a  -  a  =  4- 1°»  9«  65  =  +  17'  24".  75 
d'-D=-  5'  17".  5,  d  -  D  =  +  6'  34".  2 

d'  -  *  =  -  11'  61".  1,        ßiendo  r  =  9'  26".  29. 

Calculando  ahora  j^  y  ri  con 

to=  1^20«»  45«  =  20»  11',        *o  =  -2l0  49'.4    y    9  =  51°  12'.  6 

se  obtiene : 

cotgn  =  9.34516        JV^=37<>1'.9 

17  =  12«  56'.  3  J=75»9'.6. 

En  las  tablas  para  k  se  halla  para  esta  distancia  zenital : 

logA;  =  6.4214, 
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y  el  cömputo  de  las  correcciones  por  medio  de  las  förmulas  (B)  es 

entönces  como  sigue: 

log  A;  =  6 .  4214  sen  2 170  9 .  6394  0  .  0667ii 

log  {d'-6)z=2, 8523»  0 .  4273  cos  *o  9  .  9677 

tang  J«  =  1 .  1536  cos  2  J70  9  .  9542         ^  («'  -  a)  =  -  l".  25 

0 .  4273«    I«f  termino^(d'-d)--2".41 
seni7*8.6990 

log(tang f  *  bcni^«  +  1)  ^  0 .  2335 

logr*     5.5061 
k(8'-d)     9.2737n 


5 .  0133f> 
log(d  -  D)  {ö'-  D)     5 .  0975« 

2  0  termino  J  (Ä'  -  5)    +  O".  82 
J(a'--a)^-l".25 
J{ß'-S)--*6  .23. 

Per  eonsiguieute  las  diferencias  en  ascension  recla  y  declinacion 
correjidas  por  efecto  de  la  refraccion  son : 

a'-a  =  +  17'23".50 
a'-a  =  - 11  54  .93. 

46«  Micrömetros  destinados  ä  medir  ängtdos  de  pos'mon  y 
distancias. 

Sean  a  —  a  y  6' —  d  las  diferencias  en  aöcension  recta  y  decli- 
nacion, afectadas  de  refraccion,  de  dos  estrellas,  a  —  ayd^—dlos 
mismas  diferencias  correjidas  de  refraccion.    Se  tiene: 

,  tangfseniy 
<t, i — 

/  f  7  /»'        »\  008  O 

a  —a  =  a  —a~k{ö  -  0) , 

,  tangjseniy 

,    .    ,  X  008  0 

_i.(a-«) ^- . 

en  donde  los  valores  de  los  cuocientes  diferenciales  han  de  calcularse 
con  los  t6rmiuoö  medios  ^     '^  ,  — .;—  y  — ly — ,  o  bajo  oti*a  forma: 

A  A  A 

ad 
^  tanggsoni? 
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Del  mismo  modo  se  obtiene : 

aö  dt 

Introduciendo  en  estas  ecuaciones  los  valores  de  los  cuocientes 
diferenciales  hallados  en  el  n°-  43 ,  ellas  se  convierten  en : 

dia-  u)  =  k  («'-  S)  ^°gS'»Q'^^  cosiy  -tanggseniy  tang^ 
^  ^         ^  '  cos^ 

+  k{a—  a)  [tang  f »  sen  17'  —  tang  J  cos  17  tang  ^  +  1] 

d(r-  d)  =  k  (d'-  9)  [tang  J«  cos  17«  +  1] 

+  A;  (a'  —  a)  [tang  J*  cos  17  senij  cos  d  -f-  tang  J  seniy  sen d]. 

Pero  si  d  significa  la  distancia  aparenie  y  »  el  angulo 
aparente  de  posicion,  se  tiene: 

cosd  («'—  a)=:  J  sen» 

luego : 

cos  8  (a  —  u) 

y 

J  =  cosd  (a'—  a)  sen«  +  (d"—  d)  cosw. 

Des^gnando  entonces  con  z/  la  distancia  yerdadera  y  con  ts'  el 
verdadero  angnlo  de  posicion ,  se  tiene : 

cos«  cos  *  d(a' —  «)  —  sen«  d (d' —  d) 

«  =  «  H -z — 

i^'=:^  +  8en«C08dd(a'— a)  +  co8«d(d'~d). 

Despues  de  reemplazadas  en  estas  espresiones  las  cantidades 
d(tl  —  a)  y  d(6'—  3)  por  los  valores  arriba  haUados  y  ordenados  los 
t6rminos  por  las  potencias  de  tang{;,  se  introdnce  ^  y  «  en  lugar 
de  o'—  a^  h'—8  en  los  förmulas  relativas  ä  d{ci -— a)  y  d{6'—  ö), 
y  de  este  modo  resulta: 

n=n  +  k  tang  J*  [sen«  cos  17  icoB«  cos«  +  sen  17  seni7  sen«  cos« 

—  cos?7  CO8J7  cos«  sen«  —  seni7  COS17  sen«  sen«J 
—  k  tang^  [cos«  cos«  sen  17  tang^  +  sen«  cos«  cos  17  tang^ 

«  +  sen«  sen«  8eni7  tang  d] 

+  fc  sen  «  cos«  —  Ä  sen«  cos  « , 

6  desestimando  los  terminos  multiplicados  por  tang£: 

«'  —  «  —  Ä;  tang  f  *  Ben(«  — 17)  cos  («  — 17). 

Ademas  se  obtiene; 
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^=  J-i-k  z/tang  f  *  [senw  cosw  seniy  cos  17  -f  sen»'  seniy*  +  cos»'  cosiy* 

+  sen  n  co&n  sen ij  cos ?j] 
—  A;  ^  tangS  [costt  senn  sen  17  tangd  +  sen x  sen«  cos  17  tang^] 

—  sen  n  cos  w  sen  rj  tang  d] 
-f-  Ä;  ^  [sen  «*  +  cos«*] , 

ö,  despreciando  los  t^rminos  multiplicados  por  tangj: 

ii'=  J  +  kd  [tang  J2  cos(w  -  f?)*  H- 1]. 


IX.  —  INFLUJO  DE  LA  PRECESION,  NUTACION  Y  ABEBRACION 
EN  LA  DISTANCIA  ENTRE  DOS  ESTRELLAS  Y  EN  EL  ÄNGÜTO 

DE  POSICION. 

47.  La  precesion  luni- solar  y  la  nutacion  hacen  variar  la 
posicion  del  circulo  de  declinacion  y  por  tanto  el  4ngido  de  posicion 
de  las  estfellas.  Se  deduce  fäcilmente  del  triangulo  determinado  por 
el  polo  de  la  ecliptica,  el  del  ecuador  y  la  estrella,  la  variacion  del 
4ngulo  17  que  forma  el  circulo  de  declinacion  de  la  estrella  con  el 
circulo  de  latitud,  vali6ndose  al  efecto  de  las  förmulas  dadas  en  el 
n°'  11,  cap.  I  y  de  la  tercera  de  las  förmulas  diferenciales  (ll)  del 
n°-  9  de  la  introduccion ,  es  decir: 

cosddiy  =  —  sene .  senadX  +  cosade, 

atendido  que  dB  =  0y  puesto  que  las  latitudes  de  las  estrellas  no  se 

alteran  por  el  efecto  de  la  precesion  luni -solar  y  nutacion.  La  suma 

del  4ngulo  rj  y  del  ängulo  de  posicion  p  de  una  otra  estrella  refe- 

rida  h  la  considerada  aqui  es  igual  al  angulo  comprendido  entre  el 

circulo  de  latitud  y  el  circulo  maximo  que  pasa  por  las  dos  estrellas, 

y  como  6ste  no  cambia  en  virtud  de  la  precesion  y  nutacion,   la 

variacion  de  p  debe  ser  igual  &  la  de  17 ,  pero  de  signo  opuesto ,  de 

manera  que : 

coBSdp^^BensßenadX  —  cosads,  (a) 

Como  la  precesion  luni -solar  no  altera  la  oblicuidad  de  la 
ecliptica,  se  obtiene  el  cambio  änuo  del  ängulo  de  posicion  produ- 
cido  por  la  precesion  por  medio  de 

»dp  dl 

COSOPT  =  sena  senc-=-r, 
dt  dt 

6  la  variacion  anua  de  p : 
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dp 

j^  =  n  sen  a  sec  & 
dt 

siendo  n  =  20''.  06442  -  O".  0000970204 1. 

Cuando  se  tenga  que  emplear  esta  förmula  para  calcnlar  la 
yariacion  correspondiente  a  un  int^rvalo  largo  de  tiempo,   es  ne- 

cesario  calcular  los  valores  de  n,  a  j  8  para  la  mediania  de  6ste  j 

dt) 
multiplicar  el  valor  hallado  de  ^  por  el  int^rvalo  de  tiempo. 

A  fin  de  hallar  los  cambios  causados  por  la  nutacion  se  tiene 
que  reemplazar  en  la  förmula  (a)  dlj  de  por  las  espresiones  dadas 
en  el  n^*  5,  cap.  11.  Despreciando  los  pequeöos  t^rminos,  se  obtiene 
el  cambio  completo  de  p  por  efecto  de  la  precesion  y  nutacion 
mediante  la  förmida : 

dp=:  +  20".  0644  Ben«  secö  -f  [-  6".  8650  senQ  +  O".  0825  8en2Q 

—  0".  5054  sen  2  ©]  sen  a  sec  9 
~  [9".  2231  cos  Q  -  0".  0897  cos  2  Q 

H-  0".  5509  cos  2  ©]  cosa  secd, 

ö,  adoptando  las  notaciones  introducidas  en  el  n®*  9,  cap.  IV: 

dp^A.n  sen«  secd  +  B  cos«  secd, 

cuya  förmula  d&  de  consiguiente  la  diferencia  entre  el  angulo  de 
posicion  afectado  de  precesion  y  nutacion  y  61  referido  al  equinoccio 
medio  y  al  ecuador  medio  correspondientes  al  principio  del  afio. 

Con  el  objeto  de  hallar  tambien  el  efecto  de  la  aberracion  sobre 
la  distancia  y  el  angulo  de  posicion,  recordamos  las  espresiones 
dadas  en  el  n^*  1,  cap.  IV,  segun  las  cuales 

la  aberracion  en  ascension  recta  es:  Cc  +  De? 
y  la  aberracion  en  declinacion:  (7c' +  Dcf, 

en  donde  (7  =  —  20".  445  cos  8  cos  © ,      D  =  —  20".  445  aen© 

c  =  sec^cosof^  c  =:tang£  cos d  — send  sen a 

d  =  sec  d  sen  a,  d'=  sen  d  cos  «. 

Si  ahora  representan  A  y  i/  las  diferencias  en  ascension  recta 
y  declinacion  de  las  dos  estrellas ,  los  cambios  de  estas  diferencias 
causados  por  la  aberracion  son  iguales  k  Ja  diferencia  de  las  aber- 
raciones  correspondientes  a  las  dos  estrellas,  y  se  obtienen  por 
medio  de  las  ecuaciones : 

dX-C/ic-vB  .^d 
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en  donde  z/c  =  --8ecdBena .  X  +  aecdtang^cosa.y 
dd=^     secdcosa.l  +  Becdtaxigdaena.y 
^lc'=— sendcosa.  Z  — [tangeaentf  +  cos^senttli» 
d8'=:  —  ^ndsena.  X  +  cosdcosff .  y. 

Introduciendo  estos  valores ,  serä  de  consigoiente : 

coB8jdX=C[—  sena .  X  +  tang^ cosce .  v]  +  D [cosa .  X  +  tang^ sena .  v] 
Jv  =  —C  [sen  ^  COB a .  X  +  (tang  c  sen Ä  +  cosd  sen  a)  i»] 

—  D  [sen Ä  sen  a  .  i  —  cos  J  cosa  .  ♦]. 

Pero ,  si  denotamos  per  s  y  P\&  distancia  y  el  4ngiilo  de  posi- 

cion,  tenemos: 

8.8enP  =  ico8d 

S  .  cos  P  =  Vy 

Inego: 

«« =  X«  coBd«  H-  IT«,  tangP  =  ^ll^ 

V 

per  consigoiente: 

8 .  -J«  =  COB^X .  ^Z  -f  v^v  —  cos* senax« {Cc-hDd^). 

Si  snstituimos  aqul  Jk  j  /tv  por  los  yalores  acabados  de  hallar, 
como  asimismo  c'  j  d^  por  los  yalores  arriba  especificados ,  obtene- 
mos  despnes  de  unas  sencillas  reducciones: 

8,^8  =  [X* cosd*  + 1'*]  [—  C (tang« sen3"-f- cos J sen«)  +  /> cos^ cosa] 

6: 

J8  =  -^C,8  [tange  sen  d  +  cos  d  sena]  +  Z> .  a  oos^  cosa. 

Ademas  sera: 

8*(IP  =  ir  coB^ .  z/X  -  X  cos* ^ir -  X send»  [Cc'+ Z>^], 

y  sustituyendo  tambien  aqui  ^X,,z/v,  c  y  d'  por  sus  valores  de 
arriba,  hallamos  despues  de  efectnadas  algtmas  sencillas  redncciones : 

dP=C  tang  9  COB  ff  +  2^  tang  8  sen  a. 

Introduciendo ,  pues ,  las  notaciones  siguientes : 


a  =  — secdsen« 

, ,     sec  8  cos  a 
*=        60 

,     tang  ^  cos« 
^^         60 

c  = [tang€8< 

^,     tang  d  sena 
60 

a  =  —  cosocosa, 
w 

en  donde  se  han  aüadido  los  factores  ^::  y  —  =  .-^t^^^tt  para  obtener 

60       to       206265  *^ 
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las  correcciones  del  4ngulo  de  posicion  y  de  la  distancia  espresadas 
respectivamente  en  minutos  de  arco  j  segnndos  de  arco,  serä: 

la  distancia  observada  =  a  la  distancia  verdadera  -^cC-^dD 
y  el  äjigulo  de  posicion  observado  =  al  verdadero  ängulo  de  posicion  corre- 

spondiente  al  prindpio  del  ano 
^aA  +  l'B  +  cC-^d:!), 

Como  c,  d^  c  j  i  son  independientes  del  angulo  de  posicion, 
se  sigue  de  esto,  que  la  aberraccion  hace  cambiar  las  distancias  en 
la  niisma  razon,  cualquiera  qne  sea  su  direccion,  j  todos  los  4ngulos 
de  posicion  en  la  misma  cantidad.  Si,  por  consigaiente,  la  circun- 
ferencia  de  un  cfrcnlo ,  descrito  con  iin  pequeno  radio  al  rededor  de 
una  estrella,  estuviese  ocupada  por  estrellas,  semejante  circulo 
apareceria  por  efecto  de  la  aberracion  aumentado  6  disminuido  y  al 
mismo  tiempo  un  poco  jirado  en  tomo  del  centro;  pero  la  forma  de 
circulo  se  conservaria  y  los  4ngulos  comprendidos  entre  los  radios 
de  las  estrellas  quedarlan  siempre  los  mismos. 


t  ic.i  0 
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